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Nous  avons  entrepris  cette  traduction  avec  Tautorisation  for- 
melle des  propriétaires  de  l'Ouvrage  anglais. 

Les  notations  dont  Pauteur  a  fait  usage  ont  été  suivies  avec 
fidélité;  nous  avons  tenu  à  nous  conformer  scrupuleusement  aux 
désirs  exprimés  par  M.  Tait  lui-même. 

Cette  traduction  est  faite  sur  le  texte  de  la  seconde  Édition  de 
l'Ouvrage  anglais  ;  le  lecteur  y  trouvera  plusieurs  ar^ic/e^  nouveaux 
i|ui  n'appartiennent  pas  à  la  seconde  Édition,  et  qui  néanmoins  sont 
dus  à  Y  auteur  de  TOuvrage. 

Voici  rénumération  de  ces  articles  nouveaux  et  l'indication 
sommaire  de  leur  contenu  : 

Le  n"*  269  bis,  démontrant  un  théorème  de  Géométrie  supérieure. 

Le  n®  378  biSy  traitant,  à  Taide  de  la  méthode  des  quatemions, 
la  question  de  Cinématique  qui  a  conduit  Mirdiug  au  théorème 
portant  son  nom  (Crelle,  t.  14,  p.  289,  et  1. 15,  p.  27  et  3i3). 

Le  n®  446  nouveau,  reproduisant  un  Mémoire  de  Fauteur  inti- 
tulé :  JVote  sur  les  expressions  diverses  par  lesquelles  on  peut 
représenter  la  force  exercée  par  un  élément  de  courant  linéaire 
mr  Vêlement  d'un  autre  courant  du  même  genre. 

Quelques  perfectionnements  dans  la  méthode  d'intégration  des 
équations  qui  dépendent  de  l'opérateur  quatemionique  V  (delta 
renversé),  au  Chapitre  XL 

Enfin  les  énoncés  d'un  certain  nombre  de  propositions  ajoutées 
aux  questions  à  résoudre  qui  se  trouvent  annexées  au  Chapitre  XI. 
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Les  additions  cl  cxpliralions  qnr,  de  iiolro  coté,  nous  avoii.>  jii- 
::ées  utiles,  ont  clé  mises  en  n(>tes. 

CiCS  notes  sont,  pour  la  majeure  partie,  iinprimé(\s  en  pet  il 
texte;  d'autres  notes  plus  courtes  se  dislin<;uenl  du  texle  eouianl 
en  ce  (pi'cllcs  sont  reid'ermées  entre  des  parenthèses  j  [  spé- 
ciales. 

L'introduction  de  ces  noies  a  été  a[>prousée,  en  principe,  pai' 
rauteur  de  rOu\rai,a\  M.  P. -G.  Tait;  mais  1(»  Iraducleur,  (|ui  les  a 
rédigées,  doit  seul  en  assumer  la  responsahililé. 

M.  DosTOR,  profe>scur  de  .Matliénuitiques,  a  bien  voulu  entre- 
prendre la  lâche  difficile  de  revoir  \c.  texte  d(*  la  traduction  dau"^  Ir 
but  d'en  élaguer  les  an^lû  ismcs,  autant  (pie  cela  a  élé  possihir 
sans  léser  Icr  sens  de  la  traduction  littérale. 

Avant  de  terminer,  nous  tenons  à  réparei*  un  oubli.  Mous  a\on^ 
négligé  (rindic(ucr  dans  nos  notes  rori*;ine  de  Tune  des  ex|)re^- 
sions  nouvelles,  (pii  ont  élé  introduites  dans  {c  langage  des  M;i- 
lliématic(ues  par  Sii'  W  illiani  llosvfUi  litiniiltaiu  Tinvenleur  du 
(Calcul  des  ((ualernions  ;  nous  voulons  parler  (b;  rexpression  de 
se  (dur. 

Il  n(;  s'agit  pas  ici  d'cxplicpier  la  signification  analvtique  de  e« 
terme  de  sc(ih(i\  (pii  s'applicpie  à  toute»  (piantilé  dont  la  \aleur  e^l 
réductible  à  un  nond)re  aireclé  du  signe  -\-  ou  du  signe  — ,  selon 
les  cas  (nous  faisons  abstraction,  bien  entendu,  des  imaginaii'e> 
de  l'Algèbre)  :  l'explication  en  sera  donnée  à  |)arlir  du  n"  77 
de  ce  Livre.  Ce  c(uc  nous  avons  ici  en  vue,  c'est  uni(piement  <le 
rappeler  les  raisons  ([ui  ont  guidé  llamilton  dans  le  choix  de 
l'expression  de  srdliWy  comme  partie  du  discours. 

Nous  dirons  donc  ([ue  le  Calcul  des  (juaternions  repose  sur  lu 
distinction  que  l'on  établit  entre  deux  espèces  de  grandeur> 
réelles. 

L'une  de  celles-ci  est  eonstiluée  par  les  grandeurs  (ju(»  nous 
connaissons  tous  :  les  ([uantilés   numériques  ordinaires;  et  l'aulrr 
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esl  formée  des  grandeurs  qui  réunissent  en  elles  les  deux  attributs 
de  longueur  rectiligne  et  de  direction  définie. 

Gomme  la  définition  des  grandeurs  de  la  deuxième  espèce  fera 
l'objet  du  premier  Chapitre  (à  partir  du  n^  i5),  nous  nous  bor- 
nerons ici  à  dire  qu'en  les  introduisant  dans  le  calcul  Hamilton 
leur  a  donné  le  nom  de  vecteurs. 

Il  s'agissait  de  trouver  aussi ,  pour  les  quantités  de  la  première 
espèce,  une  expression  qui  eût  l'avantage  de  la  brièveté. 

Dans  ce  but,  Hamilton  s'est  servi  d'une  figure  pour  présenter 
â  l'esprit  l'ensemble  des  valeurs  numériques,  et  il  a  ainsi  conçu 
ridée  d'une  échelle  {scalaé)^  qui  s'étendrait  en  ligne  droite  depuis 
les  régions  de  l'infini  négatif  jusqu'à  celles  de  l'infini  positif;  les 
valeurs  numériques  seraient  en  quelque  sorte  inscrites  sur  les 
degrés  de  l'échelle. 

De  plus  un  mobile,  qui  cheminerait  le  long  de  l'échelle  et  qui 
servirait  d'index,  désignerait,  à  proprement  parler,  le  nombre sca- 
lairCy  en  un  mot  le  scalar  :  chaque  position  que  l'index  occupe- 
rait sur  l'échelle  fournirait  une  valeur  du  scalar. 

Par  abréviation,  nous  pourrions  aussi  adopter  le  substantif  le 
scalaire,  mais  nous  risquerions  ainsi  de  créer  une  expression  qui 
serait  en  dehors  du  génie  de  la  langue.  Nous  avons  préféré  à  cet 
inconvénient  l'introduction  du  terme  étranger  :  le  scalar.  Nous 
ferons  usage  dans  notre  traduction  de  ce  terme,  dont  la  significa- 
tion est  donnée,  dans  son  acception  purement  analytique,  au  Cha- 
pitre II,  n**  77  et  suivants. 

L'idée  de  la  direction  que  l'échelle  occuperait  par  rapport  aux 
régions  de  l'espace  n'entre  absolument  pour  rien  dans  la  valeur 
d'un  scalar;  la  valeur  du  scalar  restera  toujours  la  même,  de 
quelque  manière  que  l'on  change  la  direction  de  l'échelle,  pourvu 
que  l'index  ne  change  pas  de  place  relativement  au  point  zéro 
de  l'échelle.  Il  n'en  est  pas  de  même  d'un  vecteur;  la  valeur  d'un 
vecteur,  autant  dans  le  calcul  que  dans  le  langage  des  quater- 
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nions,  cliangcra  cliaquc  lois  (|ue  sa  direction  vaiio,  mrnio  lors(|nc 
la  longueur  du  vecteur  reste  invariable. 

Le  nombre  des  valeurs  distinctes  les  unes  des  autres  dont  un 
vecteur  de  longueur  donnée  est  susce|)til)le  n'a  pas  de  bornes; 
ce  nombre  est  illimilé  au  même  titre  ([ue  celui  des  positions  qu\in 
ra\on  d'uiuî  splière  peut  aflecler  autour  du  centre  de  la  splicre. 

'ruul)ri(Ii:c  (Kenl),    Kn;;Iclerro. 
Mai    iS7.S  ol  juin  jsS  •. 

GisTAvi:  I^LAUH. 


PRÉFACE. 


TCTpaXTVV, 

Tcayàv  àevàou  fvaeuç  pi^tâ\un*  i^ov^ocv. 


La  première  édition  de  cet  Ouvrage  parut  en  1867.  Elle  était 
précédée  d^une  Préface  dont  voici  quelques  passages  : 

«  La  rédaction  de  ce  travail  a  été  entreprise  et  commencée  en 
1859.  J'étais  alors  professeur  de  Mathématiques;  je  me  trouvais 
pins  familiarisé  avec  la  science  des  quaternions,  mieux  rompu  à 
leur  analyse  que  je  ne  puis  Tétre  aujourd'hui. 

»  Mais  les  devoirs  d'un  enseignement  différent  m'en  ont  fait 
suspendre  la  rédaction. 

»  D'ailleurs  Sir  W.  Hamilton  avait  manifesté  le  désir  que  mon 
V  olume  ne  parût  qu'après  la  publication  de  ses  Eléments, 

»  Cependant  le  travail  était  fort  avancé.  J'avais  déjà  traité  toutes 
les  questions  de  Géométrie  analytique,  qui  appartiennent  à  la  collec- 
tion de  Todhuntery  et  appliqué  ma  méthode  à  plusieurs  branches 
de  Physique  mathématique,  telles  que  la  Cristallographie,  l'Optique 
géométrique,  et  l'induction  de  Courants  électriques. 

»  Je  comptais  y  ajouter  les  applications  à  la  Cinématique,  à 
rÉIectrodynamique,  à  la  surface  de  l'Onde  deFresnel,  etc. ,  qui  sont 
données  dans  le  Quarterly  mathematical  Journal  et  dans  les 
Proceedings  of  the  Boyal  Society  of  Edinburghy  et  que  nous 
avons  reproduites  dans  ce  travail. 

»  Sir  W.  Hamilton,  peu  de  jours  avant  sa  mort,  m'engagea 
vivement  à  hâter  la  rédaction  de  mon  travail  et  à  le  publier  dans 
le  plus  bref  délai. 

»  Le  sien  était  à  la  veille  de  paraître. 
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»  Dans  ce  moment  (répanchement  siipivme,  ot  avec  racccnl 
d'une  conviction  |)lns  lorle  que  jamais,  il  s'attacha  à  faire  ressoiiir 
l'im]H)rtance  des  quaternions  et  à  rappeler  le  rôle  fécond  (|u'iU 
sont  appelés  à  jouer  dans  le  proi;rrs  des  sciences  phvsirpies. 

)>  Aussi  e\pi'ima-l-il  son  vil  désir  de  voir  puMier,  dans  un 
avenir  très  ra|)proclié,  ce  Traité  Araiment  élémentaire  de  la 
théorie  des  (piaternions  cl  de  S(*s  a]q)lieations. 

)^  Je  regrette  de  navoir  accompli  que  d'une  manière  très  impar- 
faite le  dernier  v(eu  dr  mon  ami  bien  vém'ré. 

»  Quand  il  me  transmit  ce  vo'u,  je  me  livrais,  en  eollahoration 
avec  Sir  AA  .  Thoms(m,  à  la  |)r<''|)aration  laborieuse  d'un  Trait»' 
dévelop|>é  de  IMivsique  nïathémati(pie. 

))  La  rédaction  du  f^ivre  que  nous  offrons  au  public  s'est  ainsi 
faite  au  nnlieu  d'un  concours  d»^  circonstances  peu  propres  à  en 
faciliter  le  travail....  Cependant  j  ai  lieu  de  ci'oiic  cpie  mon  Init  a 
été  atteint  avec  (piehpie  succès  :  celui  d'aNoir  ])roduit  un  Irait»' 
énnnemmenl  élémentaire,  à  la  portée  de  tt»us  ceu\  (jui  en 
aborderont  l'étude  avec  des  connaissances  sullisamment  appro- 
[)riées.  J'espère  aus>i  que,  par  le  nond)re  et  le  choix  de<>  applica- 
tions, choix  qui  n'a  ])as  é'té  dicté  par  le  désir  d  établir  la  prééminence 
des  (juaternions,  le  leeleur  se  trouv<M*a  saisi  de  l'admirable  simpli- 
cité avec  hupielle  ma  méthode  fournit,  dans  les  recherches,  les 
solutions  les  plus  directes  et,  pour  ainsi  dire,  les  ])Ius  naturelles. 
J("  pense  encore  que  mon  Livn*  invitera  le  l(Mteur  à  étudier  et  à 
méditer  les  divers  Ouvracres  d'llamilt«jn,  surtout  les  Lrrturrs  o\  le■^ 
l'ilvinonts.  Par  ces  études  il  fera,  en  retour,  une  riche  moisson  de 
résultats  im]>orlants  en  (Hi\-mémes,  (pii  le  feront  participer  à  de> 
recherches  conduites  par  des  méthodes  dont  la  puissance,  la  fécon- 
dité et  rélé,i;ance  ne  se  rencontrent  que  dans  les  écrits  des  plu> 
grands  mathématiciens. 

»  11  serait  intéressant  de  savoir  par  (]uell(^  suite  d'idées  [laniil- 
ton  a  été  conduit  à  l'invention  îles  quateinions.  On  trouver;! 
l'histoire  de  leur  formation  et  de  leurs  dévelo|)pements  successifs 
dans  la  courte  Notice»  sur  la  vie  et  les  travaux  d'ITamilton,  ï]ue  j';n 
pid)liée  dans  la  Xord-Uritish  Hruciv  (septend)re  i8()(>).  Cette 
escpiisse  fournit  un  «^rand  nombre  de  renseignements,  qui  se 
rapportent  encore  à  d'autres  sujets  que  cet  homme  de  génie  a 
abordés. 
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D  En  m'engageant  dans  la  voie  ouverte  par  Hamilton,  je  n'ai 
pas  servilement  suivi,  comme  on  le  verra,  le  chemin  tracé  par 
mon  illustre  maître. 

»>  J'ai  souvent  pris  des  directions  différentes. 

»  11  me  serait  difficile,  dans  chaque  cas  particulier,  de  faire  la 
part  de  ce  que  j*ai  recueilli  dans  ses  mémoires  ou  puisé  dans  sa 
volumineuse  correspondance,  et  la  part  de  ce  qui  est  dû  à  mes 
propres  efforts  et  à  mes  recherches  personnelles. 

»  Parmi  les  théorèmes  exposés  et  les  procédés  employés,  quel- 
qaes-uns  ont  été  trouvés  par  moi-même  avant  la  publication  des 
Éléments^  où  plus  tard  j'ai  été  heureux  de  les  rencontrer.... 
Cependant,  en  toute  circonstance,  je  me  suis  appliqué  à  faire  ressor- 
tir, pour  le  lecteur,  les  parties  qui  sont  entièrement  dues  au  travail 
d'Hamilion....  Il  est  juste  de  dire  aussi  que,  dans  les  derniers 
Œapilres  de  mon  Livre,  on  trouvera  une  ample  provision  de 
résultats  nouveaux. 

»  Le  mode  de  rédaction  de  cet  Ouvrage  suppose  que  le  lecteur 
en  fasse  Tétude  \a  plumeàla  main.  Toutefois....  je  recommande 
aax  commençants  de  s'astreindre  d'abord  à  la  simple  lecture  des 
cinq  premiers  Chapitres,  pour  s'appliquer  ensuite  à  la  résolution  des 
questions  traitées  dans  les  trois  Chapitres  suivants,  auxquels  se 
trouvent  annexés  de  nombreux  exercices.  Après  ce  travail  prépa- 
ratoire, le  lecteur  pourra  reprendre  en  sous-œuvre  les  cinq  pre- 
miers Chapitres,  pour  en  faire  une  étude  plus  approfondie,  et 
résoudre  in  extenso  les  questions  plus  compliquées  qui  y  sont 
énoncées. 

»  La  suite  de  FOuvrage  ne  présentera  dès  lors  plus  de  difficultés 
sérieuses. 

»  En  traitant  ce  sujet,  j'ai  cru  devoir  me  placer  au  point  de  vue 
çéoo&étrique,  de  préférence  à  celui  de  l'Analyse  pure  ;  je  suis  per- 
suadé que  les  applications  physiques  forment  le  but  le  plus  important 
que  Ton  doive  poursui\Te  dans  l'établissement  de  toute  méthode 
mathématique.  11  n'y  a  pas  de  doute  que  l'on  ne  puisse,  par  une 
hypothèse  préalable,  introduire  dans  le  calcul  les  symboles  /,  y,  k 
avec  leurs  propriétés,  pour  établir  là-dessus  toute  la  méthode  des 
qualemioDS. 

»  Ce  procédé  est  aussi  du  nombre  de  ceux  suivis  par  Hamilton, 
qui  a  établi  sa  méthode  par  toutes  les  voies  possibles.  Il  a  encore 
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été  employé  par  M.  Allcgret,  qui  Ta  pris  pour  point  de  départ  dan^ 
son  Essai  sur  les  calculs  des  quaternions;  Paris,  i8()^. 

»  On  opère  par  ce  mo\en  comme  l'on  fait  des  iniaj^inaires  en 
Algèbre,  ou,  [)lus  exactement,  comme  llamilton  traite  des  Couples, 
des  Triades  et  des  S\ sternes  multiples.  Le  procédé  ne  manque  pa> 
d'attrait  au  point  de  vue  de  TAnalyse  pure,  mais  il  répugne  à  celui 
qui  est  porté  vers  les  applications  physiques,  et  qui,  dès  le  prin- 
cipe, devra  s'habituer  à  regarder  les  expressions  /, y,  k  comme  des 
réalités  géométriques  et  non  comme  des  svmboles  imaginaires. 

»  La  particularité  la  plus  frap|)ante  qui  caractérise  le  (.alcul  (hs 
quaternions  consiste  en  ce  que  la  multiplication,  en  général, 
n'y  est  pas  commutative;  en  d'autres  termes,  si  /•  et  q  sont  de^ 
([uaternions,  ([v  diflerera  en  général  de  rq,  (À^  principe  ne  sanrait 
exciter  de  surprise,  puiscpie  la  même  singularité  se  présente  en 
Analyse,  lorsqu'on  y  fait  usage  de  signes  de  fonction  ou  de  signes 

d'opération.    Logcosx,  par  exemple,  diffère  de  cos  loo[.r,  (*l  ~-^ 

ne  revient  pas  à  1 /-t— .  •  H  arrive  même  quelquefois  que  Ton  néglige, 

et  cela  bien  à  tort,  de  faire  la  distinction,  que  nous  croNons 
indispensable,  entre  deux  formes,  du  genre  des  précédentes. 

»  Ainsi  Ton  confond  eos-x  avec  (cos./)-,  et  ct)s~'.r  avec 
(cos  j:)  ',  tandis  que,  selon  moi,  cos-x  devrait  signiiier  cos(cos./ j, 
et  cos~'.r  représenter  l'are  (|ui  a  x  pour  cosinus. 

»  Heureusement  \c.  Calcul  des  quaternions  n'est  pas  fondé  sur 
l'emploi  de  notations  à  double  sens.  Ce  calcul  repose  sur  un 
principe  qui,  dans  son  expression  la  plus  générale,  est  admis  dans 
tous  les  genres  de  calcul  :  c'est  celui  de  la  non-eommutabilité  de> 
symboles;  dans  le  Calcul  des  quaternions  on  pousse  l'application 
du  principe  jusqu'à  l'admettre  à  l'égard  de  l'ordre  des  facteur> 
mêmes  d'un  produit,  tandis  qu'en  général,  dans  tout  autre  calcul, 
on  applique  le  principe  uniquement  à  l'ordre  dans  lequel  les 
symboles  d'opération  ou  de  fonction  se  succèdent,  quand  ils 
affectent  une  variable  quelconque. 

»  Les  lecteurs  qui  sont  familiarisés  avec  toutes  les  ressources 
du  calcul  remarqueront  sans  peine  que,  dans  beaucouj)  de  cas  et 
pour  des  propositions  inq)ortanles,  j'ai  négligé  de  donner  la 
démonstration  la  plus  simple  et  la  plus  rapide.  J'ai  agi  de  la  sorte 
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afin  de  présenter,  dans  un  espace  limité,  la  plus  grande  variété 
de  méthodes.  Pour  atteindre  ce  but  plus  complètement,  j'ai  mis  à 
mon  service  le  choix  des  questions  que  je  désirais  annexer  aux 
Chapitres. 

»  Parmi  ces  questions,  j'ai  admis  celles  qui  pouvaient  suggérer 
à  l'esprit  du  lecteur  le  besoin  de  nouveaux  développements  de  la 
méthode,  et  j'ai  pensé  que  mon  intention  serait  facilement  comprise. 
Beaucoup  de  ces  questions  sont  dues  à  Hamilton,  qui,  malgré  sa 
grande  originalité,  comptait  parmi  les  meilleurs  examinateurs 
universitaires. 

»  U  ne  faudra  jamais  perdre  de  vue  que  les  méthodes  de  calcul 
qui  sont  fondées  sur  le  système  des  coordonnées  de  Descartes  ne 
constituent  que  des  cas  particuliers  du  Calcul  des  quaternions; 
les  caractères  distinctifs  de  ce  dernier  calcul  se  confondent  alors 
avec  ceux  de  la  méthode  cartésienne.  Ainsi,  si,  dans  la  résolution 
de  quelque  question  spéciale,  on  est  amené  à  ne  faire  usage  que 
de  scalarsy  c'est-à-dire  de  quantités  numériques  ordinaires^  telles 
que  coordonnées,  etc.  ('),  le  résultat  fourni  par  le  Calcul  des  qua- 
ternions s'identiGe  avec  la  solution  que  donne  l'emploi  des  coor- 
données rectilignes. 

»  Dans  ce  cas,  la  méthode  des  quaternions  ne  perd  rien  de  sa  gé- 
néndilé  ;  elle  démontre  au  contraire  avec  avantage  qu'elle  fournit 
la  solution  la  plus  générale  et  que  cette  solution  est  entièrement 
indépendante  de  toute  hypothèse  particulière,  qui  pourrait  être 
faite  sur  le  choix  des  axes  de  coordonnées 

»  La  Table  des  matières  a  été  dressée  de  manière  à  fournir  au 
lecteur  un  résumé  succinct  des  principales  formules  fondamentales, 
qui  se  présentent  dans  le  calcul  des  Quaternions.  Les  cinq  premiers 
Chapitres  et  les  deux  derniers  ont  donc  été  seuls  l'objet  d'une 
Table  analytique....   » 

A  cette  préface  de  la  première  édition,  nous  ajouterons  que  je 
suis  aussi  surpris  que  flatté  de  la  demande  d'une  seconde  édition 
à  un  aussi  court  intervalle  de  l'apparition  de  la  première. 

J'ai  lieu  de  me  réjouir  de  ce  succès  d'autant  mieux,  qu'il  a  été 


(*)  VoyeZy  au  sujet  de  Forigine  de  la  dénomination  de  scalar,  la  note  ci-des- 
tas,  page  vi,  faisant  partie  de  F  Avis  du  Traducteur. 
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obtenu  en  ])artie  en  Aniéri(|ue,  où  mon  Ouvrii<;e  s'est  lar^^cmenl 
répandu;  j'ai  eu  de  ec  lait  des  preuves  bien  eneoura|;eanles.  (  )n 
peut  donc  en  concevoir  le  iernie  espoir  (pie  la  nia^nificpie  invention 
d'IIaniillon  trouvera  bientôt  accès  auprès  de  tous  ceux  (pii  culti- 
\ent  la  science. 

(^ctle  belle  conception  ne  sera  donc  pas  nr^li<;('o,  et  il  ne  sera 
pas  nécessaire  (pi'rlle  soit  tirée  de  l'oubli,  dans  plusieurs  siècles, 
|)ar  quelque  antiquaire,  qui  l'aura  retrouvée  dans  la  poussière  des 
vieilles  bibliothèques. 

On  nr  saurait  ^uère  espérer  qu'un  auteur,  préoccupé  de  I  ensei- 
i;neinenl  de  la  IMivsicpie  <'\]>ériinentale,  ait  pu,  dans  la  circonstance, 
consacrer  toute  son  attention  au\  applications  anal\  ticpies  et 
i^éoniétriques,  <pii  sont  du  domaine  des  (piaternions.  J'ai  menu* 
néj;bj;é,  en  maint  |)assa^e,  do  rendre  cntièrcnu^il  justice  à  la  sinq)li- 
cité  de  la  méthode  d  llamilton.  J'ai  lieu  de  croire  cependant 
(pi*a\ant  eireclué  des  corrections  et  avant  augmenté  les  dernier> 
(Chapitres  de  nond)reuses  additions,  j  aie  rendu  cette  seconde  édition 
|>lus  C(Uilorme  au  but  que  je  poursuivais,  leipiel  n'side  suitout 
dans  les  a|)plicatioiis  aux  (piestions  de  IMivsi(pie. 

Je  n'^rette  de  n'avoir  j)U  trouv(*r  les  loisirs  nécessaires  pour 
donner  une  rédac  tion  nouvelle*  à  mon  Ouvrage. 

Je  crains  (pie  les  dillcrentes  parties  n'en  soient  enc(u*e  moins 
bien  liées  les  nues  aux  autres  (|u'elles  ne  Tétaient  dans  la  j)remière 
édition,  les  nombreuses  additions,  surtout  aux  derniers  Chapitres, 
rompant  encore  davantai^e  les  proportion-^  relatives  tics  diverses 
parties  de  l()uvraj;('.  Je  jne  console  cependant  de  ces  défauts,  en 
taisant  remanpier  (pn^  le  (hHaut  contraire  peut  être  repro(  hé  à  tout 
livre  d'une  étude  fiop  /(ici/c.  Lu  livre  de  ce  dernier  i;enre  peut 
être  lu  et  relu  sans  (pie  le  lecteur  (à  moins  (pi'il  ne  soit  doué 
d'une  rare  (acuité  d  assimilati(m)découv  rcles  diHicult('S  essentielles, 
(pi'il  faut  absolument  surmonter  pour  accpiérir  la  \érital)le  science. 
On  [)rend  plus  de  forces  en  s'élcvant  sur  une  hauteur  par  une  voir 
âpre  et  escarpé(\  même  lors(|u'(jn  est  forcé  don  tailler  les  dei;rés, 
(pi'en  montant  par  des  marches  ré^^iilières  en  marbre,  ou  sur  uiu* 
échelle  liien  alfermie. 

Les  routes  ])rincièr(*s  cpii  mènent  à  la  science*  ne  conduisent 
(pTaux  endroits  pour  lesquels  elles  ont  été  tracées,  et  sur  leur 
parcours  elles  n'olfrent  (^uère  de  nouvelles  perspectives. 
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Ce  n*est  pas  sur  ces  routes  que  se  forment  les  pionniers  de  la 
science,  qui  veulent  découvrir  des  régions  nouvelles. 

Depuis  la  publication  de  la  première  édition  de  mon  Traité,  j'ai 
réussi,  en  partie  du  moins,  à  faire  l'application  des  quaternions  à 
rintégration  des  différentielles  qui  se  présentent  dans  la  rectification 
des  courbes,  la  quadrature  des  surfaces  et  la  cubature  des  volumes, 
alasi  que  dans  l'hydrodynamique,  la  théorie  de  l'électricité  et  le 
calcul  du  potentiel  en  général.  Je  me  suis  trouvé  attiré  vers  la 
nouvelle  méthode  par  la  conviction  qu'elle  me  fournirait  la  solution 
de  ces  questions  ;  et,  quoique  je  ne  sois  pas  encore  très  avancé 
dans  la  nouvelle  voie,  j'ai  fait  assez  de  chemin  pour  acquérir  la 
certitude  qu'avec  le  temps  la  Physique  mathématique  tirera  un 
profit  incalculable  de  la  science  d'Hamilton. 

Vers  la  fin  de  mon  Traité,  j'ai  donné  tout  ce  qui  me  parait 
nécessaire  pour  mettre  sur  la  voie  le  lecteur  avide  de  recherches, 
et  j'espère  que  bientôt  cette  voie  sera  suivie  avec  succès. 

Il  me  reste  à  faire  quelques  observations  techniques.  Pour 
déterminer  la  nature  des  rotations,  j'ai  regardé  comme  positif  le 
sens  dans  lequel  la  Terre  tourne  autour  de  son  axe  ou,  si  l'pn  veut, 
le  sens  dans  lequel  la  Terre  se  meut  autour  du  Soleil  pour  un 
observateur  qui  est  placé  dans  l'hémisphère  septentrional. 

Le  sens  de  cette  rotation  est  alors  l'opposé  du  mouvement  sui- 
vant lequel  tournent  les  aiguilles  d'une  montre. 

C'est  ce  dernier  mode  qui  se  trouve  adopté  dans  les  deux  grands 
Ouvrages  de  Sir  W.  Hamilton.  Le  lecteur  passera  sans  difficulté 
de  Tune  des  hypothèses  à  l'autre;  mais  j'ai  pensé  que,  sans  être 
averti,  il  pourrait  se  trouver  embarrassé. 

Quant  aux  notations,  j'ai  conservé  celles  d'Hamilton  avec  toute 
la  fidélité  possible.  Lorsque  de  nouvelles  liotations  devenaient 
nécessaires,  je  me  suis  efforcé  de  leur  donner  la  plus  grande  sim- 
plicité, et  de  les  mettre,  autant  que  je  le  pouvais,  en  harmonie 
avec  celles  d'Hamilton. 

La  création  de  nouvelles  notations  devra  toujours  se  faire  avec 
circonspection;  elle  sera  rendue  nécessaire  et  même  indispensable 
par  le  développement  de  la  doctrine  ;  nous  devons  cependant  régler 
nos  pas  de  manière  à  retarder  la  révolution  dans  les  notations  autant 
qu'il  sera  en  notre  pouvoir  et  aussi  longtemps  que  cela  sera  possible. 
Tait.  —  Quaiernions,  I.  b 
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On  pcul  aussi  imaginer  des  abrcNialions  utiles  dans  le  travail 
privé;  mais  elles  sont  inadmissibles  dans  un  Ouvrage  imprimé. 
Cliaque  analyste,  de  même  que  chaque  sténoi;ra|)lie,  j^eut  faire 
usage  d'abréviations  à  son  usage  personnel;  mais  les  artilir<'s  dr 
ce  genre  doivent  être  écartés,  dès  qu'il  s'agit  de  soumettre  le-^ 
résultats  au  public. 

La  conlusion  deviendrait  intolérable,  si  chacun  imprimait  .^es 
lormules  telles  qu'il  a  Thabitude  de  les  écrire^  dans  son  cabinet,  el 
si  tout  le  monde  se  refusait  à  adopter  un  même  mode  d'e\[>ressi()ii. 

A  rLnivcrsilc  d't^cliiiibouri,',  octobre  is-;  ». 

1».-G.  TAIT. 
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CHAPITRE  PREMIER. 


DES  VECTEURS  ET  DE  LEUR  COMPOSITION. 


1.  Darant  plus  d'un  siècle  et  demi,  la  représentation  géomé- 
trique des  quantités  algébriques,  soit  négatives,  soit  imaginaires, 

—  i  et  y  —  I  (ou,  selon  la  manière  d'écrire,  —  et  — -,  préférée 
par  d'autres),  a  formé  un  sujet  favori  de  spéculation  parmi  les 
mathématiciens.  L'essentiel  de  tous  les  procédés  proposés  con- 
siste dans  l'emploi  des  symboles  ci-dessus  pour  désigner  la  direo 
lion  et  non  la  longueur  d'une  ligne  droite. 

2.  A  ce  sujet,  on  s'est  depuis  longtemps  mis  en  possession  du 
principe  d'après  lequel,  en  mesurant  les  quantités  positives  le 
long  d'une  droite  fixe  dans  un  certain  sens  de  sa  direction,  on 
devra  mesurer  les  quantités  négatives  dans  le  sens  de  direction 
opposée  de  la  même  droite.  Cette  convention,  en  elle-même  légi- 
time et  utile,  forme  la  base  de  la  méthode  géométrique  de  Des- 

Tait.  —  QuaternioMy  I.  î 


<.M  \i»n  ui:   i»ui:.M  m;ii 


<';irl('s,  cl  oll(^  est  conslaiimicfil  mise  en  |)riUif|iie  dans  les  c|ii('sli()iis 
(le  hi  Gronirlric  analNliqiic  cl  dans  les  iMalliénialHnics  applicjiu'cs 
à  la  Pli\si(|nr. 

3.  \\  allis,  \vv>  la  fin  du  ^ivii^'  sirclr,  proposa  dr  rcprt'srnlcr  1rs 
racines  inipossihlrs  d'une  ('([ualicjn  (|nadrali(|n('  en  allant  f/f/ 
(fcbit/'s  de  la  droile,  sur  hujucdle  on  aiu'ail  poiié  les  valeurs  des  ra- 
cines si  elles  avaient  été  nielles.  Sa  consiruelion  ir\ienl  à  donner 

au  SNfuhoh*  y  ■ — i  la  .sii;ndiealion  de  runih*  de  loni;ueui'  incné<' 
|)eî'j)cndi<'ulain  inenl  à  la  dioilc  sur  laijuelle  >onl  |)ortces  les  <juan- 
lilés  réelles. 


A.  Kn  Taisanl  usai;e  des  notations  oi'dinaircs  do  la  G(''oniélii(; 
atiahtiqueà  deux  (hnien>ion^  el  en  eni|>l(»\anl  d<'u\  axes  reelan- 
i^ulaii'es,  nous  |)ourn>n>  dc'liinr  le  prineijx'  en  (jneslion  dr  la  ma- 
nière suivante   :    sur  (.))'  ruinli'  de  longueur  scia   re|>résentée  jiar 

y  — I,  sur  O)' |)ar  -y  -  i  ;  par  contre,  sur  (  )./'  elle  lésera  jiar-i-i 
cl  sur  ()./•'  par  ---  i . 

Si  nous  disposons  ces  cjualre  (pianlités  dans  un  ordre  circ'ulairo, 
savoir  dans  Tordre  dans  liMpiel  elles  se  su('e<'Ml(M"ont  l()rs(pron  les 
pareourt  à  Tanle  d'une  l'olalion  dans  le  sens  pi)sitd  (et  nous  adop- 
terons pour  ecda  le  sens  opposé  à  celui  du  niou\enient  des  aiguilles 
d'une  monli*e\  nous  aurons  la  >éiie 

Dans  cette  séiie,  chacun  des  termes  se  déduit  du  précédent  par 

la  multiplication  de  ce  dernier  ])ar  le  i acteur  y  —  i.  !i\ous  sommes 

ainsi  en  dioitde  <:onclure  <piey  —  i  est  un  opérateur,  dont  Tappli- 
cation  ai;it  d'une  manière  analogue  à  <'elle  d  une  manivelle  qui 
ferait  lonrnei*  d'un  angle  de  ()o"  ,  et  daris  le  sens  jK)sitif,  toute 
lign<î  dnule  passant  par  l'oiigine  et  assujellie  à  se  mouvoir  dans 
le  plan  des  j  y\ 

5.   D'après  celte  manièie  de  vi>ir,  la  position  d'un  point  dans  le 
plan  se  trou\e  déterminée  par*  la   donnée  d'une   seule   expression 

imaginaire.  (Test  ainsi  cpuî  d  -  b\  i  pourra  être  considéré 
comme  la  simple  représentation  d'un  point  dont  les  coordonnées 
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sont  a  et  6.  Mais  on  pourra  tout  aussi  bien  se  servir  de  l'expres- 
sion en  question  pour  la  représentation  de  la  droite  menée  de 
Torigine  au  point  dont  il  s'agit.  Sous  ce  dernier  aspect,  l'expres- 
sion a-\-  b  ^ —  1  désigne  à  la  fois  et  la  direction  et  la  longueur 
de  la  droite  que  nous  venons  de  définir;  il  est  évident,  en  effet, 
que  la  droite  forme  avec  Taxe  des  x  un  angle  dont  la  tangente 

est  -  et  que  la  longueur  de  la  droite  est  ^a^  -\-  6^. 


6.  Si  Ton  opère  sur  le  symbole  a  4-  6  ^ —  i  par  le  moyen  du 

facteur  ^ —  i ,  on  obtient  —  6  -|-  a  y/ —  i;  ce  résultat  établit  que  les 
coordonnées  x^  y  à\i  point  représenté  sont  respectivement  —  b 

cl  a;  mais,  d'après  la  seconde  manière  de  voir,  — b -\- a\j — i 
représente  la  droite  menée  de  l'origine  au   point  ( —  6,  a).  La 

longueur  de  cette  droite  est  demeurée  égale  à  ^a^  -H  6^,  mais  la  direc- 
tion de  la  droite  fait  avec  l'axe  des  x  un  angle  égal  à  tang  (  —  t  )  > 

angle  qui  dépasse  de  90^  l'angle  tang~*  (  "  )'  c^ii^™^  ^  ^^^  facile 


de 


s  en  assurer. 


7.  Le  théorème  de  Moivre  nous  aidera  à  avancer  d'un  pas  de 
plus  en  avant  dans  la  voie.  En  effet,  si  nous  multiplions,  non 

pins  par  yj —  i ,  mais  par  un  facteur  plus  général  égal  à 

ces  a  H-  ^ —  I  sina, 

ce  facteur,  opérant  sur  une  droite  quelconque  dans  le  plan  des  xy^ 
aora  pour  effet  de  la  faire  tourner,  dans  le  sens  positif,  d'un 

angle  égal  à  a.  [On  s'aperçoit  du  reste  que  le  facteur  \J —  i  employé 
en  premier  lieu  ne  représente  qu'un  cas  particulier  de 


cosa-h^ —  I  si 


smoc, 


correspondant  à  a  =  ^tc.] 

Nous  aurons  ainsi,  en  effectuant  la  multiplication  d'après  les 
règles  ordinaires, 

(cosa-i- v/ —  I  sina) (a  -+-  b\J—  1) 

•=.  a  cosa —  h  sina -h  ^ —  1  (a  sina -h  b  cosa). 


cil  A  PI  T  ni:    i'UEMlKR. 


On  s'a|KTçoil,  |)ar  la  forme  îiicnic  du  résullal,  que  le  produit 
indique  TefTet  de  la  rotation  d'un  ani:lr  a,  el  Ton  peut  vérifur  le 
fait  en  faisant  tourner  les  a\es  de  eoordonnées  d'un  an<;le  a 
(mais  dans  le  sens  eontraire),  à  Taide  des  lormiiles  eonnues  pour 
le  changement  d'a\es.  iNous  pouvons  aussi  vérifier  le  fait  de  la 
rotation  de  la  manière  sui\ante  :  en  |)reniier  lieu,  la  longueur 
sera 

[(r^M'osa-    /ysiiia)-   i    {//sina    ,    />eusa)-]-        (ff-   i    l/-)'\ 

ce  qu'elle  était  aupara\anl  ;  en  second  lieu,  rinelinaison  sur  Taxe 
des  O^;  est  égale  à 


/  a  sin  a    )    h  eosa 


lani»~M  —  ""  *-     -^l^V--  )  -    laiii:"'-^ , —     _- a -t-  tani:*'  (  -  ) 


7.  -—  h  sin  a 


Soient  (  '  ) 


( 


lani:  a 


(( 


l'iï-  >• 


) 


Par  la  rotation  on  a 


<)/?        a,      uni        h. 
^A^^'J}o  m  <  )  m'       an;: h'  j\  Ox 

<i  cns  a       />  >in  y.       (  )y/, 
(t  sin  a       h  <(»>  a       ji  m' . 


(')   Lfs  Afldiiiniis  en  [xlils  ('ar.i(tOi(.'>.  à   la  fin  <\k'>  iiumcros,  ^unl   failes  |)ar  le 
I  liidiichMir. 
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Par  le  changement  de  direction  d'axes  on  aura 

a  cosa  —  A  sin  a  —  O/?, 
a  sin  a  -:-  b  cos  a  —  pni. 

Les  coordonnées  de  m  par  rapport  au  nouveau  système  d'axes  Ox^  et  Oy\ 
sont  les  mêmes  que  les  coordonnées  de  m'  par  rapport  à  Tancicn  système 
(f  axes  Ox  et  Oy\  m*  est  la  position  que  le  point  m  a  prise  par  TelTet  de  la 
rotation. 

8.  Par  ce  qui  précède  nous  pouvons  maintenant  nous  rendre 
compte  du  sens  de  la  formule 

(cosa-HV^ — I  sîna)'"=r  cos/na4-^ — i  sin  m  a. 

En  effet,  le  premier  membre  représente  un  opérateur  qui  pro- 
duit m  rotations  successives,  d'un  angle  a  chacune  ;  le  second 
membre  exprime  Topérateur  d'une  rotation  unique  d'un  angle  ma 
d'un  seul  trait. 

9.  Arrivés  à  ce  point  de  la  question,  nous  avons  intérêt  à  con- 
stater, par  anticipation,  qu'un  quaternion  est  généralement  sus- 
ceptible d'être  mis  sous  la  forme 

N(cos6  -\-m  sin6), 

N  étant  une  quantité  purement  numérique,  B  un  angle  réel  et  t9 
répondant  à 


m^-=i  —  I . 


Cette  forme  de  représentation  d'un  quaternion  et  les  formes 
d'expressions  qui  entrent  dans  la  formule  de  Moivre  ont  entre  elles 
une  grande  ressemblance;  mais  il  y  a  entre  elles  une  différence 
essentielle  (  et  c'est  en  elle  que  réside  le  point  capital  de  l'inven- 
tion de  Hamilton),  savoir  que  xs  n'est  pas  l'équivalent  de  l'élément 

algébrique  ^ —  i,  mais  qu'il  représente  l'unité  de  longueur  dirigée 
dans  une  direction  donnée  quelconque  dans  Vespace, 

10.  Dans  le  siècle  actuel,  Argand,  Warren  et  d'autres  ont 
étendu   les  résultats  auxquels  Wallis  et  Moivre   étaient  arrivés. 


() 


CHAPITIXE    PREMIEH. 


lueurs  eflTorts  tendaient  vers  le  hiil  <]c  représenlcr  par  une  droite 
le   produit   de  deu\    droites   dont    cliaeune    était   donnée  par   un 

svml)o)e  de  la  forme  (f  ,  h\  i.  Jusqu'à  un]  eertain  point  ees 
tentatives  ne  lurent  pas  vaines,  mais  Ic^  suceès  en  était  ol)lcnu  aux 
dépens  de  la  siinplieité;  la  forniidal)Ie  ranimée  de  radieau\  dans  le 
Traité  (l(*  W  arren  en  fait  foi. 

11.  Une  reelu^rehe  très  remarrpiaiile  a  été  publiée  par  Servois 
ddiTii^Xi^'^  Annales  (le  i^'/'^onne  pour  Tannée  [8i3,  et,  autant  qu'on 
a  pu  s'en  assur(M\  cllr  est  la  seule,  pour  ee  i^cnre  den^eherehes,  dans 
laquelle  on  puisse  découvrir  la  traee  d'unt^  anticipation  de  l'idée 
de  quaternion.  Servois,  en  eliereliant  à  étendre  à  l'espace  ce  que 

l'expression  a -j- /^  \  — i  représente  relativ(mi(*nt  à  un  plan,  se 
trouve  conduit  [)ar  analogie  à  écrire 

p  rosa  -H  f/  C(>s3  -f-  /*  co^y 

pour  représenter  une  droite  dans  l'espace  et  d'une  longueur 
égale  à  l'unité,  a,  ^j,  y  élant  les  angles  (pie  la  droite  ferait  avec 
les  trois  axes.  Il  s'assure  lacilemcTit  ([ue  />,  y,  /•  ne  peuvent  pas 
être  des  (pianlit(''S  rc'elles,  et  il  se  demande  :  «  S(U'aient-elles  ima- 

S^iiuiires  réductil)les  à  la  lorine  générale  V -+- 1)  y  — i  ?»  C'est  à 
cette  question  cpTil  n'a  pas  de  réponse.  ÎVous  \errons  (au  (Chapitre 
suivant  )  ([ue  ces  symboles  \\(\  sont  autre  chose  (pu;  les  /,  j\  k  du 
Calcul  àv^^  quaternions. 


12.  A  cot(''  de  ers  IcTitalives  de  rejnN'senter  utk*  droite  dirigée 
dans  l'espaci',  on  n'en  rencontre  <pi'un  petit  nombres  d'autres  dont 
il  ait  été  lait  mention  dans  I(\s  pul)li(^itions.  Parmi  les  essais  qui  ont 
v\r  tent(''S,  en  i;iancl  noud)i-e  sans  <loute,  durant  ces  quarante»  der- 
nières années,  il  n\  a  (pn»  eclui  de  llamilton  qui  ait  conduit  à 
une  mélliod(!  j>rali(pie  ddui'e  (!<•  simplicitc'*  ;  toutes  les  autres  mé- 
thodes propos<'es,  (piehjue  ingénieuses  (juVIles  soient,  conduisent 
constamment  à  des  cakiils  d'une  prolixité  rebutante.  Dans  la 
Préface  d<'  son  Ouvrage  intiluh'  Leetf/res  on  qucdcr'nions, 
llamilton  nous  a  donin''  un  exposé  lucide  et  complet,  et  en  même 
temps  très  impartial,  des  titres  (pie  ses  prédécesseurs  peuvent  faire 
valoir  dans  le  genre  i\c  recherches  (pie  nous   venons  d'esciuisser. 
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13.  C'est  à  Hamilton  qu'était  réservée  la  découverte  de  l'emploi 

dey/ —  I  comme  d'une  réalité  géométrique,  apte  à  représenter  une 
direction  quelconque  dans  l'espace,  mais  non  liée  à  une  seule 
d'entre  elles  ;  et  sur  cette  application  il  fonda  la  méthode  très  élé- 
gante et  en  même  temps  très  puissante  connue  maintenant  sous 
le  nom  de  Calcul  des  quaternions. 

Tandis  que  les  systèmes  difiFérents  du  sien  font  choix  d'une 
direction  particulière  dans  l'espace  pour  la  faire  servir  à  la  repré- 
sentation des  quantités  réelles,  réservant  les  expressions  imagi- 
naires pour  la  représentation  de  toutes  les  directions  situées  en 
dehors  de  la  première,  Hamilton  trouve  qu'il  peut  rendre  imagi- 
naires, ou  plutôt  géométriquement  réelles,  toutes  les  directions 
sans  aucune  exception,  et  par  ce  moyen  il  donne  à  son  calcul  la 
faculté  de  traiter  l'espace  d'après  des  règles  qui  sont  les  mêmes, 
quelle  que  soit  l'orientation  des  constructions  relativement  aux  dif- 
férentes directions  dans  l'espace. 

Nous  verrons  en  effet  que  la  méthode  des  quaternions  est  indé- 
pendante d'un  emploi  quelconque  d'axes  de  coordonnées  ou  d'autres 
directions  données  a  priori;  au  contraire,  elle  ne  prend  pour 
repères  que  les  seules  lignes  dont  la  définition  fait  partie  des  pro- 
blèmes à  traiter. 

14.  Néanmoins,  en  vue  d'une  exposition  élémentaire,  nous  pré- 
férons, pour  le   commencement,    suivre    aussi    étroitement    que 
possible  les  procédés  employés  dans  la  Géométrie  à  trois  dimen- 
sions, tels   que  Descartes  les  a  créés;  ces  procédés,  fondés  sur 
remploi   d'axes   de  coordonnées,  ne   forment  en  quelque   sorte 
qu'une  particularisation  de    la   méthode    des    quaternions,  avec 
oblitération  des   traits  distinclifs   de  cette   dernière.  Peu   à  peu 
nous  nous  débarrasserons  de  l'auxiliaire  des  axes  de  coordonnées. 
Au  reste,  et  les  Ouvrages  de  l'inventeur  le  prouvent,  les  principes 
des  quaternions  peuvent  être  établis  ab  initioy  et  cela  de  diffé- 
rentes manières,  sans  qu'il  soit  besoin  de  faire  allusion  même  à 
des  axes  de  coordonnées.  Mais,  comme  le  présent  Ouvrage  a  été 
écrit  en  vue  de  lecteurs  initiés  aux  premiers  principes  au  moins 
de  la  Géométrie  analytique  selon  Descartes,  nous  suivrons  la  voie 
que  nous  avons  indiquée,  et  cela  d'autant  plus  volontiers  que  de 
cette  manière  nous  éviterons  certains  raisonnements,  rigoureux,  il 


H  eux  piTRi:   i»n  km  ii:n. 

ost  vrai,  Pt  «Hélants,  mais  «lonl  la  suhlilité  pounail  eiilraîncr  iiii 
certain  <lci2(H\t  clir/.  le  connnoncant. 

Kiitainons  donc  le  snjcl  en  posant  (juclqucs  notions  *^coniclri(jucs 
1res  si  ni  [lies. 

15.  (lonsi(l(''rons  deux  points  A  et  1)  (hins  l'rspffcr,  cl,  snj)po- 
sanl  que  A  soit  donne,  dcniandons-nons  quel  est  le  nond)rc  de 
données  nécessaires  pour  li\(U'  la  position  de  15  relativemenl  à  celle 
de  A. 

Si  nous  nous  servons  de  coi)rdonnées  rectili«;nes  (rectangulaires 
ou  bien  ol)li(|ues),  nous  lrou\ons  (|ue  h^s  <lonnées  requises  sont  les 
c\(!ès  des  coi)rdonnées  de  H  respectivement  sur  celles  de  A.  Il 
iaudra  donc  //ois  données  numéricpies. 

Si  ïious  Taisons  enq>loi  de  (*oordonn<''(»s  polaires,  et  qu'il  saisisse 
par  exemple  de  délinir  la  position  de  la  [.une  relativement  à  celle 
de  la  Terre,  nous  dcNrons  (onnaître  soit  la  lon*;itude  et  la  latitude 
^éocenlri(pies  du  satellite,  soit  son  ascension  droite  et  sa  décli- 
naison, et,  de  plus,  nous  devrons  connaître  la  distance  ou  rayon 
vecteur  de  cet  astre,  [^es  donnéi^s  seront  donc  encore  au  noml)re 
de  trois. 

16.  Remaripions  de  suite  qu'aucune  mention  n'a  été  faite  des 
coordonnées  elles-mé/nes  soit  de  \  et  B,  ni  de  celles  de  la  Terre  et 
de  la  Lune;  il  ne  s'est  a^^i  que  des  coordonnées  /r/r/fi^rs. 

En  consé(|uence,  une  expiession  telle  que  AH,  en  tant  qu'elle 
re|)résentc  une  droite  ayant  une  certaine  loni^ueur  et  une  certaine 
direction,  est  implicitement  di'pendanle  de  /rois  nombres;   toute 

autre  droite  parallèle  à  Al),  et  de  même  lon^iieur  cpie  \l>et  dirigée 
dans  le  même  sens,  dépendra  des  mêmes  trois  nond)res  en  ques- 
tion. 

Nous  pouvons  donc  étal)lir  en  princi|)e  que  /ou /es  les  droites 
cfj^dles  et  pardllcles  jet  diri^é-es  dans  le  même  sensj  (')  sont  sus- 
ceptibles dêtre  i-rpréseutées  [hw  un  mrnie  syinhole,  et  ce  sym- 
bole   di'pendrn   de  trais    rléments  nuniéi'i(jues.    C'est    sous   ce 


{')  l.c»^  p.is<;r^<'^  iiit"'!    mI«"^  «l.iiis  !••  Irxlc  et   u\\^  onipi^  ;ircn|,i(lcs  sont   njoiilrs  par 
!•'  Ir .ulinti'iir. 
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rapport  qu'une  droite  sera  appelée  un  vecteur  :  à  l*aide  d'un 
vecteur  nous  voyageons,  pour  ainsi  dire,  à  partir  de  Vorigine  A 
du  vecteur  pour  arriver  à  son  extrémité  B,  ou,  si  l'on  veut,  ce 
vecteur  sera  un  véhicule  qui  transporte  un  certain  point  mobile 
à  partir  de  A  jusqu'en  6  jmais  représentant  d'ailleurs  la  ligne 
droite  qui  relie  ces  deux  points).  On  pourra  donc  se  servir  d'un 
vecteur  pour  représenter  un  déplacement  défini  et  dans  l'espace. 

17.  Nous  ferons  ici,  une  fois  pour  toutes,  la  remarque  suivante, 
qu'en  établissant  les  principes  d'un  nouveau  Calcul  nous  sommes 
parfaitement  libres  d'introduire  telle  définition  de  nos  symboles 
qu*il  nous  sera  convenable  de  poser,  pourvu  que  nous  évitions  les 
définitions  qui  seraient  en  contradiction  les  unes  avec  les  autres. 
L'inventeur  des  quaternions,  en  se  donnant  cette  liberté  d'action, 
n'avait  en  vue  que  le  désir  de  donner  à  sa  méthode  la  plus  grande 
simplicité  possible,  la  plus  grande  conformité,  si  l'on  peut  s'ex- 
primer ainsi,  aux  lois  naturelles. 

18.  Représentons  AB  par  a;  d'après  ce  qui  précède,  cela  nous 

dira  que  a  dépendra  de  trois  nombres.  Supposons  que  CD  soit 

égal  en  longueur  à  AB,  et  de  plus  parallèle  à  AB  et  dirigé  dans  le 
même  sens  ;  alors  nous  pouvons  à  juste  titre  poser 

en  employant  le  signe  à^ égalité,  =,  pour  dénoter  que  les  vecteurs 
reliés  entre  eux  par  ce  signe  sont  à  la  fois  égaux  en  longueur  et 
parallèles  dirigés  dans  le  même  sens.  Nous  avons  ainsi  donné 
une  plus  grande  extension  à  la  signification  du  symbole  algébrique 
de  l'égalité. 
De  plus,  nous  observons  qu'une  égalité  telle  que 

entre  vecteurs  contient  implicitement  trois  égalités  entre  des 
nombres. 

19.  Nous  arrivons  à  l'introduction  de  la  définition  du  signe  -h 
dans  le  nouveau  calcul  (et  à  celle  du  signe  — ,  qui  s'en  déduira^. 
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Soient  A,  B,  C  trois  points  rjnolconr|nr«;,  et  (m  vertu  de  la  sîgni- 
Iication  que  nous  venons  de  donner  au  sii;ne  do  l'égalité  —  )  posons 


Ali       a,     BC  ^-  S,      \(:  -  V. 

En  conformité  ave(!  ce  qu(^  nous  avons  élaldi  au  n"  I(>  (relali\('- 
ment  à  la  si';nilication  d'un  Neelrur  coniinr  pouxanl  dénoter  une 
translation),  nous  établirons  maintenant  (pi'enlre  a,  [ii,  *',  tels  (pit* 
nous  venons  de  les  délinir,  la  relation 


a-t^i^V 


devra  avoir  lieu;  en  un  mot,  nous  posons 


Ah  -^   HC       AC. 

La  siirnification  du  siizne  -  de  l'addition  des  veeleurs,  inlroduile 
de  celte  manière  avec  un  ('•lari;issemenl  de  la  si<;nincali(Ui  purement 
alj^él)i'i(pie  de  ce  sij;ne,  n'est  en  ('onlradiclion  a\<'e  aucun  des  prin- 
cipes préc'édemmenl  inlroduils.  Il  \  a  plus  :  la  nou\elle  si«;nifiea- 
lion  nous  nu'l  en  possession  d'urx'  rèi;1e  de  l'addition  d(;s  \eeteurs, 
d'après  la(pieli<'  l(;s  vecti'uis  de\ront  se  compirser  eusendde  suivant 
la  rèi;le  (pii  ré^it  /a  coniposi/ion  cA'.v  lu'fcssrs  sinni/td/u'cs,  tant 
pour  1(1  v((lriir  (juc  jfour  la  direction  <lc  i((  vitesse  résuhaute. 

On  trouvera  celte  rè^hî  à  l'égard  des  vecteurs  pistifîée  |)ar  une 
autre  consuléralion  ;  c'est  (pi'en  ajoutant  enseud>le  al^^<''l>rique- 
ment  les  dillerences  de  Cixu'données  reetili<;nes  de  même  nom 
de  A  et.  de  B  à  celles  d(*  W  et  de  (^,  on  d<'\  ra  ol)l<*nir' les  dilïérencM's 
(l(î  cooi*(lonnées  correspondantes  de  A  et  de  i\.  (]ela  nu>nlre  en 
outre  (pKM'es  coordonnées  devront  entrei'  linéairement  dans  re\j)r(*s- 
sion  d'un  V(H:teur. 

20.  l^ans  le  cas  spi'cial  où  le  j)oinl  (i(dont  la  position  à  r(''^ai*d 
de  A  est  tout  à  lait  aihilraire^  ^ient  à  coïncider  a\e<'  A,  il  sera  é\l- 
denl  (pie  nous  aurons 

AC       o, 

puis(pril  n'\  aura  pas  de  cliemin.  par  suil<'  pas  (!<»  vecteur,  à  par- 
courir entre  A  et  (^.  Dans  ce  cas,  la  relation  ci-dessus  nous 
donnera 

AH       \\k       o. 
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Si  donc  nous  définissons  la  signification  du  signe  —  de  la  sous- 
traction par  la  relation  suivante, 

BX=:  — ÂB, 

nous  verrons  que  le  signe  — ,  appliqué  à  un  vecteur ,  prodiut 
V effet  d* intervertir  le  sens  de  direction  du  vecteur. 

Ce  principe  s'accorde  en  tout  point  avec  ceux  que  nous  avons 
déjà  introduits.  Par  exemple,  ayant 


AB  +  BC  =:  AC, 
nous  en  déduisons 

ÂB  =  ÂC  — BC, 
c'est-à-dire 

=:ÂCh-CB  =  ÂB, 

relation  qui  ne  diflere  de  celle  du  point  de  départ  que  par  la  per- 
mutation de  B  avec  C,  et,  par  suite,  elle  ne  fait  que  reproduire  le 
principe  primitivement  introduit. 

21.  Pour  un  triangle  ABC  quelconque  nous  avons  évidemment 


AB-hBC4-CA  — o, 
et  pour  un  polygone  fermé  plan  ou  gauche,  de  même, 


AB  -+-  BC  +  . . .  4-  YZ  -h  ZA  =  o. 
Nous  aurons  aussi 

ÂB-+-BC4-...-hYZ  =  ÂZ. 

Ces  relations  expriment  les  règles  connues  de  la  composition 
des  vitesses,  et,  par  suite,  en  vertu  de  la  seconde  loi  de  mouvement 
j  suivant  les  Principes  de  Newton  j,  elles  expriment  également  les 
règles  de  la  composition  des  forces. 

V interprétation  de  r-expression  d'une  somme  de  vecteurs  gagnera  en 
clarté,  si  1*00  effectue  la  construction  de  la  somme  en  appliquant  la  règle 
pratique  suivante  :  placer  Torigine  de  chacun  des  termes  au  point  occupé 
par  Textrémité  du  terme  immédiatement  précédent  dans  Texpression  de  la 
K>inme,  Forigine  du  premier  terme  étant  arbitrairement  donnée.  De  cette 


1/ 
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inaniiTO,  le  vecteur  qui  repicseute  !<i  somme  dura  pour  oriî^ine  ce/le  <lu 
premier  ferme  et  pour  e^ctrèmitc  le  point  occupé  par  l'crtrc/nité  du 
dernier  terme  en  vertu  de  la  construction.  Dans  (M'iie  opération,  le 
si<;ne  -!-  aura  reçu  la  si^^nificnlinu  de  la  liaison  d'une  nalure  «léfinie  qu'il 
s'ajïit  d'élal)Iir  entre  deu\  ternies  (M)nsé(ulir«^. 

Par  oxenipie,  il  s'aj^it  de  forniei"  la  sonnue  des  trois  verteurs  donnés  AL, 

BM,  C.N,  dans  l'ordre  Al^  H-  \>M  -.-  CS.  et  son  ori^^ine  doit  être  en  un  point 
donné  O. 

Fi{î.  2. 


!*■  On  place  A  en  O,  et  l'on  mène  (  )!/  éj^al  et  parallèle  à  AL;  •>."  puis  on 

l'itT.   >. 


place  n  en  L'  et  l'on  tire  L'.M'  «'ijal  et  parallèle  à  HM;  V  enfin  on  place  C 
en  M',  et  l'on  mène  M. \'  c'^nl  et  parallèle  à  (IN.  De  cette  construction  il 
résulte  que  ON'  représente  la  somme  AL   '    lî.M       (Î.N. 

22.  Si  nous  composons  ("iiscnihlc  un  nombre  (|iielcon(jiie  do 
y ecleurs para lii^ les  vn\rc  eux,  \r  rt'snilat  soin  évidcmmenl  un  mul- 
lipl<;  do  l'un  d'onlro  ou\  j)arun  nondno  ahsirail. 

Soient  A,  B,  C  dos  |)oinls  silués  sur  une  mcme  droite;  nous 
aurons,  par  exo'mplo, 

m:        rÂB, 


X  étant  un  nond)re  positif  lorscpio  B  osl  sllno  <'ntre  A  etC;  dans 
tous  les  anlres  cas,  j'  sera  néizalil:  la  \alour  absolue  i\r  x  sera  dans 
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tous  les  cas  égale  au  rapport  de  longueur  entre  BC  et  AB.  Cette 
proposition  est  évidente  d'elle-même  lorsque  ce  rapport  est  com- 
mensurable,  et  par  un  mode  de  raisonnement  bien  connu  on  reten- 
dra facilement  au  cas  d'un  rapport  incommensurable. 

23.  Une  proposition  importante  et  presque  évidente  par  elle- 
même  consiste  en  ce  qu'un  vecteur  quelconque  peut  être  décom- 
posé  en  trois  composantes  parallèles  à  trois  vecteurs  donnés, 
non  parallèles  entre  eux  deux  à  deux  ni  parallèles  à  un  même 
plan,  et  que,  de  plus,  cette  décomposition  ne  peut  se  /aire  que 
d^me  seule  manière. 

Soient  OA,  OB,  OC  trois  vecteurs  fixes,  OP  un  vecteur  dont  la 

direction  est  quelconque.  De  P  menons  PQ  parallèle  à  CO,  rencon- 
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trant  le  plan  BOA  en  Q.  Le  point  Q  est  parfaitement  déterminé 

et  se  trouve  à  une  distance  finie  de  O,  sans  quoi  PQ  et  par  suite  CO 
seraient  parallèles  au  plan  BOA,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Par  Q 

menons   QR  parallèle  à  BO,  rencontrant  OA  en   R.   Par  cette 
construction  nous  avons  (n°  21) 


OP  =  OH  -h  HQ  4-  QP , 

et  les  composantes  du   second  membre  sont  parallèles  respecti- 
vement aux  trois  vecteurs  donnés.  D'après  le  n"  22,  nous  pourrons 

exprimer  OR,  RQ,  QP  par  des  multiples  respectifs  de  OA,  OB, 

OC,  chacun  étant  multiplié  par  un  nombre  (positif  ou  négatif  se- 
lon les  cas).  Nous  aurons  donc  généralement,  pour  un  vecteur  p 
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quelconque,  une  expression  de  la  forme 


,ra-f-.>;^    :    G-;, 


a,  [i,  Y  élanl  un  svslènie  (]<;  vecteurs  donnés  (non  parallèles  deux 
à  deux,  ni  parallèles  à  un  plan  (U)niniurO.  Les  trois  nombres  .?',>',  z^ 
dont  déj)end  le  vecteur,  sont  ceux  ([ue  \ii  n"  19  avait  annoncés,  et 
leur  SNStème  de  >aleurs  est,  dans  cluupie  cas,  unique  et  déterminé. 

2i.  De  laménKMuanière,  un  \eclcur  0(.^),  situé  dans  le  plan  déter- 
miné par  OA  et  Ol^,  est   susee|)lil)l(î   d  élre   décomposé   en   deux 

conq)osantes  OR,  R^t  parallèles  re'spei^livcment  à  OA  et  à  015, 
pourvu  (pie  ces  derniers  rie  soient  |)as  ])arallèles  entre  eux. 

25.  Dans  beaucoup  d(î  cas  il  est  avanla*;('ux  de  rapporteur  Fexpres- 
sion  d'un  vecteur  à  un  systrinc  de  trois  vr(fcnrs-iniitri>])c/'pendi- 
culaircs  vulve  eux.  Hamilton  a  inhoduit  les  lettii^s  /,  /,  k  pour 
dési;;ner  un  pareil  système  \(rnité-vect<*ui'  ou  bien  vecteiir-unilé 
désij^nant  un  vecteui*  donl  la  lonj;ueur  est  éi;ale  à  Tunité  de  lon- 
gueur j. 

Un  vecteur  (pu'Iconque  pourra  donc  éln;  l'eprésenté  par  une 
(expression  de  la  forme 


j 
\ 


VI  -f-  )'/    }-  ::  /,. 


De  ce  (pie  /,  y,  k  sont  des  vcMh^irrs-unilés,  il  suit  que  .r,  v,  :;  repré- 
sentent trois  arêtes  conséeulives  (run  |)arallélépipède  reetanj^u- 
laire  (c'est-à-dire  leurs  longueurs  afléclées  al^ébri(piement  d'un 
signe,  soit  -f-,  soit  — V,  o  sera  la  dia^^onale-vecUnir  corn^spondanle 
dans  le  parallélépipède.  De  là  la  longueur  de  p  sera  égale  à 

*        ,  ^  > 

Soit 

TTt  :-_  ;  /  -i-  rj  -\-  :  A" 

un  v(îcteur  diirérent  généralement  (\v  p.  Dans  ce  cas,  et  en  vertu  de 
la  proposition  du  n"  2H,  récjualion  veclorielle 
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entrauDe  les  trois  équations  numériques 

Supposons  que  i  soit  dirigé  vers  le  point  Est  de  l'horizon,  j  vers 
le  point  Nord  et  k  vers  le  zénith;  alors  les  équations  que  nous 
venons  d^écrire  expriment  que,  si  deux  points  représentent  les 
extrémités  de  deux  vecteurs  égaux  et  co-initiaux,  ces  points 
seront  situés  à  une  même  distance  vers  l'est  (ou  vers  l'ouest) 
par  rapport  à  un  troisième  point  qui  serait  l'origine  commune 
des  deux  vecteurs,  qu'ils  seront  situés  à  une  même  distance 
l'ers  le  nord  {ou  le  sud),  et  qu'ils  seront,  quant  à  leur  niveau, 
situés  à  une  même  hauteur  au-dessus  (ou  au-dessous)  de  l'ho- 
rizon. 

26.  Nous  avons  à  faire  une  réserve  importante  relativement  au 
cas  où  a,  ^,  Y  forment  des  angles  quelconques  entre  eux  :  c^est  que 
Téquation  vectorielle 

p— w     ou    ,a:a-H  r?-l- J7=:?«  +  TiP -h  Cy 
ne  conduit  à  trois  équations  numériques  distinctes 

qne  sous  la  condition  que  a,  ^,  y  ^^  soient  pas  coplanaires  (paral- 
lèles tous  les  trois  à  un  même  plan),  car,  lorsque  ol,  ^,  y  sont  copla- 
naires (n*24),  il  sera  possible  d'exprimer  y?  par  exemple,  à  l'aide 
de  la  relation 

Delà 

p—{x-hza)%-h(y-^zb)% 

I  équation  p  =  ts  n'entraîne  maintenant  que  deux  conditions  numé- 
riques, savoir 

x-^  za=:i-h^a,    j+  5^=iTj  +  Ç6. 

27.  Le  principe  de  la  commutabilité  dans  l'ordre  des  termes 
et  celui  de  V association  de  deux  ou  de  plusieurs  termes  consécutifs 


i()  ciiAiMTKK   i»ui:Mir:u. 

en  un  seul  tcfnie  sont  a|)|)lical)l<\s  aux  opéralioiis  dans  l<^s(|iiell(  s 
1111  certain  nombre  de  vecteurs  se  IrouNcnl  relu's  par  \e  sij^ne  -^ 
ou  par  1(;  si^ne  — .  Il  nous  suHira  d'étahlir  l"a|)plical)iIilo  de  i<"s 
principes  dans  le  cas  du  sl«^ne  -f-,  puis(pie  le  cas  du  si<;ne  — -  si' 
trouvera  renfermé  dans  le  cas  du  si';iie  +,  un  vecteur  précédé  de  — 
n'étant  (n*^  20)  qu'un  vecteur  dont  le  sens  de  direction  a  été  pris 
dans  le  sens  opposé  à  celui  du  ve(ieur  précédé  du  sit;ne  -,  el  dans 

la    démonstration   on  peut    remjdacer,  par    exemple,   ( —  AB)  par 

(t-jû). 

Soient  A,  15,  C,  D  les  sommets  (Tun  pai*alléloi;iamme  |)ris  dans 
Tordre  où  ils  se  succèdent  lors<|u'on  lait  le  tour  du  périmètre. 
Nous  aurons  alors 


1)C  -     AU.     UCtt-  \1) 
Ap])li quant  ces  éi;alit<'s,  no\i.s  aurons 


l^a  commutahilité,  étant  ainsi  <'lal>lie  ])our  le  cas  di's  deux  terme>, 
sera  facile  à  étaMir  pom^  un  plus  <;rarul  iMunhre  de  termes. 

En  second  lieu,  quels  (pu*  soient  les  (pialre  points  A,   B,  (.,  D. 
nous  aurons  toujours 


AI>—  VB  ^  BD  "    AC   ;    (M); 


en  outre, 


el 


BD-    BC    i    CD, 


AC  — AB  -I-  BC. 
Substituant  ces  dernières  valeurs  dans  le  deuxième  et  le  troisième 


membre   des   équations   cpii    précèdent,    nous    aurons,    pour  AD, 

\B  1  bT:  !  ("T)     Tb  ;  (iTc     cl)l    (ÂB  I  ïïî:)  !  cîT, 

C(;  (pn  établit  ladnnssdulilé  du   juincipe  a>sorialir. 

28.   Soit  p  un  secteur  a\ant  |)Our  ori^nnc*  un  point  donné  O  (*l 
pour  extrémité  un  point  variable;  soient,  déplus,  [i  un  vecteur  déter- 
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miné  etx  un  nombre  indéterminé  variable.  L'équation 

représentera  une  ligne  droite  menée  par  l'origine  parallèlement 

à?(n«22).  

La  droite  menée  parallèlement  à  ^  par  1'ex.trémité  A  de  OA  =  a 
aura  pour  équation 

Si  nous  désignons  par  P  l'extrémité  de  p,  nous  voyons  que  le  vec- 
teur OP  peut  être  obtenu,  d'après  l'indication  du  premier  membre, 
fD  passant  en  ligne  droite  de  O  en  P,  ou  bien,  d'après  ce  que  le 
second  membre  indique,  en  passant  de  O  en  A  et  de  A  en  P. 
Dans  les  deux  constructions,  le  vecteur  obtenu  aura  toujours  pour 
origine  le  point  O  et  pour  extrémité  le  point  P. 

L'équation  (i)  nous  présente  l'une  des  nombreuses  formes  que  le 
Calcul  des  quaternions  sait  assigner  à  l'équation  d'une  droite.  Cette 
''quation(i)  représente  trois  équations  numériques;  mais,  comme 
les  trois  éléments  numériques  de  p  dépendent  de  l'indéterminée  x, 
rélimination  de  cette  dernière  réduit  le  nombre  des  équations 
numériques  à  deux,  ainsi  que  cela  a  lieu  pour  les  équations  de 
la  droite  dans  la  Géométrie  traitée  par  l'Algèbre. 

29.  Une  réduction  semblable  dans  le  nombre  des  équations 
numériques  se  présente  dans  le  cas  de  l'équation 

dans  laquelle  x  et  y  sont  deux  variables  numériques  indépen- 
dantes; en  vertu  de  cette  indépendance,  l'équation  proposée 
n  est  équivalente  qu'à  une  seule  équation  entre  les  éléments  numé- 
riques du  vecteur  p.  Il  est  aisé  de  voir  que  l'équation  en  question 
représente  un  plan  passant  par  l'origine  parallèlement  à  a  et  à  ^. 
On  peut  aussi,  si  l'on  veut,  regarder  cette  équation  comme  repré- 
sentant la  surface  qui  sera  le  lieu  des  droites  menées  parallèlement 

à  OB  par  chacun  des  points  de  la  droite  OA  (lorsque  OB=  p, 

OA=a)  ou  vice  versa.  De  fait,  l'équation,  telle  qu'elle  est  écrite, 
exprime  symboliquement  la  construction  du  n^  24. 

Tait.  —  QuatertUoiu,  I.  3 
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En  conséquence,  réqualion 


,  o 


P  ^T-T-J'^-r-^ri: 


icra  celle  d  un  plan  mené  par  l'exliéniilé  de  •%  parallèlement  à  a 


<'l  à  ji. 


Nous  sommes  ainsi  amenés  à  voir  (pic  réijualion 


P  -  r\'^\-    J>i^i- 


y:j)OL, 


où  a,,  a^,  ...  sont  des  veeleuis  donnés  el  y>i,  pj.  ...  des  (juan- 
lilés  numéii(pies  \arial)lrs,  repiéxiih*  une  fli'tilc  loisqur  /^,. 
y>j,  ...  déj)endenl  liiiéairenicnl  (Viinc  seule  \aiiiil>lr  numéiupie; 
el  (pir  Téipialion  r'<'pivsenlera  \{\\pl(ni  l<)rs([ue/>, ,  y/_.,  .  .  .  dr'pcixiciil 
linéairemcnl  de  deux  \aiial>Ii's  iniméiiqiK's.  Plus  li»in  [  n"  )>!,(/  •]. 
jujus  généraliserons  encore  da\aiila^c  e<'  llK'orénic. 
Judin  l'expression 


,l"X 


)S 


représenle  un  [)oinl  que[eon(pie  de  I Cspaer  (en  (pirhpir  sorh 
Tespaee  loul  rnhci"),  pouisu  (pic  a.  j,  *'  ne  smcnl  pa>  eoj)!auim<'>  e! 
que  ./',!',  r  soicnl   ind(''|)endanls  run  de  rauli»'  (  n"  t2'5). 

30.    l/é([ualion  de  la  droih*  (pii  ynu\   les  d«'u\  poinis  (K)nnés  A 

el   1)  sera 

0    ~-  "J,  ■   -  .r  {'•'j      -  a  ). 

où  Ton  suppose 


(.)V-     a.      i)\\ 


d'où  (  j  —  a)e\|)rim<*  le  MMh'iir  \\] . 
(.)ji  ])eut  aussi  donner  à  c  re\pi'es>ion 


o 
J 


rc/—  'i'\ 


Le  SiH'ond  niend)r<'  de  eelle  é<[ualioii  se  Irauslorme  dans  «'oini 
de  la  ])remière  lorsrpic  i  -  -  r  e>l  i*enq)laeé  |)ar  .r. 

(Jn  ])eul  mellre  la  premièie  des  é(pialions  sous  la  lorme  siii- 
\anle. 


(  .;• 


I  )  X  -  - ./"  -i 


o. 


kupielle  <.'sl  un  cas  particulier  de  la  Torme  [>lus  généiale 


.  0 


p?-"^n-  f'y-0, 
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dans  laquelle  les  coeflGeients  numériques  /?,  q^  r  satisfont  identi- 
quement à  la  relation 

/>  +  7  -+-  r  m  o. 

Nous  tirons  de  là  le  théorème  suivant  :  Lorsqu'une  fonction 
linéaire  de  trois  vecteurs  est  égale  à  zéro  et  qu'en  même  temps 
la  somme  des  coefficients  numériques  des  vecteurs  se  réduit  iden- 
tiquement à  zéro  y  les  extrémités  des  vecteurs,  supposés  co-ini- 
tiauXy  seront  situés  sur  une  même  ligne  droite.  |  Si,  au  contraire,  on 
efiTectue  Taddition  des  termes  d'après  la  règle  de  Taddition  des 
vecteurs,  on  obtiendra  la  suite  des  trois  côtés  d'un  triangle,  et,  par 
conséquent,  on  revient  à  l'origine,  qui  était  le  point  de  départ.  | 

Semblablement  l'équation  d'un  plan  assujetti  à  passer  par  trois 
points  A,  B,  C  donnés,  représentant  les  extrémités  de  trois  vec- 
teurs co-initiaux  a,  p,  y?  sera 

p  — a-f-:rO~-a)--hr(Y-?), 

X  et  V  étant  des  variables  numériques.  Cette  équation  peut  s'écrire 
sous  la  forme  générale 

/)p  -\-  qi-^  /•?  -}-.vY  —  o 

lorsque  la  relation 

/?  -+-  7  -I-  r  4-  .V  =  o 

sera  satisfaite  identiquement.  Cette  dernière  équation  donne  le 
moyen  de  reconnaître  si  les  extrémités  de  p,  a,  P,y^  (lorsqu'on 
leur  donne  une  origine  commune)  sont  situées  dans  un  même  plan. 

Nous  recommandons  au\  commençants  de  prendre  l'habitude  d'inter- 
prcier  une  différence  de  deux  vecteurs  en  la  transformant  (soit  mentale- 
ment, soit  dans  une  construction  actuelle)  en  une  somme. 

Far  exemple,  on  mettra  ^  —  a  sous  Tune  ou  l'autre  des  formes 

00  bien 
Si  Ion  donne 

et  que  Ton  propose  de  construire  ^  —  a  à  partir  de  Torigine  A,  on  prendra» 
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suivant  la  première  forme, 


S  -a-(  -  a)-^  3  =  AO-    OH    .  AB, 


c'est-à-dire  que  Ton  obtiendra  AI>  en  passant  par  le  point  0  (fig-  5).  Cetit- 

manière 

Fig.  5. 


0' 


1^ 


de  procéder  irou\era  son  ap|)Iicalion  lorsqu'il  s'aj^'it  de  changer  iorigi/ir 
d'un    sNStènie  de  vcctcuis  co-iniliiiu\  donnes. 


♦il.  Nous  sonimcs  (h\\^i  niainlcnanl  rn  inesiirc  de  pouxidr  dé- 
nionlrer  (111110  niamrre  très  simple  un  «;raiid  nombre  de  j)n)posili(>i)s 
de  (jéomélrie,  soit  plane,  soit  dans  res|)ace.  Nous  devrons  néan- 
moins, pour  le  monienl,  nous  l)orn«T  seulement  à  un  polit  nomhro 
d'ap|)liealions,  car,  au  poinl  où  nous  sommes  airi\é  dans  l'exposition 
de  la  lliéorie,  nous  n'a\ons  ^uère  iail  ipie  pass(M'  le  seuil:  nous 
pourrons,  en  cet  endroit  de  la  ([Ui'shon,  Uaiter  seulemenl  les 
(''(piations  reliant  linéairemenl  deux  ou  plusieurs  \ecteurs,  et  niuis 
sommes  astreints  à  n'emploNcr  (pie  Cupi'rat'uni  seule  de  Idddi- 
tion,  ?sous  elïecliH'i'ons  miimlleusemenl  lous  les  d(^"lails  dans  l("S 
solutions  de  (pichpies-unes  des  (|iieslions  sui\antes.  Plus  loin,  noii> 
supposerons  (pie  le  leeleur  aura  accpiis  asse'/.  de  iaciliu''  pour 
<'ompl(jler  les  dijlails  omis. 

(^/)  Les  didi^onales  dun  jKi/'dlléio^'/cf/n/ne  se  cou]>ent  mu- 
tuellement en  jKirties  éi^ales. 

Soient  AIKJID  le  parallc^loi^ranime,  O  le  poinl  d'inlerscction  de> 
diaj;onales.  iXous  aurons 


AO   t-  OH  r:-  \Uz=^  DC  -  1)0  —  OC; 


cela  donne 


VO  — OC  -  DO  — OH 


Les  vecteurs  des  deux  membres  sont  l'espertixement  |)arallèle-'s 
aux  diai^onales.  Comme  ces  dernicTcs  ik^  sont  évi(iemmenl  pas 
[>arallcdes,  1  écjuation  ne  |>eut  cive   satisfaite  (|ue  lorsque   chacttii 
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des  deux  membres  est  séparément  nul.  Nous  aurons  donc 


AO=:OC,    DO  =  OB, 
ce  qui  établit  la  proposition. 

(b)  Etablir  la  possibilité  du  triangle  dont  les  côtés  sont 
parallèles  et  égaux  aux  médianes  d*un  triangle  donné  quel- 
conque. 

Soient  ABC  le  triangle,  et  Âa,  Bfr,  Ce  les  médianes.  Nous  aurons 


Aa=AB-f-Ba=:AB  -+-iBC, 
Bb=        ...        =BC-h{CA, 


Delà 


Cc=        ...        =CA4-AAB. 


Aa  -+-  B6  4-  Ce  =  f  ( AB  +  BC  H-  CA)  =  o. 


ce  qui  prouve  (n*  21  )  la  proposition. 
Nous  avons  en  même  temps 


Aa  =  AB-+-|BC 

—  ÂB-i(CÂ  +  ÂB)— J(ÂB— CÂ) 
=  i(ÂB-+-ÂC), 

résultat  qui  se  trouve  souvent  appliqué.   On  peut  le  vérifier  en 

prolongeant  Aa  jusqu'au   double   de  sa   propre   longueur  et  en 
joignant  avec  B  Textrémité  du  vecteur  ainsi  doublé. 

(6')  Les  médianes  d'un  triangle  se  rencontrent  en  un  point 
unique,  lequel  trisecte  chacune  d'elles. 

Prenons  pour  origine  des  vecteurs  le   point  A,  et  désignons 
par  a,  ^,  y  les  vecteurs  parallèles  et  égaux  respectivement  aux 

côtés  BC,  CA,  AB;  l'équation   de  la  droite   dirigée  suivant  Bfr 
sera,  en  vertu  du  n®28(i). 


p  =  Y-f- j: 


(T-^i)  =  ('-+-^)T-^i^P- 
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L'c([nalion  de  la  droile  diri<j;éc  suivant  Ce  sera,  de  la  mcme  ma- 
nière, 


Au  point  O,  où  liO  et  Ce  se  coupent,  nous  aurons 


Or  |V  et  Y  ne  sont  pas  parallèles;  nous  dexons  donc  avoir  séparé- 
ment 

1  -T- .^•         -  !.>'     •'*-     J.i'—  --([    f-,r). 

Ces  é(pialions  nous  donn(*nt  j-  -~  }'  ~  ~     -  "|.  Suhsliluant  ces  Aaleuis 
dans  0,  il  vient 


i^ 


D'un  autre  côl('',  d'après  (/>),  nous  avons 
Xous  arrivons  ainsi  à 


\()  ^    ;  \^/ 


;i 


Kn  nièm<'  U  mps  e(  lie  relalion  nionln.'  ([ue_\(^/  pas.^e  par  le  poinl  O 
et  ([ue  Ton  a 

AU  :  7T^  :  :  ■  K  i . 

ri  g.  ■)  l'is. 


V 

/..■   ■(. 


a 


A^   — 


'Y        n 


Posons 


1»     « 
OU 


o. 
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Soit  P  un  point  de  la  droite  Bbon  de  son  prolongement.  Nous  aurons 

ÂP=ÂBH-BP  =  Y-hx'.  Wb. 
Par  le  problème   b)  nous  avons  vu  que 

Bb  =  i(BÂ-^  BG)  =  X(-.  Y  -+-  a). 
Mais  nous  avons  aussi 

Delà 
Par  suite, 

Nous  pouvons  remplacer  ( —  x')  par  +  x;  nous  aurons  ainsi 

Ensuite,  soit  Q  un  point  de  Ce;  nous  aurons 

ÂQ=ÂG-4-yCc 

=  -P-^/t(câ-i-cb) 
=  -?-/KP-«)- 

Or  de  a  -H  3  -H  Y  =  o  nous  tirons 

i(?-«)=i(?^-Y  +  ?)=?  +  U- 

Delà 

\a  point  d^interscction  0  des  droites  Bb,  Ce,  les  points  P  et  Q  se  confon- 
dront avec  0,  et,  appelant  p  le  vecteur  AO,  nous  aurons  Téquation  du  texte. 

(c)  Considérons  les  trois  vecteurs  coplanaires  (Jig»  6) 


et  traçons  les  lignes  que  nous  allons  déflnir;  il  s'agira  de  prouver 
que  les  points  ^i,  &|,  C|  sont  situés  en  ligne  droite. 

Les  points  a,  6,  c,  intersections  respectives  de  OB,  AC,  de  OA, 

BC,  de  OC,  AB,  c'est-à-dire  de  ces  lignes  ou  de  leurs  prolonge- 
ments, seront  trouvés  par  la  méthode  du  problème  (6').  Nous  au- 


'^\ 
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rons  ainsi 


Oc 


<7a 


^  h  3 


^,      i)b-- 


ai 


a 


i~b 


,      Oa  —  — 


^>3 


1  —  a 


V  l'aicl(*  (le  CCS   valeurs   ncms  trouverons  c/,,  />,,  Cj,  interseclions 


Fig.  0. 


-  -h 
I   ^ 


0 


---  / 


^-- 


'b-v 


N  B 


C 

\ 

1^ 


(( 


respecli\es  (.le  OH,  hc\  de  OA,  ac  et  dr'   \l>,  ah.  savoir 


-—       (ai  — h})        -— - 


ai 


{a  —  6) 


[  •>  <(  ^  h  —  1  ) 


,    o^^ 


/>3 


(t/  -r-    K  h  —  I  ) 


(]es  vecteurs  salisfonl  à  la  relation 


{a     -  b)  (Je,   -  (  —  xa  -  b  -r  \)(  )/>,    r  [a    ■    '>  b     -  i)<J^/|    -  o, 
En  même  temps,   la  sommr'  des  coelllcienl^ 


(a    -  b  )  —  i  —  •>.a    -  b   ^    \)   ~{a     -  *;>  b   —  i ) 

est  identiquement  nulle.  La  proposition  est  donc!  démontrée  (  n"30i. 

On  pourrait  <l«''îunnîr<M'  ('^jah'inont  que  los  points  ft^,  b,,  int«M'>orlion> 
ros[)CCtivos  <le  1><],  fie.  cl  de;  (^A,  cb.  -seront  en  lii^iio  <lr<»it<' a\oc  le  poiiU  Cj. 
iiitei'>ection  de  Al>,   ab.  |>uisqije  Ion  nl»iit'nl  Incilcnicnî 


Or/.=^ 


ai  "-  •> I)  3 


1  -:-   b 


-    ■          '>ai  -^  b  3 
,       Ob: '   , 


I  -^  a 


ce  qui,  avec 


conduit  à 


o  a       />  3 


{a  —  b)0  c  i~-[  —  i  \  -\'  a  )  \  K)  b  ^  --  (\  --  b  )  O  ai  —  o, 


en  morne  temps  que 


{a  —  b}'-\~i\  —  a)]  -{ï-^  b)   -  o. 
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(rf)  Considérons  les  deux  vecteurs  donnés  OA  =  a  et  OB  ==  p. 

Par  un  point  M  donné  sur  OA  menons  MP  parallèle  à  OB,  et 
joignons  le  point  P  à  A  et  à  O  {Jig-  7). 

Menons  OQ  et  BQ  respectivement  parallèles  à  AP  et  à  OP. 
Le  lieu  du  point  Q,  déterminé  par  l'intersection  de  ces  paral- 
lèles, sera  une  droite  parallèle  à  O A,  lorsque  le  lieu  de  P  sera 
une  parallèle  à  OB  menée  par  un  point  fixe  M. 

Fig.  7. 


Soient  OM  =  ea,  e  étant  un  nombre  donné,  et  MP  =  :r^,  x 
étant  une  variable  indépendante  ;  nous  aurons 


AF  =  (e— i)a-+-J??. 


L*Qne  des  expressions  de  OQ  sera 


Une  autre  expression  de  OQ  se  déduit  de 


OQ  z=  OB  -+-  BQ  =  p  -H  5  X  OP 
et 

ÔP  =  ea-f-j??. 


En  égalant  les  deux  expressions  qui  en  résultent  pour  OQ  cl 
en  comparant,  nous  aurons  les  conditions 

jry=zi-h5ar,     yi^e  —  \)-=iez. 

De  là  nons  tirons 

e  —  I 
xy  =  e,    5  = • 

^  X 
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La  valeur  de  OQ  devient 


c{c  —  0 


X 

p  (p 1  ) 

Celle  valeur,  dans  laquelle  —      —  représente  une  variable  )', 

donne  pour  le  lieu  de  Q  Téqualion 

'j  />       -»  »  ■  ' 


c'est-à-dire  Féqualion  d'iriie  droite  i^iiralltde  à  ()  V  menée  j>ar  nn 
poinl  xN  sur  le  prolongement  de  (  )!>,  de  lelle  sorte  qjie 


()\  :OB  :   OM  :0A. 


('(troUciirr.  —  Si  sur  la  droite  MP  on  délcrmino  le  point  de  ren- 
contre (j  a\ee  D(^ ,  on  trouNera 


iVy  — Oy  -  OP^  3; 


et,  si  Ton  délcrmine  le  j)()int  de  rencontre  p  de  .\(^  et  de  Ai\  ou 
trouvera 

(T7>       ()/>       nô       A, 


Soit  eidin  \\  le  poinl  de  rencontre  de  AP  et  de  I3(^  prolongées; 
nous  trouverorïs 


OU   -  OP   t-  <)()\ 
le  là 


/>!(  -.  AP     et     (H;  -:  Vxj. 

Si  donc  j)c(t'  f/cf/.r  poinls  A  et  B  on  mrnc  flcux  di^oitcs  (jui  i/i- 
(rt'(:rj>ten(   une   lonf^ucnr  dnnnrc  (     -OB)  .s7//'  une  dioitc  do/i- 

/ire   M<y,  cf  si  flu  j)oint  dr  irnconlir  (lit  drs  d(*iix  prcniii'rcs 

droites   on  prend  sur    Vune  une    fifiiL^ueiir  V\p    -V\,    et  sur 

Wtntre  une  loni^ueur  K(^  -—^  yB,  (dors  les  p(dnls  ()  et  p  se  trou- 
K'enuU  eunstfintnient  sur  une  droite  invcwiahlej  et  la  longueur 

iyp  se/a  eonstttnte. 
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(e)  Trouçer  le  centre  de  gravité  d^un  système  quelconque. 

Représentons  par  a  et  par  a^  les  deux  vecteurs  OA  et  OB,  les- 
quels forment  les  deux  côtés  d'un  triangle.  Du  sommet  O  menons 

le  vecteur  OC  en  un  point  C  de  la  base,  de  telle  sorte  que  les  seg- 

BG 
mcDls  BC  et  CA  soient  dans  un  rapport  donné  =  m  :  /w<  =  ttj  • 

Noas  aurons  alors 


/n  -r-m. 


En  effet,  le  vecteur 


et  par  suite 


Delà 


AB  =  aj —  a, 


ÂCrzz         "^^        (at-«). 


OC  =  OA  H-  AG  =  a  H ^^î—  (a,—  a), 

ni  -\-  m^ 

Cette  expression  est  celle  du  vecteur  mené  au  centre  de  gravité  de 
deux  masses  m,  mi  situées  respectivement  aux  extrémités  des 
vecteurs  a  et  ai . 

Introduisons  une  masse  m^  à  Textrémité  de  cl^»  Le  vecteur  du 
centre  de  gravité  des  trois  masses  sera  celui  du  centre  de  gravité 
des  masses  m,  nix  réunies  en  C  et  de  m^  à  l'extrémité  de  (i^.  Donc 
le  vecteur 

. //na -f- /w,aA 

(/w-h  /7i,)    ^— ^    4-/n,a, 

\     m-h/w,    /  _  ma -h  mja, -h  WjîZj 

(//iH- mj)  H- /n,  ~"       m-\-  nii-ir  m^ 

donnera  le  centre  de  gravité  des  trois  masses. 

Pour  un  nombre  indéfini  de  masses  dont  chacune  sera  repré- 
sentée généralement  par  m  et  dont  la  position  sera  celle  de  Tex- 
Irémilé  d'un  vecteur  a,  le  centre  de  gravité  sera  placé  à  l'extrémité 
du  vecteur  ^,  dont  l'expression  sera 

jùm 
^  représentant  une  somme  de  termes  semblables. 


•>.8 
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(jClle  équation  peut  s'écrire 

Or  a,  —  j3,  par  exemple,  exprime  le  vecteur  de  la  masse  /»|  rela- 
tivement au  centre  de  gravite.  Concevons  le  vecteur 

avant  son  origine  au  centre  de  i!F'avilé. 

L'équation  i]*' =  o  démontre  ainsi  un  ihéoréme  dont  rénonc»' 
est  le  suivant  : 

Si  ron  a u fanion tr  pr()j)ot'(ionnrUrj)irnt  à  ht  nuissr  jtlarrr  à 
so/f  rj'f/'r/nifr  ht  Ion i^nnij-  de  chncuii  des  vrctcuis  tncnrs  du 
('ri)ir('  dr  i^rdKitr  ffi/.r  //ninfs  (/rcif/trs  jxtr  frs  /fu/ssrs,  hf  somni'' 
dr  CCS  vecteurs  (unsi  auirinentés  sera  éirale  à  zér(f, 

(  /  )  INous  pouvons  l'acilemenl    nous  con\aincre   que   Téqualion 


7.1 


'U- 


r(q)rés('nl{»  une  parabole,  /  élanl  une  variable  et  a,  [iélanl  dos  vec 
teurs  donnés. 


l'iu.   S. 


^  En  désignant  par  x,  y  les  coordonnées  généralement  obliques 
tie  la  parabole  j-  =:  ipx^  nous  construirons  ^  en   appliquant   la 
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règle  de  Taddition  aux  deux  termes 

p  =  a/4- (P/?)  j:,     ou  bien     p  =  a;^4--Pj*, 

et  nous  remplacerons^  par  t.\ 
L'origine  O  {^g*  8)  sera  un  point  de  la  courbe  ;  ^  sera  parallèle 

au  diamètre  vecteur  OB,  mené  par  Torigine;  a  sera  le  vecteur  OÀ 
langent  à  Torigine.  Dans  la  figure,  on  a 


La  sécante,  qui  joint  les  deux  points  correspondant  aux  valeurs  t 
et/'  de  tf  aura  pour  équation  (n^  30) 


bl 


(i> 


Ecrivons  wT  à  la  place  de  x(^i — t)  [puisque  ce  produit  peut 
prendre  une  valeur  quelconque],  et,  cela  fait,  supposons  /'=  t.  Il 
en  résulte  Véquation  de  la  tangente  au  point  /,  savoir 


a>=  ar-h-3/*-hd?(a4-?/). 


Si  nous  faisons  x  =  —  ty  nous  obtenons 

Ce  point  étant  sur  le  diamètre  |rordonnée  parallèle  à  a  ayant 
disparu |,  nous  en  concluons  que  le  segment  du  diamètre  compris 
entre  Torigine  et  le  pied  de  la  tangente  est  égal  à  Tabscisse  du 
point  de  tangence  prise  en  signe  contraire. 

Nous  pouvons  nous  assurer  de  cette  propriété  d^une  autre  ma- 
cère, en  considérant  que  la  tangente  est  parallèle  à  a  +  ^^,  savoir 

fP==x(a-hpO=TC)-hÔP, 
d^oà 


T0=::«(a7— 0-+-p('^^—  \^\ 
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Comme  ÏO  doit  cire  parallèle  au  diamclre  [ï,  nous  devrons  poser 
X  —  /  =-  o,  ce  qui  donne 


I 


llemarcjuons  que  "^^J'P  sera  alors 

(  i:)  L'é(jualioii  d'une  lan:;enle  à  la  parabole  élanl 

(0  -      a/  --       'i/-     -  .i-i-x        'il). 


eherelions  l(^s  lanj^enles   c[ue   Ton  peul    mener  (run  poinl    donné 

à  la  courbe. 

Soil 

^.—  [ti'j'^j     (  II"  2V  ) 

le  \ecleur  mené  au  poinl  donné.  Connne  la  lani;enle  doit  passer 
par  ce  poinl,  nous  aurons  (o  —  p  _-  o:  cl,  par  suile,  en  égalant  à 
zéro  les  coellicients  de  a  et  de  |j  séparément,  nous  aurons 

I 

X   ■    /  "    n     cl     -  /-       .77       7. 

<>  ' 

Kliminant  jr\  nous  oblenons 

On  pourra  donc,  en  général,  menei-  deux  tangenles  passant  par  le 
point  donné,  (^es  deux  lang<'nt(^s  se  eonfondronl  en  une  >eule 
lors  (pie 

ce  cpii  donnera,  pour  le  vecteur  0, 

et  cette  valeur  montre  que  le  point  iippartient  alors  à  la  courbe. 
Les  tangentes  seront  imaginaires  lorsque;  2^7  >-/>-,  c'est-à-dire 
lorsque 


DBS   VECTEURS   ET   DE   LEUR   COMPOSITION.  3l 

la  valeur  de  r  é\àn\, positive.  Un  point  p  donné  par  cette  valeur  est 
évidemment  situé  dans  Tintérieur  de  la  courbe,  par  exemple  en  R. 
quand  on  aura 

(A)  Désignons  par  t\  et  par  t^  les  depx  valeurs  de  t  trouvées 
en  (^).  Le  vecteur  qui  joint  les  points  de  contact  des  tangentes 
avec  la  courbe  sera 

Ce  vecteur  est,  par  conséquent,  parallèle  à 


a-p'>  +  '* 


> 


2 


OU  bien,  en  introduisant  la  valeur  -  (/i  -f-  ^,)  =/?,  il  sera  parallèle  à 

La  direction  de  ce  vecteur  ne  dépend  évidemment  pas  de  q.  Nous 
pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  :  Si  de  divers  points 
du  prolongement  dUin  diamètre  on  mène  des  paires  de  tan- 
gentes  à  une  parabole,  les  cordes  de  contact  seront  parallèles  à 
la  tangente  menée  au  sommet  du  diamètre.  Cela  résulte  aussi 
d'une  proposition  antérieure,  car  pour  chacune  des  tangentes 
d'une  même  paire  on  a 

(i)  L'équation  de  la  corde  de  contact,  correspondant  aux  tan- 
gentes issues  du  point  p==/?a-i-grp  sera,  en  conséquence  de  ce 
qui  précède, 

Supposons  que  cette  corde  passe  constamment  par  un  point  dont 
le  vecteur  est 

Posons 

x=^; 
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celle  condition  nous  donnera 
par  suite,  en  éliminant  )  , 


Si  nous  coinj)arons  celle  valeur  à  celle  de  t  précédemmenl 
«Hablic  en  (g),  nous  verrons  que  les  points  de  contact  dans  le  ca^ 
|)résenl  (  /)  et  dans  le  cas  (g)  coïncideront  lorsque  nous  aurons 

Ku  consc(|ucncc,  le  |)oinl  à  partir  du([uel  les  tangentes  sont  inenéc^ 
aura  |)()ur  v(îcteur 

Coniuic  />  est  seul  variable,  Téquation  représeiile  f//fc  droilv 
I  n°  i8  (1)],  cl  les  cordes  de  contact  des  langenlcs  issues  d'uu 
point  (piclconque  de  celle  droilc  |)asseronl  toutes  par  Ir  |>oinl 
donne 

La  lornie  de  Texprcssion  de  o  écrite  en  dernier  lieu  suffirait,  à 
elle  seule,  pour  établir  les  |)r()priélés  connues  du  pùle  et  de  la  po> 
laire;  mais,  dans  rinlérét  du  commencanl,  nous  allons  procédtM* 
pir  une  voie  plus  simple,  mais  non  moins  générale,  pour  établir 
les  propriétés  en  (pieslion. 

Sup[)()sons  (i  -—  ().  (Iclte  Inpolliése  ne  fait  que  restreindre  la  po- 
sition du  pôle,  en  le  plaçant  sur  le  diamètre  auquel  nous  avons 
rapporté  la  parabole. 

Soit  donc  Q  le  pôle  ;  alors 


La  [)olaire  aura  pour  équation 


j 
I 


et  elle  sera  représentée  par  la  droite  ÏL  . 

Il  suit  de  là  que  la  polaire  dun  point  quelconque  est  parai- 
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lèleà  la  tangente  menée  à  ^extrémité  du  diamètre  sur  lequel 
le  pôle  est  situé,  et  le  point  d'intersection  de  la  polaire  avec  ce 
diamètre  se  trouve  placé  symétriquement  au  pôle  par  rapport 
au  sommet  de  ce  diamètre. 

(J)  Par  une  autre  application  de  nos  formules,  prouvons  le 
théorème  suivant  : 

Si  un  triangle  est  inscrit  dans  une  parabole,  tes  tangentes 
menées  aux  sommets  du  triangle  rencontrent  les  côtés  (prolon- 
gés) en  trois  points  situés  en  ligne  droite. 

Le  point  O  de  la  Jig.  8  peut  être  considéré  comme  un  point 
quelconque  de  la  parabole,  et  nous  pouvons,  sans  nuire  à  la  géné- 
ralité de  notre  proposition,  le  prendre  pour  un  des  sommets  du 
triangle  inscrit.  Soient  t  et  t^  les  valeurs  de  t  correspondant  aux 
deux  autres  sommets  du  triangle.  Soient  ensuite  t7|,  xs^,  tjs^  les 
vecteurs  menés  de  O  aux  points  d'intersection  des  tangentes  avec 
les  côtés  (ou  leurs  prolongements).  Nous  trouverons  aisément  que 


Toi 


7^  (-;''.). 


TïJ*  ■ —   — 
2 


tty 

xs-  ziz at, 

'        ti-^t 


Ces  valeurs  satisfont  à  la  relation 


2t. —  t  'it'^t^  ^î-^' 

et  les  coeilicients  donnent  identiquement 

D'après  le  n^  30,  ces  deux  relations  sufllsent  pour  établir  la  pro- 
position. 

(k)  Les   méthodes   employées  dans  ce  qui   précède  pourront 
s'appliquer  à  d'autres  questions   intéressantes,  relatives   à   des 
Tatt.  —  QuatenuoM,  I.  3 
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<:ourl)e^.  Par  exemple, 
ou,  si  l'on  veut, 

représrnte  une  ellipse  dont  les  deux  vecteurs  donnés  a,  3  formenl 
un  sNSlrnie  de  deux  denii-dianièlres  conjugués. 
De  même, 


ou,  autrement, 


1  lani:.r  —  3  cuLr 


représente  une  lnperl)ole  rapportée  aux  asymptotes. 

()uoirpie  nous  ayons  lait  quelques  pas  dans  Texplication  des 
princijjes  du  Calcul,  néanmoins  nous  ne  sommes  pas  en  étal  de 
pouNoir  déterminer,  d'a|)rès  ces  seuls  principes,  les  longueurs  des 
\ecleurs  ni  leurs  inclinaisons  mulnelles,  et,  conséquemmenl,  nous 
^ommrs  limités  dans  le  choix  des  questions  relatives  à  des  courbes, 
pour  le  moment  présent  du  moins. 

(/  )  >ous  i)ouvons  cependant  généraliser  la  j)roposition  établie 
au  n*^  ^9,  en  remarquant  maintenant  que 

représente  l'équation  d'une  cnuibc  dans  l'espace,  lorsque  les 
nombres  /;,,  p^,  ...  ne  dé'pendent  (pie  iïiinr  seule  variable.  Dans 
un  cas  pareil,  on  peut  mettre  l'écpiation  ci-dessus  sous  la  forme 

Afais,  lorsque  les  nombres  /)\,  j>2^  •  •  •  dépendent  de  deux  va- 
riahles  indépendantes  entre  elles,  alors  la  première  équation  re- 
présente une  surface,  et  l'équation  pourra  s'écrire  sous  la  forme 

(//^)  C'est  ainsi  que 


s  -  a  ces/  -^  3  sin/     -  "A 
1  I  1 


représente  une  hélice. 
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Par  contre, 

lorsque  py  q^  r  sont  liés,  par  exemple,  par  une  condition  de  la 
forme 

représentera  une  surface  à  centre  du  second  degré  et  dont  l'un 
des  systèmes  de  diamètres  conjugués  affectera  les  directions  des 
vecteurs  donnés  a,  ^,  y.  Dans  le  cas  où  a,  6,  c  sont  tous  les  trois 
positifs,  la  surface  sera  un  ellipsoïde. 

32.  Dans  la  question  (/)  traitée  plus  haut,  on  a  pu  remarquer 
que  nous  avons  effectué  une  opération,  qui  revient  à  la  différen- 
tiation  d'un  vecteur  par  rapport  à  une  seule  variable  numériqiœy 
le  vecteur  ayant  été  donné  par  une  expression  en  fonction  de  cette 
variable.  Comme  le  procédé  de  la  différentiation  des  expressions 
dépendant  de  quatemions  est  une  opération  d'une  constante  ap- 
plication, entre  autres  et  surtout  dans  les  questions  de  Dynamique, 
et  comme  nous  désirons  faire  un  pas  de  plus  en  avant  dans  la 
théorie,  nous  allons  consacrer  quelques  paragraphes  à  la  question 
de  l'appropriation  des  principes  du  Calcul  infinitésimal  à  la  méthode 
des  quatemions.  Nous  aurons  ainsi  Toccasion  de  faire  un  pas  préli- 
minaire dans  la  solution  de  cette  question,  qui  présente  certaines 
difficultés  d'un  nouveau  genre. 

33.  Si  l'on  se  reporte  à  l'extrême  méfiance  avec  laquelle  fut 
reçue  la  méthode  primitivement  suivie  par  Newton  dans  l'établis- 
sement des  principes  du  Calcul  différentiel,  on  sera  frappé  de  cette 
circonstance  qu'Hamilton  se  vit  forcément  conduit  à  se  servir 
précisément  de  la  méthode  suivie  par  son  prédécesseur  plutôt  que 
de  suivre  les  voies  tracées  par  les  mathématiciens  plus  modernes. 
Cest  en  adoptant  la  première  de  ces  méthodes  qu'il  put  surmonter 
la  difficulté  principale  qui  se  présente  dans  la  différentiation  d'un 
quatemion. 

Dans  le  Calcul  des  quatemions,  le  quotient  différentiel  d'une 
fonction  de  quatemion^  différentiée  par  rapport  à  ce  quaternion, 
n'a  absolument  aucune  signification  déterminée ^  si  ce  n'est  dans 
le  cas  où  le  quatemion  en  question  aurait  dégénéré  en  une  quan- 
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lilc  niiinûriquc  ordinaire,  lelle  (ju\nic  coordonnée,  elc.  ParcoiUre, 
un  qualernion  ou  une  fonclion  de  ([ualernion  esl,  dans  tous  les  cas. 
suscepllhle  d'avoir  une  diffctentiellc  définie,  cl  celle-ci  n'est  autre 
chose  cjue  c<'  que  INewton  a  aj)[)el<''  une  fluxion , 

11  en  est  des  fondements  du  ('aïeul  dinérenliel  comme  de  ceux 
de  la  D\n;uni(|ue,  basés  sur  les  lois  de  mouvement  :  nous  arrivon^ 
|)ar  dci^rés  à  la  conclusion  (jue  le  svslème  sui\i  par  Newton  dan^ 
les  deux  cas  est  après  tout  le  meillein\ 

3i.  Supposons  (pie  c  soit  le  vecteur  [mené  d'une  orii;ine  d<uinée 
à  un  point  variable [  d'une  courbe  dans  l'es|>ace.  Ce  vecteur  |)ourrii 
en  ^énc  rai  être  exprimé  ])ar  la  somme  <fun  certain  nombre  de 
leriiHîS,  dont  chacun  sera  le  j)roduil  d'un  vecteur  donné,  multiplie' 
par  un  facteur  numérique  dépendant  d'urne  varial)le  unicpie,  L< 
même  pour  tous  les  termes.  Kn  suivant  la  n(>lation  indiipiét 
au  11"  \\\   (i).  nous  poserons  pour  le  point  P  de  la  courbt; 

l^our  ifn  (niti'C  point  Q  de  la  courbe,  nous  poserons  de  même 


<u'i  Ot  représentera  /f/t  nontO/c  (juciconfjuc. 
l.a  corde-vecteur  IH^  sera  alors  exprimée  j)ar 

dz  -.  Cl—  s  _r-  -:,('/  H-  (}/)  —  o(/). 

3o.  Dans  le  cas  présent,  les  i^cctcurs  (jui  cnlrcut  dmis  la  foiu- 
lion  'v  sont  constants;  les  fartciirs  (jui  /es  nntltiplicnt  sont  seuls 
ruridhlis  en  Jonction  de  t.  On  |)eut  donc  développer  chacun  de 
ces  facteurs  d'a])rès  la  formule  de  l'axlor  j  en  réservant  le  cas  de 
discontinuité  de  vahîur  de  l'un  ou  de  j)lusieurs  d'entre  euv  daii> 
rintervalle  de  /  à  ^,  j,  et,  par  suite,  la  fonction  v(/  -,-  ôt)  se  trou- 
vera par  cela  même  déveloj)pée.  Nous  aurons  donc 

(hit)    .  ï    d'':.{t) 


A  la  limite  où  Ot  s'évanouit,  nous  aurons 
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Dans  un  cas  tel  que  le  présent,  nous  pouvons  donc  légitimement 
appliquer  les  règles  ordinaires  du  Calcul  différentiel  à  la  différen- 
tiation  d'un  vecteur.  Mais  l'application  de  la  méthode  de  Newton 
nous  donnera  une  vue  plus  intime  sur  le  mécanisme  même  du 
procédé  suivi. 


36.  En  effet,  soient  toujours 


dt  pouvant  être  quelconque. 

Le  nombre  t  peut  ici  être  regardé  comme  représentant  le  temps, 
c^est-à-dire  que  nous  pouvons  concevoir  un  point  mobile  qui  décri- 


rait  la  courbe  de  telle  sorte  que  la  valeur  de  tj  correspondant  au  vec- 
teur du  point  P  de  la  courbe  {Jig*  9),  soit  égale  à  l'intervalle  qui 
s*est  écoulé  à  partir  d'une  certaine  époque  fixe  jusqu'à  l'instant  où 
le  mobile  se  trouve  à  l'extrémité  dudit  vecteur.  Si  donc  dt  repré- 
sente un  intervalle  fini  ou  infiniment  petit,  nous  voyons  que 


sera  le  vecteur  du  mobile  après  l'intervalle  dt^  et  le  vecteur  du  dé- 
placement à  partir  de  P  sera 


PQi  --  0(^j  —  OP  =  ç(^  -h  û?0  —  TCO- 
Mais  cette  valeur  ne  nous  apprend  rien  ou  peu  de  chose  relati- 
vement à  la  vitesse  que  le  mobile  possède  au  point  P.  Nous  ob 


38  CII  A  PIT  HE   PREMIER. 

tiendrons  une  meilleure  évaluation,  si  nous  considérons  le  dépla- 
cement du  mobile  pendant  un  intervalle  de  temps  qui  ne  sera  que 
la  moitié  de  dl. 

Soit  Q2  le  point  où  le  mobile  se  trouve  à  Tinstant  {t  -\-  r;dt), 

de    sorte  que  0{)i  —  'j>{f  -^  ^df).   Le  déplacement  du  mol)ile  à 

partir  de  1^  sera  V{)>,  considéré  comme  recliligne.  Si  nous  le  regar- 
dons en  même  temps  comme  ayant  eu  lieu  par  l'efiet  d*un  mouve- 
ment uniforme,  nous  C)bti('ndrons  le  déplacement  qui  aurait  eu  lieu 
d'a|)rès  cette  même  loi  pendant  rintervallc  entier  dty  en  dou- 
blant IH^.j.  Ce  déplacement  sera 

Fiji  z  oVnlz'i^ilM^l—ÎW)-; 


-dt)~'^(j) 


Luc  nouvelle  approximalion  nous  donnera 


l'7.-   3l'<.>3-3(un,    -Or)^3 


■S 


et  ainsi  de  suite.  Cliacune  des  approximations  ultérieures  nous  fera 
approclicr  davantage  de  la  valeur  cherchée. 

De  là  nous  concluons  que  le  déplacemenl-\ecteur,  qui  aurait  été 
<lécrit  durant  lintervalh'  (/t  si  les  circonstances  du  mouvement 
étaient  restées  invariables  à  partir  de  P,  sera 


r/z   -    \*(/       Il  m  j  ./• 


,(/.  lM^.,(j) 


'/(/)<//. 


de  sorte  que.  en  définitive,  nous  pouvons  écrire 


7s 


fin. 


37.  Ivemarquons  avani  lout  c[ue,  dans  Tensemble  du  raisonne- 
ment qui  ])récède,  nous  n'a\ons  rien  dit  de  la  \aleur  elle-même 
de  dt  :  celle-ci  est  restée  arbitraire. 

La  question  (pu^  nous  venons  d<'  résoudre  jx'ut  s'énoncer  de  la 
manière  suivante  :  l  /f  jxdnt  nuibife  dvcrit  une  coutbe  donnrr, 
(TdjtK's  une  loi  ile  f)iou\'ritt('nt  donnrc.  Q(/  l  scnf  Icsjiatc  quil 
jmrconmiit  chnis  u/f  iulcrK'dllr  de  trntjfs  dr/lni.  si,  à  partit'  (^ if 
('(unuiciuc  nient  de  eet  in  te  reaile,  le  moueernent  deeenait  uni- 
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forme  et  rectiligne?  Selon  la  remarque  d'Hamiltoiiy  cette  dernière 
supposition  serait,  à  l'égard  d^une  planète  ou  d'une  comète,  la  réa- 
lisation d'une  machine  d'Atwood  dans  les  espaces  du  ciel. 

38.  Supposons  que  la  variable  en  fonction  de  laquelle  p  est  ex- 
primé soit  Tare  s  de  la  courbe  décrite,  mesuré  à  partir  d'un  point 
fixe  donné  sur  la  courbe;  alors  nous  aurons 

"dt 

Dans  cette  supposition,  la  longueur  absolue  de  dç  sera  =  ds. 
Cette  remarque  est  importante,  ainsi  que  nous  le  verrons  plus  loin, 
et  il  n'est  peut-^tre  pas  inutile  que  nous  établissions  la  propriété 
en  question  par  une  autre  voie,  sans  l'intermédiaire  des  notions  du 
temps  et  de  la  vitesse. 

39.  Suivons  étroitement  le  procédé  du  lemme  VII  de  Newton, 
et  décrivons  sur  P^2  un  arc  qui  soit  semblable  à  l'arc  PQ2 
(=^e/5,  et  continuons  cette  construction  pour  P^)  correspondant 

à  l'arc  PQa  =  ^  ds)j  et  ainsi  de  suite.  A  mesure  que  la  fraction  -♦ 

de  d$  diminue,  les  arcs  semblables  correspondants  auront  constam- 
ment la  longueur  ds\  mais  en  même  temps  leur  figure  approche  de 
plus  en  plus  de  celle  de  la  droite  qui  exprime  l'approximation  cor- 
respondante de  d^. 

40.  Traitons  maintenant  quelques  questions  où  nous  emploie- 
rons la  différentiation  de  vecteurs.  Considérons  l'hyperbole 

S 
Nous  aurons  ici 

Nous  en  concluons  que  la  tangente  est  parallèle  au  vecteur 

t 
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Kn   «1  duln-s   lrinir>  i  fiir.   i«.i>  : 

s/  A'  I  l'i  h'iir  un'iH'  (lu  crntre  dim*"  hvj>i^rhnU>  fm-Dir  ht  din- 
jn//f//>'  fl  iiii  jini  ni  h'In'j  itnniin^  d'iift  les  «■*Ut'<  s^nt  p'uallt'b^s  (iii.r 
'i.s\  f/tjffnfis,  iniitrt'  din 'jnîX'i Ip  st'i'n  pn/'f/llcl''  d  In  ttin urntc  nu 
jfdnt  on  Ir  yrrtput   i  r!n<jn(ie  la  C'tUi'be. 

il .  rr.nioii>  l;j  r|nr<liun  iii\er>e  et  cherclioiis  W'/n-fdnppr  d' ini*' 
dr<nti'  fji/i.  n\,  rf  1rs  sr^' //ic/fls  dr  dritx  dmid^s  fixes  fjfitdl»'  rinfj''\ 
di'tt'i  innn'  un  ti  iniii:li'  dftnt  In  ire  snit  cntstn/ifc. 


Vi^. 


i'>. 


t\' 


0 


ut 


Supposons  que  les  droites  fixes  aient  respcetivemcnl  lesdireelinns 

de  y.  et  de  "it  ' Jiu^  lo);  nous  pourrons  exprimer  par  -xt  et  par-  les 

^eiiments  de  ees  droites. 

Jj'a[)rès  le  w^  liO,  l'«'(piation  de  la  troisième  droite  sera 


7.1 


—  a/ 


dette  dioite  sera  l'enveloppante  (au  Chapitre  IX,  nous  ensci 
;:nerons  la  théorie  des  enveloppes);  la  eondilion  de  renvcloppe 
ment  est  é\  idemment 

dz 


o. 


dette  é(piation  donne 


o 


U 


j 


(  ■     -  7.1  ]  d.. 


il  ne  >  a^il  pas  iei  d'égaler  à   zéro  les  coellicients   de  dt  et  <.I«' 
d.r\  au  contraire,  nous  devons   nous   rappeler  que  réqualion  est 


DES  VEGTEUB8  ET  DE  LEUR  COMPOSITION.  il 

(le  la  forme 

o  =  aP-i-pQ, 

P  et  Q  étant  des  quantités  numériques.  Aussi  longtemps  que  a  et 
^seront  des  vecteurs  non  évanouissants,  ni  parallèles,  Péquation  ne 
pourra  être  satisfaite  que  par  les  conditions 

P  ~  o,     Q  -.  o. 
Nous-  poserons  donc 

(  I  —  x)dl  —  t  dx  z=z  o 


cl 


Delà  nous  tirons  x  =  ^,  dtetdx  restant  d'ailleurs  indéterminés. 
L'équation  de  Penveloppe  devient 


p=>a^-+- 


KI-')=K'-0 


C'est  là  l'hyperbole  de  la  question  directe,  puisque  ^a,  ~p  repré- 
sentent des  vecteurs  de  longueur  arbitraire,  exprimant  certaines 
portions  des^asymptotes. 

42.  Traitons  la  question  avec  quelque  légère  modiCcation  du 
procédé  employé.  Mettons  l'équation  de  la  droite  enveloppante 
sous  la  forme 

Différentiant,  nous  aurons 


dp  ~  o  —  %d[t{\  —  x)]  4-  ?^ (  ~  ) 


Comme  a  et  ^  ne  sont  pas  parallèles,  nous  devrons  avoir 


d[t{i  —  j?)]=^o,     dl  —  \^=io. 


Ces  équations  deviennent,  après  développement,  les  mêmes  que 
celles  obtenues  précédemment. 

43.  Afin  d'élucider   la  question    encore  davantage  ,   donnons 
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une  solullon  où  Ton  n'emploie  pas  le  Calcul  dinerenliel  d'une  ma- 
nière explicite.  Considérons  deux  droites  enveloppantes  quel- 
conques. Soient 


p  —  7.1  ~\    X  \-  —  11], 


/  0  \ 


p,--a^i-T-.r,(  -J-  — a/,  j 

leurs  équations;  t  et  /,  sont  censés  donnés,   tandis  que  x  cl  .r, 
sont  des  variables. 

Au  point  d'intersection    de    ces   deux    droites,   nous  aurons 

/(i  —  .r)  :  .7  /,(i  —  .rj), 
.r         .r, 

l'Uiminant  T|,  nous  obtiendrons 

d'où  nous  tirons 

t 

,r  -— 

Vi\v  suite,  le  vecteur  du  point  d'intersection  sera 

et  à  la  limite,  lorsque  —  converge  vers  l'unité,  le  vecteur  du  point 
d'inlcrsection  limite  deviendra,  comme  au])aravant, 

I   / 


:.    -   -,  a/ 


■l) 


Corollaire  I.  —  Si  nous  posons  //,^=  i,  alors 


de  sorte  que  l'intersection  des  deux  droites  tangentes  se  trouve  sur 
la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  a,  |i. 


DES  VECTEURS  ET  DE  LEUR  COMPOSITION.  43 

Corollaire  IL  —  Lorsque  t^  =  mt,  m  étant  constant,  on  a 


mtoL   . 
t_ 


la  valeur  de  x  = deviendra 


X=: 


m  H-  I 


Par  suite,  le  lieu  d'un  point,  partageant  dans  un  rapport 
donné  la  droite  gui  détermine  un  triangle  à  aire  inva- 
riable à  l'aide  de  deux  droites  fixes  y  sera  une  hyperbole 
dont  les  asymptotes  coïncident  avec  les  droites  fixes. 

Corollaire  IIL  —  Si  nous  lions  t  et  t^  entre  eux  par  la  re- 
lation 

W|  (  /  -h  /i  )  =:  const. , 

alors  le  lieu  sera  une  parabole  ;  et  ainsi  de  suite. 

41.  Ceux  de  nos  lecteurs,  qui  s^intéressent  à  Tétude  des  rapports 
anharmoniques  et  des  transversales  trouveront  à  ce  sujet,  dans  les 
premiers  Chapitres  des  Eléments  of  quaternions  d^Hamilton, 
une  application  heureuse  de  la  composition  des  vecteurs.  La  théorie 
des  réseaux  géométriques  dans  un  plan  et  dans  Tespace  se  trouve 
également  développée  dans  les  mêmes  Chapitres;  Hamilton  y  montre 
que  sa  méthode  embrasse,  comme  cas  particuliers,  les  procédés 
que  Grassmann  a  employés  dans  V Ausdehnungslehre  et  ceux  de 
Mûbius  dans  le  Calcul  barycentrique.  On  trouvera  de  plus, 
dans  les  Chapitres  en  question,  certaines  recherches  très  curieuses 
en  connexion  avec  les  courbes  et  les  surfaces  du  deuxième  et  du 
iroisième  ordre,  fondées  sur  la  composition  des  vecteurs. 


QUESTIONS  PROPOSÉES,  RELATIVES  AU  CHAPITRE  PREMIER. 

i.  Les  droites  qui  joignent  du  même  côté  les  extrémités  de  deux 
droites  égales  et  parallèles  entre  elles  sont  elles-mêmes  égales  et 
parallèles  entre  elles.  (Euclide,  XXXIIP  Proposition.) 
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2.  Trouver  le  vecteur  du  [)oint  milieu  de  la  droite  qui  joint  les 
points  milieux  des  dia<;()nalcs  d'un  quadrilatère  plan  ou  «^^auche, 
les  vecteurs  des  quatre  sommets  étant  donnés;  prouver  que  le 
point  ainsi  trouvé  est  le  point  moyen  du  quadrilatère. 

Si  Ton  partage  deu\eolés  opposés  cliacun  en  deux  parties  a>ant 
entre  elles  le  même  rapport,  et  que  Ton  relie  les  points  de  parta;;ç 
par  une  droite,  on  obtiendra  deu\  quadrilatères  dont  les  points 
movens  sont  situés  en  ligne  droite  avec  1(*  point  moyen  du  quadri- 
latère total. 

Montrer  que  le  point  moNen  d'un  quadrilatère  peut  se  lrou\er 
en  prenant  le  point  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  points  milieux 
de  deux  cotés  opposés. 

3.  \  érifier  la  proposition  d'après  laquelle  le  changement  d'ori- 
gine des  vecteurs  n'afFecte  pas  la  propriété  des  coefficients  de  trois 
vecteurs  dont  les  extrémités  sont  situées  en  ligne  droite  (n"  30). 

i.  Deux  triangles  ABC,  (xhc^  non  généralement  situés  dans  un 
même  plan,  sont  constitués  de  telle  sorte  que  les  droites  \a^  B/>, 
Cr;  se  rencontrent  en  un  même  point;  il  s'agit  de  prouver  que  les 
trois  [)oinls  d'intersection  respectifs  de  AÎ5  et  (ib^  de  C A  et  ca,  de 
BC  et  l)c  se  trouvent  situés  sur  une  même  droite. 

5.  Ktal)lir  la  réciprocpie  du  n'*  i,  c'est-à-dire  que,  si  l'on  prend 
à  volonté  trois  points  sur  la  ligne  d'intersection  de  deux  plans,  et 
que  par  cliacun  de  ces  points  on  mène  deux  droites,  Tune  d'elles 
dans  l'un  des  plans,  l'autre  dans  l'autre  |)lan,  et  (jue  de  celte  ma- 
nière on  ait  déterjuiné  un  triangle  dans  cliacun  des  deux  plans, 
prouver  (pie  ces  deux  triangles  sont  des  sections  d'une  même  pvra- 
mide. 

G.  V  l'aide  d'un  pentagone  quelconque,  on  forme  cinq  quadri- 
latères en  supprimant  |)our  chacun  tl'eux  l'un  des  cotés  du  pentagone 
(et  en  prolongeant  jusqu'à  leur  rencontre  les  cê)tés  adjacents  au 
cê>té  supprimé);  dans  chacun  des  quadrilatères  on  mène  la  droite 
qui  joint  les  points  milieux  des  diagonales  :  les  cincj  droites  ainsi 
obtenues  passeront  toutes  par  un  même  point. 

(H.   Fox  ÏAL«OT.) 
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7.  AdmettODS,  de  même  qu'au  n^  7,  la  proposition  que  l'opé- 


rateur 


cosO  4-  V — *  sin6, 


dans  soo  application  à  l'expression  d'une  droite,  eflectue  sur  cette 
droite  une  rotation  sans  altérer  la  longueur  de  la  droite.  De  cette 
proposition  il  s'agit  de  déduire  les  formules  connues  exprimant 
cos(A-i-B),  cos(A  —  B),  sin(A-f-B),  sin(A  —  B)  en  fonction 
decosAy  cosB,  sinA,  sinB. 

8.  Deux  tangentes  sont  menées  à  une  hyperbole.  Soient  A(  et 
A)  les  points  d'intersection  de  ces  tangentes  avec  l'une  des  asym- 
ptotes, et  soient  B|,  Bj  les  points  d'intersection  avec  l'autre  asym- 
ptote, Tune  des  tangentes  étant  A4  B{  et  l'autre  A2B2.  Nous  disons 
que  la  droite  qui  joint  le  centre  de  l'hyperbole  au  point  d'inter- 
section de  ces  tangentes  partagera  en  deux  parties  égales  la  droite 

A,  Bj  ainsi  que  la  droite  A2B1.  En  second  lieu,  si  nous  menons  la 
corde  qui  joint  les  points  de  contact  des  tangentes  avec  la  courbe, 
et  que  nous  prolongions  cette  corde  jusqu'à  ses  points  de  rencontre 
avec  les  asymptotes,  ces  points  de  rencontre  détermineront  le  point 

milieu  du  segment  A|x\2  de  Tune  des  asymptotes  et  celui  du  seg- 
ment B(B2  de  l'autre. 

9.  Deux  tangentes  quelconques  limitées  par  les  asymptotes 
s'entre-coupent  mutuellement  en  parties  proportionnelles  (telles 
que  MBjlMAjXMAilMB,,  M  étant  le  point  d'intersection  des 
deux  tangentes). 

iO.  Lorsque  la  corde  d'une  hyperbole  forme  la  diagonale  d'un 
parallélogramme  dont  deux  côtés  sont  parallèles  aux  asymptotes, 
la  seconde  des  diagonales  passera  par  le  centre. 

11.  Démontrer  que 

p  =  x'a -i-7«p  H- (j?  H-7)»  Y 

représente  l'équation  d'un  cône  du  second  degré,  et  que  la  section 
de  ce  cène  par  le  plan 
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est  une  ellipse,  laquelle  est  tangente  auK  cotés  du  triangle  dont 
les  sommets  sont  situés  aux  extrémités  des  vecteurs  (co-initîaux ) 
a,  [î,  V,  les  points  de  tangence  élant  les  points  milieux  do  ces 
cotés.  (IIamilton,  ElcmcnlSj  p.  96.) 

l!2.  Les  droites  partageant  les  cotés  opposés  d'un  quadrilatère 
gauche  en  parties  proportionnelles  sont  les  génératrices  d'un  pa- 
raboloïde  hyperbolique.  [Ibid.^  p.  97.) 

13.   Démontrer  (|ue  l'équation 

dans  laquelle 

c       y   :-  -  ---  o 

représente  un  cône  du  troisième  degré,  ctcpie  la  section  de  ce  cône 
par  le  plan 

t?st  une  ligne  cubique  dont  les  droites 


/>a     -^r/'i 


>       ^ 


n  -,-r/ 


forment  les  asymptotes  et  en  ménir  U-mps  les  tangentes  (réelles  ) 
(Tinllexion. 

Démontrer,  en  outre,  que  le  point  moyen  du  triangle  formé  par 
ces  trois  droites  est  un  point  conjugué  de  la  courbe,  et  que,  en 
c()nsé(iuence,  le  vecteur  a  -7-  |^  4- Y  forme  une  génératrice  conju- 
guée du  cône.  {Ibid.j  p.  96. ) 
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PRODUITS  ET  QUOTIENTS  DE  VECTEURS. 


45.  Nous  arrivons  maintenant  à  une  partie  de  la  théorie  dans 
laquelle  le  Calcul  des  quaternions  diffère  entièrement  de  toute  autre 
méthode  en  Mathématiques  ;  c'est  ici  que  nous  apprendrons  en  quoi 
consiste  un  quaternion,  et  quelle  est  la  raison  de  cette  dénomi> 
nation.  Cette  partie  de  la  théorie  est  basée  sur  la  nouvelle  signifi- 
cation qui  sera  donnée  aux  symboles  de  la  multiplication  et  de  la 
di\îsion.  La  considération  du  rapport  par  quotient  entre  deux 
vecteurs  présente  la  voie  la  plus  directe  pour  entrer  en  matière. 

Ce  Chapitre  aura  pour  objet  l'étude  des  propriétés  de  ces  quotients, 
autant  au  point  de  vue  géométrique  qu'au  point  de  vue  des  régies  qui 
doivent  être  appliquées  au  calcul  de  leurs  expressions  analytiques. 

46.  Lorsque  deux  vecteurs  donnés  sontparallèles  entre  eux,  nous 
avons  déjà  vu  (n®  22)  que  l'un  d'eux  peut  être  considéré  comme 
un  multiple  de  l'autre  par  un  facteur  numérique  ;  ce  facteur  exprime 
simplement  le  rapport  de  leurs  longueurs,  pris  positivement  si 
leurs  directions  sont  de  même  sens  et  négativement  si  ces  directions 
sont  de  sens  contraires. 


47.  Si  les  vecteurs  ne  sont  pas  parallèles,  soient  OA  et  OB  les 
lignes  qui  les  représentent  en  longueur  et  en  direction,  ces  deux 
lignes  étant  menées  à  partir  d'une  même  origine  O.  La  question 
revient  à  déterminer  la  valeur  du  rapport  par  quotient  de  deux 
vecleors,  qui  ont  même  origine.  Essayons  d'abord  de  trouver  le 
nombre  des  éléments  numériques  dont  doit  dépendre  ce  quotient. 

Nous  pouvons  concevoir  que  la  transformation  de  OA  en  OB 
s'opère  successivement  de  la  manière  suivante  : 
D'abord  on  augmente   ou   l'on  diminue  la  longueur  de  OA, 
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jusqu'à  ce  ([u'cUc  (.IcMcnnc  éi;al('  à  celle  de  01).  Ln  seul  noniljic 
^u^i^a  pour  eireelucr  vcUq  opéialion  :  c'e^l  le  ([uolient  des  lon- 
gueurs (les  deux  Neeleurs.  (À'  nondu'e,  eoninie  îlaniillon  la  lail 
re!iiar(|U(n\  si^a  positif,  ou,  si  Ton  vchU,  pri\é  de  si^ne. 

l'.usuilc  on  lourne  (.)A  autour  Ac  (.)  juscprà  ce  (pie  sa  diicelion 

soit  la  nirnie  ([uc  celle  de  OU,  el,  e<uieniTennuenl  avec  la  ])i(^nii('M'e 
(>p('r.»lion,  les  deu\  Nccleurs  se  Irouvenl  ajn>i  en  coïneidenee  ]>ar- 
laile  el  sont  devenus  idenlicpics  1  un  a\ec  l'aulre.  Pour  exprinirr 
celte  second*'  opi'Talion,  il  i'aiidra  cou  naître  liitis  ('léinenls  nunié- 
ricjues,  (jui  sont   les  deux  ani;lrs  d(''l(M'niinant  le  plan  dans  lecpirl 

s'eUeelue  la  rotation  de  (.)A  (  dans  !<•  cas  d'une  plant'-lr,  ce  si'raienl 
la  lon;;itude  du  nirud  cl  l'incIinai<on  i,  el  I  an^lc  (U'*leiininanl  la 
\aleur  nu'nie  de  la  rolalion. 

(  )n  voit  ainsi  (pie  le  rapport  de  deux  Ncelcurs,  c'est-à-dire  le 
niutiijfliralcui'  n(}ee>siiire  pour  opérer  le  eliani;«'inenl  de  l'un  des 
\ecleurs  danj>  l'aulre,  déj)end  en  L;('*néral  de  ijuulir  nonihro 
distincts  :  c'est  de  là  (pie  \ient  le  nom  de  qudicnnon  donnc'^  à  ce 
nudliplieateur. 

Plus  loin  (  n"^  (îi,  Ch\,  1^1,  .  .  .)  nous  consid(jrerons  en  particulier 
le  cas  où  les  deux  V(;cteurs  sont  perprndiculaires  entre  eux;  dans 
ce  cas  Irnr  (juotient  est  un  \ecleui'  ]>eipendieulaire  au  plan  de  nos 
deux  NccUnns. 

iS.  l^es  deux  op(''rati(urs  (pie  nous  venons  d  indicjuer  sont  indé- 
pendantes l'une  àv,  l'autre.  On  pourra,  par  suite,  les  eireetuer  soil 
dans  Tordre  sui\i,  soil  dans  un  ordre  inverse  :  elles  fourniront 
toup)urs  le  niéiiie  résultai  définitif.  FI  en  résulte  (ju'un  (piaternion 
considéré  comme  le  facteur  ou  l'at^rnl,  cpii  Iraiisforme  un  vecteur 
donné  en  un  autre,  jx'ut  liii-nuMue  élre  considéré  comme  décom- 
posé en  deux  facteurs  dont  l'ordre  d'emploi  est  indifférent. 

Le  lacieur  (pii  opère  YiWtcusiou  en  loiii^ucur  ou  ro|>ération 
indi(piée  vn  premier  lieu  au  n"  i7  s'appelle  le  tenseur  ;  on  le  repré- 
sente par  la  caracléristicpie  T,  préfixée  au  (pial(Mnion  (pie  Ton  con- 
sidè'rc. 

Le  facteur  (pii  opère  la  /ott/tion,  ou  l'opération  exprimée  en 
.second  lieu  au  n"  47,  se  nojnme  le  veiseuf ;  il  est  représenté  par 
la  caractéristique  L\  préfixée  an  qualernion  que  Ton  considère. 
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49,  Cela  posé,  désignons  les  vecteurs  respectifs  OA  et  OB  par  a 
et  ^,  et  appelons  q  le  quaternion  qui  transforme  a  en  ^.  JNous 
poserons 

et  de  cette  relation  nous  déduisons  les  deux  formes  d'expression 
{ équivalentes  par  définition 


3     *     ,  . 
qi=i-     ou  bien     q-=z^7r^^ 


et  cela  en  vertu  de  la  convention  par  définition 

?  a  —  Ba-»  a  =  3. 
a 

De  celle  convention  il  ressort  que  le  produit  (  ^ir^  )  x  a  peut  se  mettre  sous 
un  groupement  de  facteurs  différents,  qui  est  p  x(a~*a);  de  cette  manière 
le  résultat  est  naturellement  égal  à  p,  puisque  a-* a  =  i.  Le  principe  ainsi 
iotroduit  par  définition  se  rapporte  au  cas  où  le  facteur  a,  à  droite,  est  un 
vecteur. 

Plus  loin,  ce  principe  de  la  possibilité  du  groupement  des  facteurs  d'un 
produit,  qui,  par  abréviation,  est  désigné  par  le  nom  de  propriété  asso- 
ciatiçe,  sera  généralisé  pour  le  cas  où  le  facteur  à  droite  est  un  quaternion. 

Lauieur  donnera  deux  démonstrations,  indépendantes  Tune  de  l'autre, 
(le  rc\actitade  de  ce  principe  dans  le  cas  général. 

On  devra  remarquer  ici  que  nous  écrivons  ^r  à  la  gauclie  de  a, 
pour  indiquer  que  a  est  multiplié  par  q^  et  non  pas  que  q  est  multi- 
plié par  a. 

Haoïilton,  en  consacrant  la  règle  d'écrire  le  multiplicateur  à  Ja  gauche 
du  multiplicande,  avait  en  vue,  sans  doute,  le  cas  élémentaire  des  coeffi- 
cients numériques  obtenus  par  la  réduction  de  termes  semblables.  C'est 
ainsi  que  Ton  écrit  et  prononce 

a-\-  a  =  a  a, 
et  non 

axa    ou     a.  2. 

Cette  remarque  est  d'une  importance  très  grande  dans  le  Calcul 
des  quatemions;  car,  ainsi  que  nous  le  verrons  bientôt,  la  loi  de  la 
commulabilité  n'est  généralement  pas  applicable  aux  vecteurs  pris 
comme  facteurs  dans  un  produit. 

Tirr.  —  Quatemions,  I.  4 


}()  CHAPITRE    11. 

Par  les  n^^'  i7  et  48  nous  avons  aussi 

<'l  Ty,  (Taprrs  sa  définiliou,  ne  (Irpeiul  (|ue  des  lon«^ueur^  relalive-H 

(]<•  a  vA  (le  [j,  tandis  t^uc  L'y  déprnd  uni(|uenient  de  leurs  direction?. 

Si,  |iar  exemple,  le.^  Nccteurs  a,  el  [j,  ont   une  lon;:ueur  é^ale  à 

l'unil»',  «'(   (ju'lls  soient   re-^pecliMincnl   parallèles  à  y.  et  à  |i,  nous 


aurcuis 


J 


I,   l 


.^1 


L 


(  )n  nn)ntiera  hirnlôl  tpu',  >\  y.  rsl  [xrjx'ndieulairc  à  1/^  \c  M'r>eur 
(l(^  Iriii'  (piolicnt  est  i-e(iani;ulair<\  eCst-à-diie  cpi'il  «'^l  un  Ncetrur- 
unilé. 

5î).  \(»us  l'cniarquerons  niainlenant  fjuf*  le  qualnriinn,  résultant 
d<*  la  di\ision  de  j  juu"  a.  nf  d(''p<Mid  aueun<'ni('nt  d«'^  longurur*» 
ahxduc*»  dr  a  <'|  dr  j.  ni  dr  leurs  ilireehons  ahsoluc'n.  La  Naleur  de 
ce  (pialernion  ne  chani;era  |)as  >i  nous  substituons  à  y.  et  à  [i  un 
autre  eou])le  de  V(*et<'urs,  pourvu  : 

i"  (hi  iU  aient  leuivs  loni;ueiir>  daus  le  inèiue  rappni'l  que  celui 
des  longueurs  de  a,   j  ; 

:>"  (  hi'ils  soient  situt'-s  dans  le  même  plan  ou  dan>^  un  plan  paial- 
lèle  à  celui  de  a,  [ii  : 

3"  (Qu'ils  fassent  enti'c  eux  le  même  ani^le  ([uc  celui  qui  se  conq>le 
<le  7.  à  [i  et  dans  le  nn'me  siiis. 

Ainsi,  d'après  la  //i».  i  i,  on  |»eut  poseï' 


<),li, 


(),  \, 


j)(»ur\u  :   r*  (pie  les  lou'^ueurs  de  ces  \ecteurs  soient  telles  que 


(OjA", 


on 

UA 


li"  que  le  plan  A,0,13i   soit  parallèle  au  plan  AOB  ;  3"  que  Ton 

ait 

^  \iO,15,      Z  AOli. 
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Par  V^çaliié  des  «uagle»^^  on  suppose  qu'ils  sont  mesurés  dans  le 
raéme  sens.  Ainsi,  dans  le  cas  de  notre  figure,  la  rotation  de  OA 
vers  OB  (autour  d'un  axe  dirigé  au-dessus  du  plan)  sera  négative 

Fi«.  II. 


dextrorsum  selon  la  convention  établie  dans  la  préface)  ;  de  même 
la  rotation  de  OA|  vers  OBt  sei^  aussi  négative. 

31.  Le  quaternion  réciproque  ou  inverse,  j?"',  ou-'j  d'un  qua- 
temion  q  est  défini  par  Téquation 


7-~*      ou      qq-^'-i. 


3 

Si  donc  nous  avons  q  =  ^  et  ^  =  ^a,  nous  devrons  avoir  de  même 


-1 


7-  =:  -      OU     q 
p        q 


Car  cette  relation  nous  donne^  avec  ^  =  qoL, 


et  chacun  des  deux  membres  est  évidemment  égal  à  a  j  le  second 
membre  étant  égal  à  (q'^q)  x  «?  en  vertu  de  la  propriété  asso- 
ciative admise  par  définition,  au  n^  49,  pour  le  cas  où  les  multipli- 
candes 9L€tq9L  to&t  l'un  DU  tous  les  deux  des  vecteurs). 
Nous  pouvons  aussi  raisonner  comme  il  suit  :  puisque  q  trans* 


52 


€11  \  l'IinE    H, 


loiiii^'  (XV  ("Il  (.)1>,  il  laul   qiR'  Y~'   triinîîforiiie  OB  en  OA  ;    son 

e\i)rcs>ion  e>l  donc  '-  «  n"  iî^  ». 

L<'  tensfiu-  (!»'  rin\cr<e  d'un  qujtornion  r<l  donc  l'inverse  du 
tensfui"  du  quatcrnion,  el  1'/  \cr>eiir  du  qualcrnion  inverse  y~' 
diflV.'rr  du  M.'r>eur  du  qualcrnion  <i  en  ce  (|ue  1  ani;le  du  premier  est 
conq)lé  en  .sw/v  rantrmtc  de  lauiile  du  second.  Il  faut  ><'  rappeler, 
d*aillrur>.  que  I»'  \erseur  déleriniin*  le  plan  du  qualernion,  mais 
(pi'il  e>l  iiidé[)end;«nl  Av  rexten>lon  en  loni^ueur  des  vecteurs. 


5^2.  Le  qnaleiMiion  cnnjir^ur  du  qualernicm  <j  s  éciit  K(  </);  il  a 
le  même  len>eur  que  y,  il  e?t  dans  le  nn'me  plan  que  /y,  el  son 
an^le  a  la  même  \aleur  ahxilue  (pie  y:  mai>  cet  aiii^Ie  est  compté 
en  sens  contraire  de  Tangh'  de  q. 

Ain>i  soient  O A,  (_)1>,  OA  //:.'.  121  des  \ecteurs  situés  dans  un 
même  [)lan  :  su|)po>nns  (!••  [du?  tpie,  en  vuleui'  (ihsoluc.  on  ail 


()V 


i.»A     et     ZAOlî-   ZA()P>. 


Nous  a\ons  alor> 


DU 
ÔA 


Nous  eu  tirons 


Olî 


7 


et       -r 


OA 


coiijuiiué  de  fjy  "-  K  y. 


D  après  le  numéro  piécédent  j  de  ce  (uie 
l  Kcy  :-  l  ( //""M,  el  de  ce  qu<'  i;énéralemenl 
le  \ erreur  d'nn  qualcrnion  a  pour  expression 
le  c[uaternion  lui-même  di\isé  par  son  tenseur, 
d'où 


i\'/-') 


n 


'i\'/-') 


7-'T'/. 


et  que  IKy  =  Ty  par  définition  j,  nous  avon: 


(j\\f/       K7.7  ^  (T7)- 


Fordrc  i\it>  facteurs  (/  et  Kq  restant,  dans  ce  cas  exceptionnel. 


sans  inHuence  ^ur  le  résultat]. 
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Cette  proposition  est  aussi  rendue  évidente,  si  Ton  se  rappelle  que 
les  tenseurs  de  9  et  de  K^  sont  égaux  et  que  les  verseurs  sont  tels 
que  l'un  neutralise  TefTet  de  Pautre.  L'effet  combiné  de  q  et  de 
K^  consiste  uniquement  dans  la  double  multiplication  par  le  ten- 
seur qu'ils  ont  en  commun. 

33.  Il  découle  évidemment  du  n**  50  que,  si  a  et  ^  sont  d'égale 
longueur,  leur  quotient  devient  un  verseur  (le  tenseur  étant  égal  à 
l'unité)  ;  par  conséquent,  ce  verseur  peut  être  représenté  indifTé- 
reomient  par  un  arc  d'une  longueur  donnée,  qui  appartient  à  la 
circonférence  d'un  cercle  dont  les  deux  vecteurs  sont  des  rayons, 
la  position  de  l'arc  sur  la  circonférence  étant  arbitraire.  Cette  cir- 
constance j  de  la  position  arbitraire  sur  la  circonférence  j  sera 
d'une  importance  considérable  dans  les  démonstrations  qui  vont 
suivre. 

Ainsi  le  verseur  ^=-  {fig»  i3)  peut,  quant  à  son  amplitude,  à 

OA 

son  plan  et  au  sens  de  la  rotation  qu'il 

produit,  être  représenté  par  l'arc  AB.  Soit 
A6  le  symbole  de  cet  arc,  quand  il  est  em- 
ployé dans  l'acception  |  plus  spéciale  j  que 
nous  venons  de  lui  donner. 


De  méone  le  verseur  - — -  sera  repré- 

OAj  ^ 

sente  par  A|  B| ,  lequel  sera^^a/au  verseur 
AB  et  sera  mesuré  dans  le  même  sens,  à 
condition  que  les  angles  des  deux  verseurs  soient  égaux,  savoir 

ZAiOBi  =  ZAOB, 

et  que  les  verseurs  soient  égaux  sous  le  rapport  des  autres  condi- 
tions d'égalité  de  quaternions. 

Noos  remarquerons  que,  sî  un  verseur  AB  est  donné,  on  aura  son  conju- 

;:ué  en  prenant  BA. 

En  effet,  le  tenseur  d'un  verseur  est  égal  à  l'unité  :  le  conjugue  d'un 
\er^ur  ne  sera  donc  autre  chose  que  l'inverse  du  verseur. 


J^ 
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■  • 


insi,  avant 


AB 


on  aura 


K  Al{  -  -__^  -  HA 
ni; 


\.ajc  tl  un  vr/'srn/'  { <tu  i;«''ih  ralrnu'nt  d'un  qiialornion  i  osL  <liri^«''  >ui- 
vani  la  poipiiKliciilairc  au  plan  du  \ei5curi  <mi  du  quatJTnion  i,  <M  /</  /xtr/ir 
j'osilivc  de  cet  are  est  prisr  du  (  «il»'-  du  [dan.  d'où  l\ril  «l'un  o1»s»m  \al«'Ui 
N«'irail  l'arr  du  \rrseur  >e  décrire  dan>  le  sens  diroci  \  sinistriusiun  ). 

(iida  jH»si'',  ou  no  <lr<iKinMa  y\\w  \\x  partie  ponilUe  de  l'are  jKir  le  u«)in 
i\'axe  du  verseur. 

Ve  celle  manière,  les  axes  r'e>j)eetiiV  de  AB  el  de  JîA  >er<»nt  dirij^cs  en 
>t'n>  eiuitraiies  I  un  <!<•  l'aulre. 

Si  (_)  \  el  W  (  /i\i,'-.  i4  )  sonl  dirij^és  dan? 
!<'  j)lan  de  la  pai^e  el  que  ()B  soit  siiu»'  ax^'c 
O  V  dans  un  plan  perp<'ndiculaire  à  ee  pre- 
mier plan,  mais  que  ()B  soit  dirige  </u- 
dess(/us  de  et*  plan,  «lans  celle  position  i  >\ 


Ki::.  i  V 
A 


x/ 


h 


\ 


X 


(» 


IT 


sera  l'axe  de  AB,  et  ()\'  st'ra  l'axe  «le  B\. 
(  )n  vnjt  tpi'un  verseur  sera  connu  )«  ►rs«|ue 
r«»n  donne  la  direction  de  son  axe  et 
I  auLile.  ce  derniei'  elant  eunstaminenl  ap- 
[)liqué  dans  le  sens  <le  rolalion  directe 
iiutour  do    Taxe  du    \er.seur.  Mais   il    ne   laudia   pas   «onfondie    l'auLile    du 

vei^eur,  c'<'stà-dire  Z  AOB,  aNCc  le  svmlude  AB.  c;ir  l'angle  est  une  quan- 

liti-  ordinaire  tandis  que  le  s\ml)oli»   M*.  o>l  un  «qK'rateur  i:<''nnn't  litjue  com- 
pl<'\e. 

oi.  A  l'aide  du  proccdr  de  re|H'(''s(MUer  un  verseur  j3ar  un  arc. 
el  par  stilte  un  arc  de  i;rand  cercle  sur  la  sphère  dont  le  ra\on  est 
«•^al  à  runilé  }  splière-unité  [ ,  on  ])eul  inellre  en  lumière  é\idente 
la  preuve  fpie  ^/  ntultijflirddon  drs  f/fff/(er/uo/fs  /f'rsl  i^rnri'tiir- 
ntrut  pds  co//i/)iff/f/l(\'(\ 

Soil  (/  le  verseur  de  Al>  --        _  i  fi :^\  i5  t. 

Faisons  !>(>--  Ali  (ce  (|ui,  il  laul  se  le  rappel(*r,  iinpiicjue  ([ue 
les   points  A,  B,  C  sont  situés  sur  un   même  grand  cercle);  alors 

r/  sera  aussi  représente  par       -  • 
'  '  *       ni; 
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De  même  tout  autre  verseur  r  représenté  par  DB  =  BÉ  le  sera 


par 


OB 


y  OU  par 


OE 


OD  '        OB 

La  ligne  OB  de  la  figure  est  définie  ;  elle  se  trouve  être  Tinter- 

Fig.  i5. 


section  des  plans  des  deux  verseurs,  O  étant  le  centre  de  la  sphère- 
unité. 
Cela  posé,  nous  avons 

r.ÔD=:ÔB     et     ^.ÔBrzOC; 

par  suite,  il  vient  j  q  x  (rOD)  =  OC,  et,  en  vertu  du  principe  re- 
latif à  la  propriété  associative  (*),  puisque  r.OD  et  OD  sont  des 
vecteurs,  (qr)  x  OD  =  OC  ou  bien  | 


et,  par  division , 


qrOD  z=.  OC , 


qr 


OC 
ÔD 


ce  que  Ton  pourra  désigner  par  Tare  DC. 
Mais  rqf  ainsi  qu^on  le  verra,  représente  l'arc  AE.  En  effet, 


qOA=zOB   et   rOB=:OE, 


(')  Voir  la  fin  de  ce  naméro. 


5G 

crou 
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(  )  i: 


/V/<) A    -    {){-:       cl       /V/  r , 


[  <'ii  vcrlii  (l'une  consi(l<'*riili()n  aiiulomie  à  celle  qui  précède'  [. 

Ainsi  les  deuv  Nerseurs  ///'  el  /vy,  (juoique  rej)résenlés  j^ar  di'S 
ares  é\ulennnenl  «le  même  longueur,  ne  coirespondenl  ^('lUTale- 
menl  \);i>  an  nième  plan,  et  ils  sonl  par  eonsécpienl  inéi;au\,  aus>i 
l()ni;lemps  (pie  Irurs  plans  ne  >(>nt  pas  confondus  on  parallrles. 

\'A\  lepr^seiilanl  (_) A  par  a,  nous  vovons  (pic  nous  avons  atliiii^ 
pfw  (Ir/itution.  dans  la  d(''nionslralion  pr(^'C(''denle,  les  den\  (''i;alil(''S 

<l.i"i       f/r.-y..         r.fjt  -   /'y.  a. 

('.es  acceptions  se  ra|>porlenl  an  cas  où  les  produits 

/a,      tjr.'x,      (fx      ri      /v/.a 
sont  tous  des  rrcfc/ns. 

Le  tli(''«irrme  ixprim»'*  J);h"  \i\  loiiniil** 


Oli 
(TF) 


<h: 


(  H> 


<»ii  1m<'H  pnr 


HC        hl5        DC 


[XMit  «'lr<;  loiiiHiU'  par  ItTnnni- 


l-'i;;'.  l'i. 


Si  ihtns  un  Ir'muiile  splurique  JUÎI  >  i  // j;'.  i  G  > 
<>n  cùn/ifff'f  /es  iwrscurs  rcjfrrscntt's  jxi  rh'stiit  ;> 
(h'  (Irfi.r  (It's  ro/t'S  hK.  \M.,  on  (tft/a  le  trrsn/f 
/'r///'rs('/if('  [Kir  Ir  troisiiinr  vnlv  fMl  (  <>//  p!an 
cl  on  amplitude  ),  en  prenant  le  pnniuit  {/es 
{leur  verseurs  eannus,  de  telle  sorte  {/ue  le 
/nulti/diea/ifle  ait  niètue  (trii:ine  ])  {^ue  le 
lu'/seur  pio{luit,  et  que  le  tnultipliealeur  {tit 
mènii'  e.el rén}it{^  (1  {[ue  le  verseur  pro{iuit. 


(>n  |H  lit  iMK  nie  (luinK'i' «lu  llu-oirm»' un  lia<r 
sMnln»li*ni(\  rn  <li>;inl  :  (jiu',  jxnir  allfr  <!<*  h  eu 
('..  on  pcnl   p.i'^x'r  «le  L>  en  !>,  cl  nniltiplici-  l'air 
Ncrscni"  |wnr<»nrn  par  le  \<M>rur  nnilliplii  alrur 
n'iHNscnlr  par  le  clirnnn  qn  il  ve<\e  a  laiii'  »lr  l>  «mj  (1. 

Hn    voil   qui'   les  a\r>  «U'S  veiscui?  n*rnli«Mit   en  lirii  dan^  co  llit'ortMno  ; 
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iU  ne  seront  déterminés,  au  contraire  (comme  conséquences),  que  par  le  sens 
des  rotations   dans  lequel  les  côtés  seront  décrits.  On  peut  remarquer 

néanmoins  que,  dans  la  fi^.  i6,  les  axes  de  DB,  BG,  DG  sont  tous  diri- 
gés au-dessus  du  plan  du  produit,  lorsque  OB  est  lui-même  au-dessus  de 
ce  plan. 

55.  On  peut  voir  que  CB  =  Ky,  BD  =  Kr  et  CD  =  K(^/'). 
Mais  on  a 

cb  =  Bb,CB, 

ce  qui  fournit  le  théorème  très  important 

K(gr)  —  KrKg, 

qui  se  traduit  de  la  manière  suivante  : 

Le  conjugué  du  produit  de  deux  quaternions  est  égal  au  pro- 
duit des  conjugués  des  facteurs,  multipliés  entre  eux  dans  un 
ordre  inverse. 

56.  Les  propositions  que  nous  venons  d'établir  sont  vraies  pour 
(les  quaternions  aussi  bien  que  pour  des  verseurs;  car  les  uns 
ne  se  distinguent  des  autres  que  par  ce  que,  outre  le  verseur,  ils 
renferment  un  facteur  numérique,  qui  ne  dépend  que  de  la  lon- 
gueur des  vecteurs  et  non  de  leur  direction  (n®  48). 

57.  Voyant  que  la  loi  commutative  se  trouve  en  défaut  dans  la 
multiplication  des  quaternions,  nous  nous  demandons  si  la  loi 
associative  \  est  maintenue,  c'est-à-dire  si  Ton  a 

p,qr—pq,r, 

lorsque  />,  q^  r  sont  des  quaternions.  Cette  égalité  est  démontrée 
lorsque />,  ç,  r  sont  des  quantités  numériques  ou  même  des  imagi- 
naires algébriques  ;  mais  elle  ne  saurait  être  admise  comme  évi- 
dente, lorsqu'il  s'agit  de  facteurs  qui  ne  donnent  pas  le  même  ré- 
sultat pour/î^r  et  qp. 

Nous  avons  déjà  annoncé  (à  la  suite  du  n**  49)  que  la  propriété  associa- 
tive dans  la  multiplication,  établie  par  définition  dans  le  cas  de  multipli- 
candes vecteurs,  devra  être  l'objet  d'une  démonstration  dans  le  cas  d'un 
multiplicande  quaternion. 


»d 
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\oiJS  a\<ins  en  même  temps  annonr»*  que  l'auteur  donnera  deux  démtm- 
stralions  «le  la  propriété  associative,  par  îles  méthodes  indépen^Jantes  lune 
de  l'autre. 

La  première  <le  ces  démonstrations  est  comprise  dans  les  n"'  .^8,  59.  60: 
elle  re[)«»se  Mir  «les  tliéorèm«'s  «le  la  CK-ométrie  supérieure. 

La  sccniule  démonstration  e^t  «l«''vel«»ppée  au  n"  (î|  et  aux  n"  (>i,  Co 

Sr'),  et  <'II«'  est  beaucoup  |)Ius  élémentairt^  au  jxdnl  «le  vue  «le  la  Gé«nnélrie. 

Dans  Imus  1«'s  cas,  que  l'jin  v«Miille  «lu  non  évil«M'  rétu«le  «le  la  premiéic 
«l«'s  dé'mnnstrati<»n«i,  «m  trouvera  touj«»urs  un  ;;ranfl  intérêt  «lans  Levprtsc 
«h-  la  qu«>^tinn  au  n"  58. 

L'auteur  pn'scnte  é;,'alem«Mit  «Iciix  «lémonst rations  in«l«'pen<lantes  l'une 
«le  Tautieieu  suivant  les  «leu\  métln»d«*<  précé«lenles  i  dans  l'élaLlissem»  ni 
d«*  la  pio/n'irtr  fltstrihittiK'e  de  la  niulti|>lication.  d«»nt  l«'s  r«'[)resentatiMn'« 
*•>  ml>Mlique>^  sont 


(  a 


h) 


(te 


hc     et      a  {  h  -c)  '     nb 


ac. 


Le  n'  01,  qui  traite  d«?  ra«l«liti«»n  «l«*s  ([uaternions,  c«>nslituc  un  él«'ineni 
commun  «les  «h'rnonslraliruis,  seNin  l«'s  d«Mi\  métlio«les,  «lans  rétaldi>>e- 
ment  «h*  la  propriét»'  dislrilMJli\«'. 

.*)S.  ^^oiis  reniarqueioiis  craboid  (|iie  />,  y,  /•  pciivf'nt  é'trc  ronsi- 
(l«'r«';s  coin  nu*  (les  verseurs  scnls,  cl,  par  suite,  rcprcscnt(!'s  parties 
ans   i\r.   grands   cercles.    En    «'(Tel,    dans    ré^^alilc    (pi'il    s'agit    de 


Fis.   17. 


^^-    >\        B       ./' 


W 


/  \'f'^ 


V.  r 


K 


Ncrilicr,  on  peut  sup[)rinier  les  l(uisciirs  des  lac  leurs,  puisque  ces 
tenseurs    sont   numéricpies   et,   j)ar   suite,   coniiiiutalils   clans    leur 
nuiltiplicalion  avec  les  vers«'urs. 
Soient  donc,  dans  hx  /i^\  ij, 


AU     />,    i:i)     (:\     7,    Fi:  -  /•. 
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Joi^ons  BC  el  proIongeoDs-en  le  grand  cerdie  jusifii'à  sa  ren* 

contre  en  H  avec  FE  pnilangé;  faisons  (54) 

KH:r:FÈrr:r      et      HG::::œ-ilÇ. 

Joignons  GK.  Nous  avons  alors 

Ensuite  joignons  FD  et  prolongeons  cet  arc  jusqu^à  sa  rencontre 
avec  AB  en  M.  Faisons  de  plus 

Ul-FD,    MNirzAB. 
Joignoas  NL.  Noos  avons,  par  suite, 

Pour  établir  que  p.qr  =  pq .  r,  il  suffit  donc  de  faire  voir  que  LN 
ot  KG,  décrits  suivant  la  construction  précédente,  sont  des  arcs 
i^gaux,  appartenant  à  un  même  grand  cercle  (ils  sont  d'ail- 
leurs croissants  dans  le  même  sens,  d*après  la  figure). 

La  démonstration  de  cette  proposition  devient  possible  à  Paide 
des  propriétés  fondamentales  des  courbes  connues  sous  le  nom 
de  coniques  sphértques.  Comme  ces  propriétés  ne  sont  pas,  nous 
le  présumons,  familières  à  tous  les  lecteurs,  nous  ferons,  pour  les 
«'tablir,  une  courte  digression.  Nous  suivrons,  à  cet  effet, M.  Chasles, 
(pli  les  découvrit  en  même  temps  que  Magnus. 

Dans  le  cours  de  ce  Chapitre  nous  présenterons  ensuite  une  dé* 
nionslration  de  la  propriété  associative  dans  la  multiplication,  qui 
est  indépendante  de  ce  procédé;  et,  au  Chapitre  VII,  nous  donne- 
rons ensuite,  à  Taide  de  quaternions,  la  démonstration  du  théo- 
rème que  nous  allons  établir  ici  sans  leur  secours. 

39*.  D^.Fi»iTioN.  —  Une  conique  sphérique  est  la  courbe 
d^ intersection  d'un  cane  du  second  ardre  avec  une  sphère,  le 
commet  du  cône  étant  au  centre  de  la  sphère^ 

Lemme.  —  Si  un  cône  admet  une  série  de  sections  circulaires, 
il  admettra  une  seconde  série  de  sections  circulaires,  et  deux 
cercles  quelconques,  appartenant  à  Tune  et  à  l'autre  de  ces  deux 


C)0 
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Stries,  se  Irouveronl  tous  les  deux  sur  une  même  sphère.  On  peut 
le  prouver  faeil(*menl  de  la  manière  suivante. 

Dé(  rivons  une  sphère  A,  (pii  e()U|><'  le  cnne  suivant  l'une  de  s<^s 
sériions  circulaires  (][  elle  eou[)cra  le  cùne  en  d'autres  ]>oinl>. 
({uels  (pi'ils  soient.  Soient  y>,  P  les  points  où  une  <iénéralrice  ()/>P 
du  conr  rencontre  \.  Sup[)osons  que  P  appartienne  à  C.  Alors 
Vi).0/>  sera  constant,  cl,  pui^rpic  le  j^oint  P  est  assujetti  à  de- 
meurer sur  un  j)lan,  p  sera  en  consérpience  assujetti  à  rester  sur 
une  sphère  (a)  qui  passe  par  ().  Le  lieu  i  c)  du  point  /)  est  donc 
un  cercle,  puisrpie  />  est  assnjelli  à  se  trouver  sur  linlersection 
des  deux  s]>hères  A  et  ff. 

Soit  Oy<^  un<'  autre  ^génératrice  du  cône,  y  et  ()  étant  i\c< 
[)oinls  a]>partenant  rf^spectivement  à  rel  à(].  Le  quadrilatèie  QyyP 
est  inscrit  dans  le  cercle  résullant  de  Initersection  du  plan  des 
deux  «généra triées  avec  la  sphère  A,  et  l'angle  extérieur  en  p  est 
éi:al  à  Tanule  intérieur  çn  i). 

Soient  OL  <a  OM  {Jii!'.   I  (S  )  les  dr(ul(^s  suivant  lesquelles  le  plan 

PO(^  coupe  les  deux  phins  ochf/i/es  (  (''est-îWlire  les  ])lans  menés 

par  ()  parallèlement  aux  sections  circulaires).  11  est  éNident  que 

ces  droites  seront  parallèles  r<s])ecti\ement  à  /n/  et    à  PQ.   ^ous 

avons  donc 

Z  L(  )/;  -  Z  (  >/>7  -t:  Z  0(  )1>  ^  Z  M(  )(). 

l-ii:.    iS. 


(Considérons  une  troisième  jj;éneratri<^e  ()/l\  du  cône  iji^^^  iS), 
cl  supposons  que  le  |)lan  (.)PR  coupe  les  plans  c\ cliques  respec- 
tivement en  ()/  et  Odi.  Nous  aurons  éNidcmmenl 

Z  L(  )  /      ir    Z  Y///-. 
Z.MO///       Z(HM\, 
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et  ces  angles  sont  indépendants  de  la  position  des  points  />,  P, 
pourvu  que  Q  et  R  restent  fixes. 

I  Les  angles  qpr^  QPR  étant  alors  inscrits  chacun  dans  un  seg- 
ment invariable,  le  premier  pris  dans  le  cercle  c  et  le  second  dans 
le  cercle  C.  | 

Fig.  19. 


Supposons  que  le  cône  soit  coupé  par  une  sphère  dont  le  centre 
rsl  en  O;  alors  /L,  mM  i^fig*  19)  sont  situés  respectivement  sur 
les  grands  cercles  qui  représentent  les  plans  cycliques,  et  PQR  sera 
la  conique  sphérique  résultant  de  Fintersection  du  cône  avec  la 
sphère,  ayant  le  centre  en  O.  Le  point  P  représente  la  génératrice 
OpP,  et  les  autres  points  Q,  R  représentent  les  autres  génératrices. 
Légalité  ci-dessus  entre  les  angles  LO/?  et  MOQ  s'exprime  par 

arc  PL  1=  arc  MQ, 

et  la  constance  des  angles  Lo/,  M om,  quelle  que  soit  la  généra- 
trice OP,  aura  toujours  lieu  pourvu  que  Q  et  R  restent  fixes. 

jOn  aura  /'L'=  /L,  m'M'=  /nM,  et,  par  suite,  aussi  MM'=  mm\  ...!. 

Fig.  ao. 


60.  Nous  pouvons  maintenant  appliquer  au  n^  58  les  résultais 


Cl  CM  VPITRE    II. 

(  oii^tcit«'s  <n  «IrninT  lirii.  Par  la  /f\:.  i",  nous  aM>n> 


II 


KH,     Kl)       <:\,     Mil   -  (.1^.     LM   --  VI). 


Il   s'fri-inil  f|u^'  ]..(..  (i,  D  sont  sitnrs  ^iir  un<'  ronicjue  sp}iéi'iqnt\ 

(\>>ïll    \rs    |)l.in>    (Nrll.HU'^    ^"llt    \r<    plaiH    ilf   AB   t'I    (!•'    FE,    11    OU    Vr- 

^ij|(»'  «|ii»"  [f  -iMri'i  rfrcl»'  iiN.jii'l  .«|tj>.iiin'iil  K<  I  pa^^tTa  |>ar  L.  (.«• 
•jr.ni'l    (  rr<  1»*   «^t   clui    iiinjU'*!    a|tj».«i  thiit    L^I    inlrrcrplml    sur    le 

i:ian«l  crrelr  «Ir  AI»  nu  .irr  MN  «'■::. il  à  \U  :  alu-^i  le  ^raïul  crrch-, 
ilnul  Krît  lait  paiii»'.  |)a^^r  ])ar  ^^  :  m  d'aulio  li'inu'S,  K(  r  et  1>N  sont 
(]«■*.  ,jrr>  d'un  rnrin»'  i:ran(l  c«'n;îr,  *-[  r»'"^  arcs  >oul  r^aux  enlre  ou\, 
j)iii^(jn»'  (\  ri  L  xinl   (1rs   poiuts  de  la  conicjur  >nliéri(juo. 

La  j»i  nj)i  n'h*  a^sorialn  «',  «(iiut  aiu>i  tlahln'  à  1  t'^i'ird  des  Irtn- 
1,11  hin>,  pouriM  aixMMt'Ut  >«'  i:«'M»  Ttili-^er  pour  un  iKunhre  (|uel- 
<oinpie  (!<•  larlcuis  «pial«'inu>ns.   (lar  on  a  «'•Nideuiuienl 

t/r.st       fj f  s .  t       .... 

///•  pouNanl  i:\vc  eun^id/'ié  eornuie  un  «pi.ili'rmon  à  lui  seul,  !♦*  pi\>- 
dui(   </!'  ('•laul    sup[K)>r  eilectué. 

()1.  \^\i(hlitinrf  et  par  suite  la  sof/s//(/rf/o/f  de  (juaternioiis 
>()rit  des  oprratioMs  eoiuuuilatix  es.  Ku  ellel ,  ^upp^)Sons  que  1rs 
plans  drs  druv  (pialriiiions  y  et  /•  s«'  coupent  suivant  la  droite  (  )\ 

l'i;;.   .M. 


3' 


Nous  [)ouvons  prendre  sur  cette  droite  un  certain  vecteur  OA,  et 

d('terinincr  les  Nccteurs   OB,  <)(!,   respectivement   dans  les   plans 
de  y  et  de  /*,  d'après  les  relations 


OB  —  7.UA,     OC  --  /'.OA. 
Par  suite,  cl  de  ce  que  Tadditioii  de  vcrteufs  csi  une  opération 
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commutatiye  (n®  27),  nous  avons 

(^ -+- r)  ÔÂ  =  ÔB -+- ÔC  =  ÔG  4- ÔB  =  (r -H  7)  OÂ. 

lci(q  -+-  r)OA  représente  la  diagonale  OD  du  parallélogramme 

construit  sur  OB  et  OC,  etTangle  compris  entre  ces  deux  vecteurs 
se  trouve  partagé,  par  cette  diagonale,  en  deux  parties  dont  la  gran- 
deur relative  ne  dépend  que  du  rapport  des  longueurs  de  OB  et 
de  OC,  et,  par  suite,  ne  dépend  que  du  rapport  des  tenseurs  de 
q  et  de  r. 

}En  outre  si,  du  point  O  comme  centre,  on  décrit  la  sphère- 
unité,  cette  sphère  coupera  les  plans  AOB,  AOC,  AOD  suivant 

trois  arcs  A'B',  A'C,  A'D',  qui  représentent  respectivement  les  ver- 
seurs de  7,  r,  çr  4-  r,  et,  comme  les  droites  OB,  OC,  OD  sont  situées 
dans  un  même  plan  (généralement  incliné  sur  OA),  les  extrémités 
B',  C,  D',  situées  sur  ces  droites,  seront  par  cela  même  situées  sur 
un  même  grand  cercle  de  la  sphère-unité  j.  Nous  appliquerons  cette 
remarque  lorsque,  au  numéro  suivant,  nous  établirons  la  propriété 
distributive  de  la  multiplication  des  quaternions. 

62.  Ainsi  que  nous  Tavons  fait  pour  la  propriété  associative, 
nous  donnerons  aussi  deux  démonstrations  de  la  propriété  distri- 
butive. L'une  de  ces  démonstrations  reposera  sur  rétablissement 
(qui  suivra)  de  la  possibilité  de  représenter  un  quaternion  par  une 
fonction  linéaire  de  trois  vecteurs-unité  donnés.  L'autre  démonstra- 
tion s'appuiera  sur  les  propriétés  des  coniques  sphériques,  dont 
nous  avons  déjà  fait  l'application  à  la  démonstration  de  la  propriété 
associative  de  la  multiplication.  Pour  ne  pas  perdre  de  vue  les  co- 
niques sphériques,  nous  en  ferons  d'abord  l'application. 

Soient  BA,  CA  (Jig»  22)  les  arcs  qui  représentent  les  verseurs  de 
7  et  de  r,  et  soit  bc  le  grand  cercle  dont  le  plan  est  celui  de  p.  Alors, 

si  0  est  le  centre  de  la  sphère-unité,  nous  prendrons  OA  pour  le 
vecteur  qui  doit  être  multiplié  par  IJq,  Vr  et  U(gr  -h  r),  et  ce  der- 
nier verseur  sera  représenté  par  un  arc  DA  tel  que  B,  C,  D  soient 
situés  sur  un  même  grand  cercle;  car  le  vecteur  (^-f-r)OA  se 

trouve  dans  un  même  plan  avec  q .  OA  et  r.  OA,  et  les  grandeurs  re- 
latives de  ces  arcs  BC,  DC  ne  dépendent  que  des  tenseurs  q  et  de  /*. 


(3i 
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Prolongeons   les    arcs  IjA.  DV,  (1A,  tle  manière  à  rencontrer   />' 
respectivement  en  b^  d,  r,  et  faisons 


E/>^1U,     1\/  -  I>\.     (i 


I  c 


CV. 


1^'enons  aussi 


/y'^.  --</o 


r-; 


y^- 


Les  points  E,  F,  (i,  A  (y?/,'.  22)  seront  silués  sur  une  coiii(|ne 
|>hérirpie;  les  arcs  c^cli(Jues  seront   BC  ol  ùr.    Puis,   de   ce  que 


l'^i:.'.  •::  ». 


/y'^  ^-  (l^j  --.  r-',  il  arrivera  (lue  [jE,  oE.  *'(i  prolongés  se  rencon- 
treront  en  un  même  point  11,  si  lue  é*^aI<Mnent  sur  la  conii[ue  splu'-- 
ri(|ue  (»>9*). 

Soient  J,  L,  K  les  points  où  ces  aies  ])rolong<'S  rencontrent  I)( 
nous  aurons 


Jil 


Ev-/.rv, 


LU         !•  0      :  /;L  i/y  -i-  /•  ), 

KÏI       Gy      />l  /. 


Ue  plus,  il  vient 


LJ         1)1 


KL      Cl). 


En  com|)aranl  la  ])orlion  de  la  figure  limitée  par  IIKJ  à  la  por- 
tion liniilée  par  AC1>,  nous  trouvons  rpic  (considérés  comme  Tac- 
leurs  respectifs  de  OU  et  de  ()A)  relïet  de  />L(7-t-'')  relative- 
ment àyy  L  7.y>L  /'  est  le  même  que  l'eflet  de  L  (y  -\-  /)  relativement 
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à  Vq,  Ur.  Mais  nous  avons 

(1  où 

T{q'hr)pV{q-^-r)=Tq.pl]q-hTr.pVr', 

et,  comme  les  tenseurs  sont  commutatifs  avec  tous  les  autres  fac- 
teurs, il  vient 

p{q-^r)=pq-hpr. 

On  démontrerait  de  même  que 

{q'hr)pz=zqp-^rp, 
cl,  par  suite,  en  général,  que 

{p-^q){r  -\-s)=pr-hps-{-qr-{-qs. 

63.  Les  considérations  du  n^  53  nous  montrent  qu'un  verseur, 
et  par  suite  aussi  un  quaternion,  élevé  à  des  puissances  entières 
et  positives  m  et  n,  répond  à  la  loi  des  exposants  exprimée  par 


fn  s/'  r,A  —  nfn-hn 


La  généralisation  de  cette  formule  pour  des  exposants  négatifs 
ou  fractionnaires  ne  peut  être  donnée  que  lorsque  le  sens  d'une 
puissance  négative  ou  fractionnaire  d'un  quaternion  aura  été 
iltGai. 

61,  Nous  abordons  maintenant  ]a  théorie  des  verseurs- qua- 
drants {  c'est-à-dire  des  quaternions  dont  le  tenseur  est  l'unité,  et 
qui  opèrent  la  rotation  à' un  angle  droit  dans  le  plan  du  quater- 
nion ou  du  verseur-quadrant  j.  Les  propriétés  de  ces  verseurs 
peuvent,  elles  seules,  servir  à  l'établissement  des  résultats  que 
nous  venons  d'obtenir  à  l'aide  de  la  méthode  qui  précède.  C'est, 
en  eflet,  à  l'aide  des  propriétés  des  verseurs-quadrants  que  Hamil- 
tOD,  dès  18439  fonda,  comme  par  intuition,  les  bases  du  Calcul  des 
quaternions. 

Dans  notre  exposition,  dans  les  paragraphes  suivants,  nous  au- 
rons à  poser,  par  déGnition,  certains  principes,  et  nous  nous  con- 
tenterons d'abord  de  montrer  qu'ils  conduisent  à  des  conséquences 
qui  s'accordent  entre  elles.  A  la  fin  du  Chapitre  cependant,  nous 

Tait.  —  Quaternions,  I.  5 


r-     ►    ^ 


►  .-  :  1    1-.  ..'. 


^  r  :.:.::  es.  -r^  il?  S'^nl  les  seuls  qu'il 
t    ^  i  .r.. litre.  '_t   r:.>u5  rr  produirons  à  cil 
-IJ.  :..:-;  :.\?:  r^-:.  tr».^  curieux,  par  le- 
;  .♦;!    H^rr.-ll   n   5  vs*    i.:!??-    «. .  i.  :.::r-.'    ians    la    di\iaation   de  ces 


•  •       % 


1  .  ••  V.' 


*         T- 


^i-'i.  S'iTi  "-vn-r  'iM'-  i.:'Ur  :i\-:i:5  iin  -\?U:iie  de  trois  vecteurs- 
^^l.f^••'.  [.-erj  'iidiculâire?  »  nlre  eux  «rt  avant  la  mOnie  origine,  cl 
j'-  .Ti-  nr-l<;-  {r'-MSûir'-m'jiit  ]  31  I..Ï,  K.  Suj.posons  de  plus  ciu'il? 
-■.i»rî/  di-[".-r'i  dan?  un  ordie  tri  .j-i  une  rotation  j^ositive  i  sinis- 
ff"f^i/ni  d  un  an.;!'-'  «ir-^it  awl.iur  de  I  aui/'ue  J  en  coïncidence 
1. ••r;  K.  11  ^'♦Mi^ui\ra  tiu'une  r'-t.ili-.'n  jiOsilive  dun  angle  droit 
^lut'Ojr  de  J  anu-nera  K  en  cf.unridrm  e  a\ec  I;  et  de  même,  lour- 
fi^int  autour  de  K,  ï  \ieudra  en  J. 

Pour  fixer  K.^^  id«es.  n«»us  iupjH. serons   J^  u  -  ^3    (|ue  I  soil  diri^n* 
\f:\^  l'E^t,  J  \»r-  le  Xord  et  K  \ers  le  zrnith.  D'après  cela,  il  est 

c\ident    qu  une   relation  positive   {sinis- 

tmrsitm  >    aulcuir   de   l'axe  I   amènera  la 

K  Zcm/h  ligne  J  vers  le  zénith:  et  de   même  pour 

les  rotations  autour  de  J  et  de  K. 


Il-' 


I 


Ain^i  nous  aurons 


OG.  ('ela  pose,  l'opérateur  qui  produit 
la  rotation  de  J  vers  K  est  un  verseur- 
(piadrant  {  n"  53),  et,  comme  la  rotation 
a  lieu  autour  de  1,  nous  désignerons  W 
verseur-quadrant  en  question  par  t\ 


d'où 


f  •) 


T^"'' 


K  —  /J 


Ue  mémo,  nous  pouvons  poser 


K=J 


(]'où 


(2) 


I:^/K; 
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Cl 


J  =  A^I. 


d'où 

(3) 

[NousTerons  ici  une  remarque  relativement  à  la  symétrie  du 
svslème  en  question.  Si  nous  faisons  tourner  le  système  trirec- 
taogulaire  I,  J,  K  autour  d^un  axe  qui  soit  également  incliné  sur 
chacune  des  trois  directions,  sans  que  toutefois  nous  changions 
lear  disposition  relative,  nous  pourrons  amener  I  en  coïncidence 
avec  la  direction  primitive  de  J;  dès  lors  J  se  placera  sur  la  direc- 
tion primitive  de  K,  et  K  se  placera  de  même  sur  la  direction  pri- 
mitive de  I  ;  les  équations  (i),  (2),  (3)  pourront,  après  cette  rota- 
lion,  être  établies  comme  auparavant;  seulement,  si  nous  suivons  le 
même  ordre  dans  leur  établissement,  nous  les  reproduirons  dans 
l'ordre  (a),  (3),  (i).] 

67.  D'après  les  considérations  du  n^  oO  nous  avons,  dans  le  cas 
actael, 

K    -  J  • 
cela  veut  dire  qu'il  y  a  entre  un  vecteur  dirigé  vers  le  Sud  et  un 

Fig.  2',. 

ZêniiK 
Kl 


3jranC 


autre  vecteur  dirigé  vers  le  zénith  le  même  rapport  que  celui  qui 
existe  entre  un  vecteur  dirigé  vers  le  zénith  et  un  autre  dirigé  vers 
le  Nord  {fig*  a4)-  Nous  aurons  donc 

K 


G8 
croii 


«Il  V  PITRE    II, 


(  -1  ) 


Il  nous  viendra  clc  me  nie 


-  J  ---  iK. 


d'où  (Jf^!'  2j 


(•>) 


lI'oÙ 


^0) 


/.../ 


r:. 


7~ 


—  1    -/J 


i:.*r 


;.Vr7 


1\ 


V 


■  \ 


()(S.  Les  relaliuns  i  11  el  i  A  )  donnent 

-  J     :_  /K      .-  /(  /J 


/-  ,1 


j  en  \erlu  du  principe  énoncé  à  la  lui  du  n"  oi  !. 
^suus  en  déduis()n> 


(:) 


—  I . 


De  ménie  (  2  )  cl  (j  »,  (3")  cl  (6)  donncnl 


(8) 

(y) 


/ 

A- 


--  I , 
—  1. 


Comme  l'orienlalion  du  svslèmc  lrireclan:iulaire  (I,  J,  K  ")  t.*-! 
tout  à  fait  arbitraire,  nous  en  concluons  (]ue  /c  cane  cru/i  vcr- 
scur-f/aadrant  qli:lco>qle  est  cf'alà  l' imite  ncgati^'c. 

Voici   une  autre  manière  d'établir  ce  principe;   elle  revient  jw 
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fond  à  la  précédente,  mais  elle  fait  mieux  connaître  la  nature  même 
(lu  principe  introduit  et  en  fait  ressortir  la  simplicité. 

Soit  ABA'  (Jig*  26)  un  demi-cercle,  dont  le  centre  est  O;  et 
supposons  que  OB  soit  perpendiculaire  à  AA'. 


Si  nous  posons 


OB 
OA 


il  deviendra  évident  que  q  est  un  verseur-quadrant.  Mais  nous  au- 
rons aussi  (n**»  50  et  53) 


OA/ 
ÔB 


=  q 


d*oii 


,       OA'        OB        OA' 
OB        OA        OA 


69.  Connaissant  les  valeurs  de  i^,  y^,  A**,  il  nous  reste  à  déter- 
miner les  valeurs  des  produits  deux  à  deux  de  ces  verse urs-qua- 
«irants,  car  c^est  de  ces  produits  que  dépendent  toutes  les  autres 
combinaisons,  par  multiplication  de  f ,  y ,  Ar,  en  même  temps  que 
celles  de  leurs  carrés. 

Nous  voyons,  par  exemple,  que  le  verseur-quadrant  -+-  /  {fig*  23), 
appliqué  à  un  vecteur-unité  — I  dirigé  vers  l'Ouest,  le  fait  tourner 
•  iTamène  dans  une  position  verticale  dirigée  vers  le  haut,  en  +  K  ; 
*'t,  appliqué  à  ce  dernier,  il  le  fait  tourner  et  Tamène  dans  une 
position  dirigée  vers  TEst,  en  +1;  de  sorte  que  nous  avons  évi- 
demment 

K         I 


d'où 
lio) 


-I-K""-^' 


K=/(-I)  =  ~/I, 


JO  CHAPITRE    II. 

[  l(*  signe  ( — )  moins,  clant  un  facteur  iiuniérique,  est  évidemmenl 
conimulatif  à  regard  dey.  Du  reslc  nous  pouvons,  si  cela  est  né- 
cessaire, nous  assurer  (|ue  l'on  arrive  à  un  même  résultat  en  opé- 
rant de  l'une  ou  de  l'autre  des  deux  manières  suivantes.  Le  [)r<^- 
micr  procédé  consiste  à  tourner  le  négatif  d'un  vecleur  d'un  angle 
droit  (ou  d'un  an;4le  doinié  quelconcpie);  le  second  consiste  à 
tourner  le  vecleur  lui-ménu;,  positil,  de  l'angle  donné,  et  à  ren- 
verser ensuite  le  sens  de  la  direction  (ju'il  aura  prise]. 

Opérons  maintenant  sur  les  deux  vecteurs  égaux  j  d\\  premier  cl 
du   troisième  membre  •   de  (iok  à  l'aide  du    verseur  /;  cela  nou> 

donne 

/  K  -  T  /\  -  -  j  1  )  -_  -   // .  I . 

Mais  (4  )  cl  (3)  nous  donnent 

/|V_-    -J   -    -Al; 


nous  aurons  donc,  par  comparaison. 


(/I 


Ai. 


Kn  ap|)liquant  le  principe  établi  par  définition  à  la  fin  du  n'*oi. 
nous  en  concluons  la  premièie  des  relations  suivantes 


/, 


(M) 


les  deux  autres  étant  obtenues  par  voi<^  de  SMuétrie. 

La  signification  de  ces  relations  impor- 
tantes est  1res  simple;  elle  résulte  évidem- 
ment aussi  du  mode  de  construction  que 
nous  avons  suivi  (n"ot)  pour  multi[)liei 
un  verseur  par  un  autre;  nous  pouvons 
dans  la  Jîg.  2'  suivre  le  mode  de  con- 
struction en  question,  en  l'appliquant  au 
cas  particulier  des  relations  (i<i).  Dans 
cette  figure,  les  verseurs  /,  y,  k  sont  repré- 
sentés par  des  (juadrants  dont  les  plans 
sont  mutuellement  à  angle  droit,  cl  elle  représente,  à  propremenl 
parler,   un   hémisphère,  Z  étant  au  zénith,  cl   ^J,  W,   S,   E  re- 
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présentant  les  points  nord,  ouest,  sud  et  est  de  Thorizon,  comme 
aa  n®  65. 
Ainsi,  pour  montrer  que 

if  =  k, 

appelons  O  le  centre  de  la  sphère,  et  nous  aurons  successivement 


d'o« 


y.ow=:Oz, 


ly.ow  =  i.oz  =  os  =  ^.ow. 

Noos  pouvons  aussi  appliquer,  par  voie  directe,  le  théorème  établi  au 
R*  5(,  relatif  au  produit  de  deux  verseurs.  Ainsi,  au  n**  54,  nous  avons  con- 

Fig.  28. 


sidéré  un  triangle  sphérique  quelconque  DBG  {fiff-  28),  dans  lequel 


et  nous  avons  eu 


00 


DB  =  r,     BG  =  ^  ; 


BG  X  DB  =  DG, 

q  X^  r  =  produit  qr. 
Fig.  29-, 


Assimilons  successivement  {fig-,  29»)  les  trois  triangles  sphériques  (tri- 
rectangles  ou  octants) 

WZS,  ZSE,  NWZ, 


CHAPITRE   II. 


avec  le  cas  du  irianirle  DBC,  cl  nous  aurons 


ZS  X  \\Z  =  VsS 


c'est-à-dire 


ij  = 

-/<; 

Fi;:. 

■"/■ 

' 

OU 


SE  ;     ZS  -.  Zl-     (  A^.  29^') 
/. .  /■  -  j 


Fin'.    -^')'- 


w'^J 


ou  bien 


WZ  >:  ^\\  :-  AZ    ijii:.  .>90 
J.k  ^  i. 


70.  La  fiuure  nous  donne  de  incine 


<l  ou 


/.o\  -UZ, 


/V.UN  -r  /.  OZ     -  <)!•:  --=-  0\V      —  A-.O.N. 


71.   Cela  nous  montre  fjue 


(.-.) 


1 


/A 

/•y 


-  —  /.■ 


-  —  ^ 
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Comparant  à  (ii),  nous  trouvons  que  ^ 

(  hi  =  —  ii  =^y 
(II),  (la)  j  ki  —  —ik=z/\ 

Ces  équations,  jointes  à 
(7),  (8),  (9)  £«=>*=  A-«  =  -i, 

contiennent  tout  ce  qu'il  faut  pour  fonder  la  théorie  des  quater- 
nioDs.  On  doit  remarquer  que  le  premier  des  groupes»  à  Taide  du 
second,  est  compris  dans 

(i3)  ijk=:-^i, 

car,  à  Taide  de  la  valeur  des  carrés  de  i,  j,  A:,  on  peut  avec  (i 3)  re- 
produire les  relations  (ii),  (la).  Cette  relation  (i3)  peut  s'établir 
directement  de  la  manière  suivante  :  on  a 


A^.ON^rOW, 


/A:.ON=y.OW=:OZ, 
i/k.ÔN^ij.OW^i.O 


OZ=:uS=— O.N. 


7â.  Il  nous  reste  un  pas  très  important  à  faire,  qui  consiste  à 
introduire,  par  définition,  les  principes  auxquels  nous  avons,  par 
anticipation,  fait  allusion  au  n°  6i  ;  voici  en  quoi  ils  consistent.     ' 

Jusqu'ici,  du  moins  dans  ce  Chapitre  II,  nous  avons  traité  e,  y, 
/'  comme  des  verseurs- quadrants,  et  nous  avons  appelé  I,  J,  K 
les  vecteurs-unités  perpendiculaires  entre  eux  et  perpendiculaires 
respectivement  aux  plans  des  verseurs  i^j,  k. 

Mettons  les  équations  établies  en  regard  les  unes  des  autres. 
Nous  avons 

iii)  i/  =  k, 

(i)  iJ^K, 

(12)  /i  =  —k, 

(10)  yi^-K, 

et  d'autres  groupes  d'équations  du  même  genre,  dérivés  de  ceux-ci 
par  permutation  circulaire. 


7i  CHAPITRE   II. 

Or  les  signifîcalions  que  nous  avons  données  à  /,  y,  /,  sonl  loul 
à  fait  (liirérenles  de  celles  de  I,  J,  K  ;  mais  il  n'y  a  rien  de  contra- 
dicloire  entre  ces  significations  ;  nous  pouvons  donc  laisser  d(*  colé 
remploi  des  lettres  I,  J,  K  et  ne  nous  servir  que  des  lettres  iy  j\ 
/,',  soit  dans  Ic^ir  propre  acc(^ption  ,  soit  dans  celle  des  g;randi\s 
lettres  supprimé«*s. 

Kn  d'autres  tMines,  un  vrctcur-iiiiité,  qlakd  il  joue  le  rùlk 
DE  FACTEcn,  pourm  vire  considère  comme  un  verseur-rji/adrnnf, 
dont  le  plan  est  perpenfiicuhdre  au  vecteur.  C'est  cette  pro|)o- 
silion  qui  eonslilue  l'un  des  prin<ipaux  éléments  de  la  jurande 
sinq)licilé  du  C^alcul  des  ([uaternions. 

En  v«^rlii  (le  la  proposition  du  n"7:2,  si  l'tni  rrnconlre  I<*  pro<luil  (l»*s  Jmjx 
v«*rl(.Mirs-iinitôs  I,  J,  on  remplacera  larilernenl  IJ  par  / J,  el,  en  vertu  <Jt! 
Téqualion  (i)  «lu  n''  06,  on  ohiieiKlra 

JJ  --  K. 

(lell<'  relation,  ainsi  lornu'e,  sera  ensuite  reniplacj'e  par 

ij  :  -  X , 

(tù  Ton  rei:ai<le  i,  j\  /,  lous  les  trois,  eoinnie  «le.--.  ve<'(eurs-unilés. 

On   aura  ainsi  entre   les  vcrtviirs-unitt-s   i,  /',  /  li'^  relalirjns  inènii\s  qui 

ont  él»'  établies   «Mitre  i\  j,  /»,  en  tant  (|ue  vcrscurs-tjuaftrants.,  î5a>«)ir  le> 

r«'lations  (  1 1  »,  (  r.;  ). 

Ensuite,  rjuant  aux  carrés  des  viMleurs-unili-s,   nous  nous  rappidK'rons 

que  de  (  i  )  el  (  \  ),  ou  de 

K  —  /J,     J     - .  -  /K. 

nous  avt»ns  tiré 

K  r     /(  /K  )         -  /-  K, 

«Toù 

/■-'      -  I  : 
de  même,  de 

K-    IJ,     J  :         IK 

nous  déduisons  la  relation  I-  —  —  i,  et  la  même  pour  J-  cl  pour  K'-. 
I*ar  conséciucnt.  les  relations  (jj 


ri 


r-    .    :    k' 


doiv('nt   être   rejjardées  comme   avant    lieu   pour   les   carrés  des   vccteurs- 
unitcs  i,  y,  Â,  el  par  suite  |)our  le  carré  «l'un  vecfeur-unilé  quctro/ifjuc. 

Nous  f«M'ons  maintenant    la  remarque  suivante.   Les  équatii)ns  1 1  ),  (  2  >, 
(  i  ),  (  i  ),  (*î),  (G)  ont  été  fomlées  sur   la  définition  des  trois  verseurs-qua- 
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drants  i^j,  k,  laquelle  est  d'opérer  une  rotation  en  sens  direct  autour  des 
axes  respectifs  I,  J,  K  (d'un  angle  droit  bien  entendu).'  Cette  définition, 
parement  géométrique,  considère  i,jy  k  pour  ainsi  dire  sans  signe,  et,  lors^^ 
qo'il  s*agit  de  représenter  les  verseurs-quadrants,  opérant  une  rotation  en 
sens  inverse,  on  n*est  pas  autorisé,  sans  examen  préalable,  à  représenter  ces 
verseurs-quadrants  par  — t,  — y,  — X:;  il  faudra,  à  proprement  parler,  les 
représenter  par  K(i),  K(y),  K(A'),  en  employant  la  définition  des  quaternions 
conjugués. 

Mais,  puisque  dans  les  formules  (i  i),  (12)  il  est  permis  de  regarder  {',  y,  X:, 
comme  représentant  les  vecteurs-unités  I,  J,  K,  en  d'autres  termes,  puisque 
Ton  peut  remplacer  un  verseur-quadrant  par  le  vecteur-unité  qui  est  Taxe 
fia  verseur,  il  devient  évident  que  les  axes  représentés  par  ( — I),  ( — J  ), 
(— K),  c'est-à-dire  en  définitive  par  ( —  «),  ( — y),  ( — k),  joueront  le  rôle 
des  verseurs-quadrants  K(i),  K(y),  K(A:),  lesquels  opèrent  une  rotation 
dans  le  sens  opposé  à  celles  qui  sont  opérées  respectivement  par  i,  /,  Xr. 

De  cette  manière,  une  seule  convention  est  exigée  pour  représenter,  soit 
ia  rotation  dans  le  sens  direct,  soit  la  rotation  dans  le  sens  opposé  autour 
d'un  même  axe,  cette  convention  n'étant  autre  que  celle  qui  se  rapporte  au 
signe  d'un  vecteur  (  et  il  ne  faut  pas  de  convention  nouvelle  relative  au 
signe  d'un  verseur-quadrant).  Nous  aurons  ainsi 

K(.-)=-.-,    K(/)=-y,     K{k)=~k, 

*l  '»  Jj  k,  dans  les  premiers  membres,  peuvent  être  regardés  soit  comme 
des  verseurs-quadrants,  soit  comme  des  vecteurs-unités  ;  mais,  dans  les  se- 
conds membres,  ils  seront  plus  particulièrement  des  vecteurs-unités. 

Un  vecteur  quelconque  a  pourra  toujours  être  considéré  comme  un  qua- 
lemion  dont  le  verseur  est  un  verseur-quadrant.  On  n'aura  qu'à  supposer 
s  =  f  ?~'i  «n  admettant  que  ^  et  7  soient  perpendiculaires  entre  eux  et  tous 
les  deux  perpendiculaires  à  a. 

La  décomposition  de  a  en  deux  facteurs.  Ta  et  Ua,  se  fera  alors  d'après 
les  mêmes  considérations  que  la  décomposition  d'un  quaternion  ^,  en  géné- 
ral, en  Tq  et  Vq.  Mais,  dans  le  cas  de  oc,  la  signification  de  Us  sera  à  la 
fois  celle  du  verseur-quadrant  et  celle  du  vecteur-unité  de  a. 

Les  trois  vecteurs-unités  Ua,  UP,  Uy  formeront  alors  un  système  tri- 
rectangulaire,  et  ils  seront  liés  entre  eux  parles  mêmes  relations  (1 1),  (12), 
(7)  qui  lient  entre  eux  1,  /,  k. 

Ayant  donc 

(Ua)«=^i. 
nous  en  tirons 

ï4-  =-Ua. 
Ua 

Cette  relation  nous  donne  le  moyen  d'exprimer  le  verseur  de  Vinverse 
d'an  vecteur.  En  effet,  nous  avons,  pour  l'inverse  de  a. 


-i\ 


l'où 


«'t 
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T  (  7.  -  M  —  -  - , 
1  x 


L\a 


L  a. 


Celte  dernière  rclalion  s'obtient  d'iiilleurs  par  la  dcfinilion  analytique  «le 
i  q  en  i^/Mu-ral,  laquelle  est 

(•'e«it-à-«lire  le  symbole  rj  divisé  par  la  valeur  absolue  Tcy  <lu  symbole. 
I.a  dj'linition  (n**  Vrl)  du  quaternion  ronjui;ii.''  de  </,  ou 


ilnnru' 


Iw;  =  (T<7)-Y   1,     f.   Tyi:../-'.], 


K  a  -    (  T  a  i  • .  a-'  -    —  T  a  L  a  -    —  à. 


Knfiii,  remarquons  que,  si  x,  ^i^^iSi^nl  trois  verteurs  formant  un  syslrm*^ 
Iriierlaii^'ulaiie.  mais  dont  les  lenstMn^  sont  ([uelr^inqm^'^  ;  ^i,  Ao  jdu<.  I.i 
disposition  rr/d/à'C  i\c.  U  x,  L  1^,  Ly  c>t  la  môm»*  «pie  («lie  qui  a  cl*'  indi- 
quée au  m"  (m  j)our  /,  /,  Â,  (:'«isl-à-«lirt',  par  excinpb',  que  l'y  -^oit  Taxe  de 
litlalion  (broctr  pour  faire  passer  Ua  rn  V  [i.  si  l'on  fait  déirii»*  un  an;^le 
droit  à  l   a  (  et    non    trois   ani^les  droil>  ),  aloi>,   nous  aurons,   entre  autres, 

bi  relation 

I3r     U-Ua. 

Si,  d«*  plu>,  nous  établissons  entre  les  hMi-^eurs  la  ndation 


nous  auron-^  au-^M 


*•[  par  ^uile 


on 


3-/    >  -     ■;, 


Nous  fei'ons  u^a^e  de  reMe  rebillon  au    n"  77. 


73.  Il  en  rcsiilt»'  que  /<'  proditîty  et  jutr  suite  U*  quotirut  de 
deux  recteurs  jterj^ejidi'euluii'es  entre  eux,  sera  un  tnnsiènie 
vecteur  perjtcndicuUdre  uux  deux  prenders. 

L'iiivcr>e  d'un  veclciii^  |  >c\on  la  dcfinition  (le  rinversc  crun  qiia- 
tcu'nion  donnco  au  n"  l\\  {  sera  un  vecteur  avant  la  direelion  oppo- 
sée à  celle  du  \ecteiir  direel,  et  avant  une  lon^^iienr  é\^ale  à  l'in- 
verse du  vecteur. 
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Le  conjugué  d'un  vecteur  (n®  52)  sera  le  vecteur  lui-même  di- 
rigé en  sens  contraire  de  sa  direction  primitive.  De  là  nous  tirons, 
d'après  le  n°  52, 

(Ta)«=zaKa  =  flt(— «)=— a*. 

74.  Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  démontrer  qu'e//? 
verseur  quelconque  peut  être  représenté  par  la  puissance  d'un 
vecteur-unité.  Car,  soit  a  un  vecteur  dirigé  d'une  manière  quel- 
conque perpendiculairement  au  vecteur-unité  <,  si-  Ton  pose 

^  sera  ég^l  en  longueur  à  a,  mais  perpendiculaire  en  direction 
à  a  et  à  <.  Par  suite,  nous  avons 

i*a  zzi —  a, 

«'a  =  —  ioi  =:  —  p, 

«*  a  =  —  i^  :=z  —  £*  a  r=:  a. 

Ainsi,  par  l'opération  successive  de  e,  le  vecteur  a  tourne  au- 
tour de  i  comme  axe  successivement  d'un  angle  droit  à  chaque 
roulliplication. 

On  sera  ainsi  naturellement  conduit  à  poser  par  définition 
que  /"»  sera  un  verseur,  qui  tourne  un  vecteur  quelconque  per- 
pendiculaire à  i  d'un  angle  de  rotation  égal  à  m  angles 
droits  dans  le  sens  de  la  rotation  positive,  et  autour  de  i  comme 
axe. 

Par  une  généralisation  facile  à  concevoir,  m  peut  être  admis 
comme  ayant  une  valeur  réelle  quelconque,  entière  ou  fraction- 
naire, positive  ou  négative;  car,  pour  le  dernier  cas,  on  voit  aisé- 
ment que  l'analogie  nous  conduit  à  interpréter  une  valeur  négative 
de  m  comme  correspondant  à  une  rotation  dans  le  sens  négatif. 

Il  n'est  peut-être  pas  inutile  d'ajouter  ici  une  remarque  relative  à  i'",  et 
généralement  relative  à  q"*  quand  (par  anticipation)  nous  représentons  q 
par  cosa-f-  tain  a.  On  sait  qu'en  vertu  de  (>  =  —  i  on  a  la  formule 


(cosa  -h  *  sma)"  =  cos  f j  4-  e  sm  (  i 


7 


lorsque  u,  n  sont  donnés,  entiers  et  premiers  entre  eux,  et  que  h  peut 


-8  c  II  ATM  tri:  II. 

Iircndrc  n  Naloiir?  (lilTi-iciili^s,  alin  <!«'  clnnnci-  litu  à  aulaul  <lo  <lrtoni»inali<»n-> 


// 


«listinrles  du  s»Nnn«l  iiniiihre,  ri  pai'  miiIimIo^";  «l«'(>liis,  le  second  iiicmhie 
|touvaiit  rort'voip  la  lV»iiiic 

/  //        .   .        //   ,         /  h         .    .  h  \ 

{  ny(( i  sin  a  —       <     («ts  ■>.  t:  — •-  i  mii  'Xt.  —    » 

*  n  n  '  Il  n  > 

le  lueniicr  (lc«>  laclouis  /'laiil  appolr  la  valeur  princijKiIe  «le 

// 
(  r(\>a  —  /  >in  (i  )". 

(\iAi\  |M»s<'',  la  (Itliiiilinn  «le  /'",  (lonin'e  dans  le  l«'\te,  e<)rre>j»oi>d  à  la  \a- 
leur  [)iin(ipale  de  i  ^■^^>a  —  i  <\na  i'".  dans  hu(nelle  nn  reinplaeera  a  pai-  \  tz, 
do  sorte  tpie  Ton  inMnc 

/'"       «os  j  ::/>/     -  /  sin ', -///, 

el.  fa  reinarquv  <jue  nous  aK'ons  à  faire,  c'est  ([uo  Varc  tin  verseur  i"' 
sera,  par  dèjuiifion ,  l'arc  \~nt,  el  /to/t   une  ttutre  déterniination  de 

,1  // , 

-/>/     -  7.  t:  —     • 
^  j.  n   ' 

Car,  dans  le  cas  mm  ni  s<'i"ail  inconunensurahle,  //  «Icviendrait  Iniini  «'l 

-(--") 

//  y.   ' 

dcviendiail  ess(Mili<dlenienl  indi'lorinin»^  Dans  la  inullij)lieali<>n  de  <y"  par  «y"', 
il  ne  s'agira  de  même  <pie  des  valeurs  principales.  [K)ur  leur  produit  (j"^  *".' 


75.  Xoiis  (Icduisons  i\o  là  qu'////  (jiKitcrnioii  (jitclconfjfir  j)cnl 
rire  rr/)rrsrnlé  par  la  j)uiss(in('c  fTii/i  rccfei/r,  Kn  etlVl,  on  [loiil 
choisir  le  tenseur  et  le  veeleur-unilé  (ou  verseur)  tlu  veelenr,  (h* 
manière  que.  élevés  à  la  puissance  convenable,  la  même  |>our  les 
deux,  le  premier  fournisse  le  tenseur  el  le  second  le  verseur  du  qua- 
lernion  donné.  Le  vecteur  doit,  du  reste,  être  perpendiculaire  au 
plan  du  quaternion. 

76.  Une  consé(|uence  immédiate  des  deux,  derniers  numéros 
sera  la  vérification  de  la  formule  du  n°  03,  pour  des  valeurs  quel- 
conques de  m  et  /i  ;  en  d'autres  termes,  la  loi  des  exposants  est 
observée  dans  la  multiplication  des  quaternions. 


Fig.  3o. 
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77.  JusquMci  nous  avons  traité  un  quaternion  comme  un  pro- 
duit (d'un  tenseur  par  un  verseur);  nous  allons  maintenant  le 
considérer  comme  une  somme. 

La  voie  la  plus  simple,  pour  opérer 

cette  décomposition   en   deux  termes,      r 

nous  semble  la  suivante.  j 

Soit  T^r—  le  quotient  de  deux  vecteurs      '^::^ 
OA 

et  par  conséquent  un  quaternion.  Tirons 

BC  perpendiculaire  à  OA  {fig.  3o),  pro-  ^ 

loDgé  s*il  le  faut.  Nous  avons  alors  (suivant  le  principe  établi  au 

n®  19)  la  relation  vectorielle 


OB  =  OC  4-  CB. 
Mais,  d'après  la  remarque  du  n''  23,  on  a 

ÔC^x.ÔA, 

X  étant  une  quantité  numérique  dont  le  signe  sera  celui  du  cosi- 
nus de  Tangle  AOB. 

Ensuite,  CB  jou  son  égal  OB' [est  perpendiculaire  à  OA;  le 
principe  énoncé  au  n°  73  nous  donnera  la  relation 

CB  =  yÔA, 


Y  étant  un  vecteur  perpendiculaire  à  OA  et  à  CB ,  et  par  consé- 
quent perpendiculaire  au  plan  du  quaternion,  lequel  est  celui  de 

ÔïetdeUB. 
Il  nous  vient  donc 

ÔB         ar.ÔÏH-v.ÔA 

OA  OA  ^ 

Ce  résultat  montre  qu'un  quaternion  peut  toujours  se  décomposer 
en  une  somme  de  deux  parties,  Tune  d^elles  étant  un  nombre 
I  affecté  d'un  signe  -h  ou  —  |,  l'autre  partie  étant  un  vecteur  j  au 
Chapitre  III,  n^  95,  un  calcul  plus  explicite  s'occupera  de  nouveau 
de  cette  décomposition  1.  Hamilton  désigne  les  deux  parties  d'un 
quaternion  respectivement  par  les  noms  de  scalar  et  de  vecteur. 


so 


ciiAPiTRr:  II 


cl  les  rc'pr('»^cnlc  par  les  caraclérisliqiies  S  cl  V,  préfixées  au  svnv 
Ijole  du  qualernion. 

78.    On  a  ainsi,  en  général. 
Dans  l'exemple  précédent,  où 


on 


''  "-  TTv 


nous  avons 


[(Les   poinls   iIilc^p(>^^'^   ajirès    Sy  el  A  ^y  doixenl    montrer   rpi 

l'eliel  de  S  cl  de  \    ne  s'a|)|)li(pie  qu'à  y  e!   non  pa>  à  OA  .  )] 
I^'éipKilion  eiilre  le  deuxième  el  le  troisième  mend)re  donnr 

U(.:r     Sy.ÔA", 


CB        Ny.OA. 

7ï'.    Si,   daub  la  (ii;ure  du  numéro  j»réeédenl,  nous  proloni^^eon 
HC  jusqu'en  IJ,  de  manière  que*  lUl  -^  (11),   il  nous  vient 


on 


K  y       SK7   I   ^  K  '/  ; 


par  eonséqueiil,*  on  a 


<  )i)        OC    ;-  (.:])        SI\  Y.(  '\         \  \\rjA)\, 


il'où 


oc       S!\Y.(  )\, 


Ci)       \Iv7.(»\ 


De  la  eonq)arjison  de  eelle  dernière  valeur  de  OC]  avec  celle  <.\n 
numéro  précédent  nous  déduisons 


(') 


Siv7  ~-  S  7. 


Ainsi  A'  scdhir  (ht  ronjui^uc  (T un  (jualcitfion  est  cLial  au  sralar 
(lu  qudîornioii. 
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Noas  avons  ensuite  CD  =  —  CB  par  construction ,  et  nous  en 
déduisons 

Ainsi  le  vecteur  du  conjugué  d'un  quaternion  est  égal  ▲  l'op- 
posé du  vecteur  du  quaternion. 

Nous  devons  remarquer  que  les  deux  résultats  de  ce  numéro 
>0Dt  dus  simplement  au  fait  que  les  symboles  S,  V,  K  sontcommu- 
talifs.  C'est  ainsi  que 

puisque  le  conjugué  d'un  nombre  est  évidemment  le  nombre  lui- 
méine.  En  vertu  de  la  remarque  faite  au  n°  73  sur  le  conjugué 
d'un  vecteur,  nous  avons 

VK7=-V(7=iKV(7. 
Il  vient  donc  aussi 

257  =  827,      2V7=:V27, 

Les  propriétés  des  symboles  qui  se  rapportent  aux  quaternions 
nous  rappellent  les  symboles  électifs  de  la  logique,  tels  qu'ils  sont 
donnés  dans  le  Traité  admirable  de  Boole  :  On  the  laws  of  thought 
'Sur  les  lois  de  la  pensée).  La  similitude  frappante  de  ces  deux 
\^stèmes  de  symboles,  types  de  procédés  qui  sont  au  fond  les  mêmes, 
nous  suggère  la  remarque  qu'après  tout  il  n'y  a  qu'une  science 
unique  d'Analyse  mathématique,  ayant  diverses  branches,  mais 
«  mployant  dans  chacune  d'elles  les  mêmes  procédés.  Par  l'une  de 
ses  branches,  celte  science  nous  dévoile  les  mystères  de  la  Géo- 
métrie de  position,  hors  de  la  portée  du  raisonnement  géométrique 
ordinaire  ;  par  l'autre,  elle  permet  au  logicien  d'arriver  à  des  vé- 
rités de  déduction  auxquelles  il  n'aurait  jamais  pu  atteindre  sans  le 
secours  de  Tinstrument  des  formules. 

80.  Un  vecteur  quelconque  peut  (n°*  23  et  25)  être  représenté 
par 

ix  -^jy  H-  kzy 

•r,  V,  z  étant  des  quantités  numériques  (ou  scalars)  et  /,  y,  k  pou- 
TàiT.  —  Quaternions,  I.  6 
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vanl,  en  loute  généralité,  représenter  un  système  (juelcon(|iii' 
d'unités-vccleurs  non  co|)Ianaire5,  mais  étant  supposés  ordinairr- 
ment  représenter  spécialement  un  système  d'unités-vecteurs  tri- 
rectangulaires.  De  plus,  un  scalar  pouvant  être  représenté  par  (v, 
nous  aurons,  pour  l'expression  générale  d'un  (]uaternlon  (  n'' 7S  i. 

(j  -T  sv  -t-  ix  -r-  j y   't  hz, 

(vest  ici  que  se  montre  explicitenïent  la  dépendance  de   q  do 
quatre  lïojnh/cs,  d'où  dérive  le  nom  de  (luaternion. 

Nous  voyons,  d'un  seul  coup  d'œil,  qu'une  équation,   telle  que 


'ï   -    V: 


ou 

'  I  •       f  ■      f  /       / 

q     -   U'   -1-  l.V      ~jy     •-  A -3 

implique  les  quatre  équations 


..  ' 


\v   —  tr,     a   —-.  .r,      y    —  ) 


5 


81.  Nous  sommes  actuellement  en  mesure  de  donner  une  dé- 
n)onstralion  de  la  loi  dislrlhutive  de  la  multiplication,  diOV-renti* 
de  celle  du  n«  ()1>. 

Au  n"  61  nous  avons  établi,  par  définition,  que 

a         a  a         ' 

ou  bien,  sous  une  forme  éf[uivalente,  que 


0„      1 
t 


f-Y^   '  ^(3-r-v)a-'; 


et  cela  nous  a  montré  en  quoi  consiste  l'addition  de  deux  ([ualer- 
nions. 

-\ous  pouvons  écrire  a  au  lieu  de  a~',  ce  qui  donne 

(3  4-Y)a-z=3a-4-Ya. 

Egalons  entre  eux  les  conjugués  des  deux  membres,    et  pour  cela 
rappelons-nous  le  résultat  du  n**  oo.  Nous  aurons 

Remplaçons  maintenant  t!  par  [ï -r  y,  et  développons  le  second 
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membre  par  Inapplication  de  la  forinule  qui  précède  la  dernière  ; 
nous  obtenons  la  formule 

(?  +  T)(?'H-T')  =  (?-+-ï)?'-H(?4-Y)Y'=??'-i-T?'+?ï'-+-n', 

qui  prouve  que  le  principe  de  la  multiplication  distributive  est 
applicable  à  des  vecteurs. 

II  nous  reste  à  faire  voir  que  ce  principe  est  également  appli- 
cable aux  binômes  formés  par  les  scalar  et  vecteur  d'un  quater- 
nion. 

Soient  donc  a  un  scalar,  a  un  vecteur  et  q  un  quaternion,  tous 
les  trois  étant  quelconques.  Nous  aurons 

(a  -h  a)^  =z  a<7  H-  «7. 

En  effet,  soit  ^  le  vecteur  suivant  lequel  le  plan  du  quaternion  q 
est  coupé  par  le  plan  perpendiculaire  à  a  {Jig.  3i).  Nous  pour- 


rons déterminer  deux  autres  vecteurs,  y  et  8,  tels  que 


«3 


tirailleurs  a  peut  s'écrire  -r^  :  on  a  donc 


(a-ha)7  = 


aq 


Le  conjugué,  dans  lequel  on  remplace  Kgr  par  q^ ,  —  a  par  a' 
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a  par  r/,  donnera  (n°  oo) 

On  tire  de  là  la  formule  générale 

{a  -i-  a)i  /y  -j-  3)  n-  ah  -t    a.'i  ~  a/î/  --  a3. 

Piemplaçanl  <'^  et  h  chacun  par  la  somme  de  deux  scalars,  a  cl  i 
chacun  j^ar  la  somme  de  deux  vecleurs,  nous  aurons 

i'r/i  -^    (U-"  2t, -t- a^  )  (  />, --  ^2'i~i'^i —  ^2) 

-  V  ^/,  —  ^2  !  (  /y,  -I-  A,  )  --  (V^i  —  r;,  )  (  .':J,  -1-  ;ii  ) 

(>omme  chacun  des  j)roduits  du  second  membre  est  dislributil, 
nous  pouvons  les  dé\clopper  et  grouper  les  lermcs  dans  un  autre 
ordre,  en  les  mellaril  sous  la  forme 

-    (>?, -^  ai)( />,--  'j,)  -;    («7,  -  -  X,  H  ^2--    ?/) 

Posant 


^/,-. 

-  =«i  ~  /s 

^.  -:^i^-/% 

r/2 

a.,  -    Y, 

/^2-r-3,T^_,V. 

nous  voyons  que  Ton  a 

(p  '-  q){r  -:   .s)   -  pr  -h  rjr  -1   /av  -t-  (]S. 

82.  Procédons  aclucUemenl  par  une  autre  voie  et  ahandonnons 
|)Our  quel([ue  temps  le  raisonnement  de  la  Géométrie  pure. 

JNous  allons  aborder  la  méthode  analytique,  ([ui  est  Ibndée  sut 
l'expression  d'un  qualernion  donnée  au  n*^  80,  et  sur  les  propriétés 
d'un  svstème  d'unilés-vecteurs  comprises  dans  les  fornmles  (n°7IV 

Etablissons  de  nouveau  le  résultat  du  n"  77. 

83.  Soient 

a  z^  ix  -~  jy  -\~  kz, 

jj        IJ.    ~\-  j  y   -\-  A  ^  . 

Puisque  les  produits  ou  les  quotients  dans   lesquels  entrent  des 
unités-vecteurs  «, /,  k  se  réduisent  soit  à  un  nombre,  soit  à  l'un 
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des  i,y,  A:,  nous  pouvons  prévoir  que  le  quotient  p  :  a  =  ^  sera  de 
la  forme 

'a  ^ 

(t>,  \^  74,  l^  étant  des  nombres.  Cette  équation  exprime  la  proposi- 
tion établie  au  n<>  80. 

84.  n  importe  de  connaître  les  expressions  de  co,  Ç,  tj,  !^,  en 
fonction  de  x^y^  z  et  od ^y ^  :d .  Nous  avons 

ce  qui  donne 

ix' -^rjy  -\-  kz'^z  (o)  4-Çi*_|-Tj -hÇA)(td7  -\-jy  -^  kz). 

En  substituant  à  t^,y*,  A:^,  ij,  ki,  . . .  leurs  valeurs  résultant  du 
Q^Tl,  nous  aurons  pour  le  produit  du  second  membre  le  résultat 

-4-  i(iax  -\-r\z  —  îj) 

U  convient  de  faire  observer  que  nous  avons  àii  renoncer  à  in- 
tervertir l'ordre  des  facteurs  i,  y,  A:,  pour  ne  pas  nous  exposer  à 
commettre  d'erreur. 

Si  nous  appliquons  le  principe  du  n^  80,  nous  obtiendrons  les 
quatre  équations  suivantes  : 

x':=tûX     .       -\-y\z — Çv, 

Des  trois  dernières  nous  tirons 

xx'  -^  yy  -h  zs'  ^=  u){x^  -hy^  -+•  ^'), 
ce  qui  donne  la  valeur  de  co  exprimée  en  fonction  de  Xy  y^  z  et  x\ 

xi      J 

Formant  ensuite  Çx'-i-  tj^-i-  Ç^  avec  les  trois  mêmes  dernières 
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cqualions  cl  ap[)liquanl  la  première,  on  oljlicnl 


:.('  '■'  -r,)-  -\-  Zz  —  o. 


A  l'aide  de  colle  éqnalion  cl  de  la  première,  on  trouve  que 


yz  --  z\  z.v        jz         ./■>   —  >  ./•         ./•- -    >  - --  z- 

el  la  valeur  commune  des  trois  premiers  membres  est  facilement 
obtenue. 

i  Ainsi  le  (piatrièmc  membre  s'obtient  en  sub^tiluanl  dans  Tun 
quelconque  des  trois  premiers  mendires  b*s  valeurs  trouvées  ci- 
dessus  ])our  x\  y\  z' y  et  en  a|q)li(piant  la  première  des  équations 
à  la  réduclion  des  résultats,  j 

Il  n'est  pas  diflicib!  d'interprél<'r  ces  résultats,  en  c«)nsid('*ranl 
les  J'y  ^'y  ^,  .  .  .  comme  des  coordonnées;  mais  la  mi'tliodc  des 
quati'rnions  nous  fournira  un  mode  (rinlerprélalion  beaucoup  plu^ 
simple,  ainsi  que  nous  le  verrons  au  Chapitre  suivant,  ^ous  nous 
rappellerons  ces  j'ésuUals  ipiand  l'occasion  s'en  |)résentera. 

80.  La  propriété  associative  de  la  multiplication  peut  s'établir 
maintenant  à  l'aide  de  la  propriété  distributive  (  n"  81  ).  Nous  en 
proposerons  la  preu>('  comme  exercice  au  lecteur.  11  sufiira  d'ef- 
fectuer la  mullipbcalion  des  trois  facteurs 


i\- 


•  •  /  f  '  f  *  t  Et  ff  m  r>  '  t*  W  w 

f  r  -     /  y   -  fi  z  ,      \\    -'    i.r  --  y  r  -:- /,  z  ,      {y     .lu-  ~    /y      -hz 


de  deux  manières  différentes  :  la  première  consistera  à  efl'ecluer 
la  multiplication  du  troisième  facteur  par  le  deuxième,  et  à  mul- 
tiplier ensuite  le  produit  par  le  premier  facteur.  Le  second  pro- 
cédé consistera  à  eirectuer  la  multiplication  du  deuxiènu*  des  f.ic- 
leurs  parle  premier  et  à  prendre  le  produit  pour  inulli]dicateur  du 
troisième  facteur. 

Il  est  inutile  d'ajouter  que  Ton  devra,  dans  toutes  ces  ojiérations, 
placer  le  vecteur  multiplicateur  à  la  gauche  du  multiplicande.  Les 
deux  résultats  obtenus  se  trouveront  être  identiques  j  après  réduc- 
lion à  l'aide  des  formules  du  n"  71  j. 

8G.  Avec  les  expressions  de  a,  [i  du  n*'  83  nous  aurons,  pour  leur 
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produit, 

a?  =  ( ix-^jy -H  kz){^ix' -^jf  -h  kz') 
=r  —  {xx'  -H yy  H-  zz') 

-+-  '(j-^'  —  zf)  H- / (sx'  —  xz')  +  /f (ory  — /j:'). 

Mais  nous  avons  aussi 

^7.^z~-{x'x  -^yy-^-z^ z) 

-  /(r^'  -  zy)  --j\zx^^xz^)  -  A:(^/-jx'). 

Ces  expressions  ne  diffèrent  que  par  le  signe  des  parties  vecto- 
rielles. 
Nous  en  déduisons 

(I)  S?i3=S«?, 

(3)  ap  +  pi  =  îïSa?, 

\\)  ap  — Pfli  =  2Va?; 

et  enfin,  par  le  n*>  79, 

87.  Si  a  =  p,  nous  aurons  (n*»  25) 

x=x\   y=y,   -  =  -', 

et  il  viendra 

a.3  =  ^a  =  *«  =  --  (  ^*  4-  j«  4-  5«  ) , 

résultat  que  nous  avions  établi  par  anticipation  au  n®  73,  où  nous 
avons  trouvé  que 

(T«)«=-a«, 

et  jusqu'à  un  certain  point  au  n*  25. 

88.  Soient  9  et  r  deux  quaternions.  Il  nous  vient 

S<7r  =  S(S7-hVç)(Sr  +  Vr) 

d'où  nous  concluons,  en  observant  que  les  termes  du  milieu  sont 
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(les  vcclciirs, 

s  y/-  —  Sy  S/"  -r-  S  \  V/  \'/' 

On  trouve  de  la  même  manière  r|iie 

S  ni  ==  S  /'  S  <!   '-  S  \ r  \  -/. 
Mais,  comme  par  (  i)  du  n**  80  nous  avons 

nous  oblenons 

(i)  S/v/  -  ><n\ 

Corniule  (jui  esl  d'une  certaine  iniporlanee. 

On  peut  la  i;énéraliser  pour  w\\  noni])r(*  (piolcomjue  de  (aclrii:  -. 
Ain>i,  /'étant  arnilrairc,  on  p^'ul  le  remplacer  par  /.v,  d'où 

S  /"'.y    -  S  y/'..-  ■■    S.V'//'. 

On  ])eul  donc   énoiîcer  le  théorème,  (mi  disant  que  /•'  sral'tr  '!i' 
l>r(Kluil    ftu'Dir  pur  jtlusintrs  fdclcurs  (jimtcniinn-,  //r  (h'-pm 
(jiic  <lc  rttvtlrc  cvclifinc  tlufis  Ic/jin'l  l<\<  ft/chnirs  so/ff  (iirtut^»  s. 

8;K  L'a])plication  de  ce   lliéorème  au   produit  de  trois  racl:'u  - 
vecleurs  nous  donne 

Il  II  I  t 

Or  nous  savons  aussi  (pic 


Vit'  I    t 


imisqne  a  S  |jy  est  un  vt^cteur,  et  «itic,  par  siiiu-,  sou  scalar  esl  nsi!. 
Kl,  coiiiinc  ce  résulliil  peut  s'écrire,  d'après  l'équalion  l'i  •':' 
n"  80, 

-  -SnSv>  .-Vv?) 

nous  voyons  que  le  scalar  du  produit  des  trois  vecteurs  change  d.' 
signe  lorsque  Tordre  cycliciue  des  facteurs  est  altéré. 

Plus  tard  nous  donnerons  d'autres  propositions,  en  poursuivanl 
la  voie  que  nous  venons  d'ouvrir;  nous  réservons  ce  Chapitre  à  Téta- 
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blissement  des  formules  fondamentales  sous  la  forme  la  plus  concise 
possible. 

90.  Par  (4)  du  n*  86  nous  avons 

d  où  nous  tirons,  en  multipliant  par  a  et  en  prenant  le  vecteur, 

puis,  en  introduisant  dans  le  second  membre  le  terme 

VpaY  — VpaY, 

qui  est  identiquement  nul, 

2 V  ( a  V ?Y  )  =  Va?Y  4-  V  pa-;  —  V  pay  —  \ol^(^ 

zziV(a?H-?a)Y  -  Vp(SaY  4- Va-;) 

-V(Sav-hVaY):^.; 
mais,  comme 

V(pVaY)-HV(VaY.p)=:o 

d'après  (a)  du  n**86,  Téquation  se  réduit  à 

2V(aV?v)=V(2Sa?)Y-V?(2SaY), 
et  donne 

II)  V(aV?v)  =  YSa?-?SaY. 

formule  d'un  emploi  continuel. 
J  Écrivons  la  formule  (i)  pour  p,  y>  û  ;  nous  avons 

V(t3VY6)  =  SSpY-TSp8. 
Traiiant  les  deux  membres  par  S. a,  le  premier  membre  sera 

S.aV(?VYo)  =  S(a?VYO)  =  SVa?VY8; 
d'où  la  formule 

'ibà)  S  Va?  Vyo  =  Sao  S?Y  —  SaY  Spo, 

qiïi  csi  d'un  emploi  fréquent.  { 
Ajoutons  aSPY  ^^^  deux  membres,  le  premier  membre  devient 


S  I 

I 
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A  a[jY?  <^'<^  sorlc  (|uc 

Oïl  voit  que  "  et  a  peuvcnl  ctre   pornuilés,   sans    que  le  second 
membre  en  soit  alléré.  Celle  remarque  donne  la  formule 

1 1  il' 

([ui  pcul  être  généralisée. 

$)] .  NoiHS  avons  aussi 

Vit.'  \     1        • 

Jlu  regardant  A  a  j  du  premier  membre,  et  A  y'^  du  second  nifrubrc 
comme  des  vect(îurs  sim])les,  en  appliquant  (  i)  du  nuuîéro  précc- 
denl  et  en  nous  rapptdant  les  résultais  du  n"  H{),  nous  obtenons 

ou  bien 

Nous  en  lirons  la  formubî 

(3)  oSx'i-        aS^Y^-t-  ^S-a^  -,-  -'S:('io. 

qui  c>l  très  utile,  en  ce  qu'ebe   sert  à  (^xj>rimer  un   v<  cleur  o,  à 
Taide  de  trois  autres  vecteurs  a,  j,  ^\ 

•  Lorsque  les  tioi^^  \0('l<'nrs  a,  3,  y  ToinieiU  un  svsfr/^ie  ti'ircctangulairc. 
i\  tenseurs  qnrlccuKpio^,  l'équation  (  ii  peut  s'('iriio 


s  :-  a  Sa-'  s  -     ^"'.  "^  "-i    '  '^  -     "  '^-'-  ' 


J]n  eiïet,  (Hi  a,  <l'a])rès  nutie  livpr.tlit>e, 


S  7.';.-   --  T  a  T  3  T  Y  S  l  a  l  3  l  Y      —  T  a  T  3  T 
S  3y'>       t  3  Ty  s  '>U  3  l  Y       T  3  T  y  S  .  l  a 


d'où  (n"  72,  note  A  ) 


S3vo  ./Ta 


-  -^'^    --S     --.si  -  S. 
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et  ainsi  de  même  des  coefficients  de  ^  et  de  y-  II  ^^  résulte  aussi  que 

.3')  p  =  -UaSpUa— U?SpU3  — UySpUY, 

lorsque  Ua,  Up,  U^  sont  trirectangulaires,  bien  entendu.  } 

92.  La  construction  du  n**23  nous  a  fait  entrevoir  que  la  for- 
mule (3),  que  nous  venons  d*obtenir,  est  possible. 

Pour  montrer  Temploi  d^une  méthode  entièrement  différente  de 
celle  qui  nous  a  donné  notre  formule,  nous  allons  chercher  une 
autre  expression  du  même  genre. 

Soient  a,  ^,  y  trois  vecteurs  donnés.  Nous  pouvons  en  déduire 
les  vecteurs  Va^,  Vya,  V^y,  et  ces  derniers  ne  seront  générale- 
ment pas  coplanaires.  On  peut  donc  se  proposer  d'exprimer,  à 
leur  aide,  un  quatrième  vecteur  S,  et  Ton  sait  que  cette  expression 
sera  la  somme  des  trois  vecteurs  auxiliaires,  multipliés  respective- 
ment par  un  scalar  (n^  23). 

Nous  poserons  donc 

S  izz  a;  Va?  4-7  V?Y -+- -5  V^a; 
alors 

et  les  termes  en  ^  et  en  2  disparaissent,  puisque 

SyVPy  =  St?y=-S?t»  =  y*S?=:o, 

attendu  que  v^  (n*  73)  est  un  nombre. 
On  a  de  même 

cl 

S«5=i  rSa?Yî 
il  en  résulte  que 

{\)  eSapY-Va?SY8-hV?YS«-hVYxS?8. 

1  Celle  formule  devient  (3')  pour  a=i,  ^=7,  Y  =  A:,  puisque 
\ij  =  A,  . . . ,  Cl  S ijk  =  —  I . 


La  DOlatioQ 

a  =  ^  V  ?Y  -^7  Vyx  -4-  z  Va? 

nous  semblerait  plus  naturelle. 
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Nous  ferons  à  ce  siijor,  et  au  sujet  «le  quelques  autres  formules  [que- 
lions  (())  el  (9)  annexées  au  Clia[).  II,  et  questir»n  :j  annexée  au  Chap.IIl  | 
la  remarque  i^t'-nérale,  que  c'est  peut-être  à  dessein  que  j'auleur  a  a<l<>|itr 
une  ncttatinn  qui  dévie  de  l'ordre  eyclirjue  le  plus  sinq)le,  afin  de  fixer  da- 
vantage l'attention  sur  la  composition  <Ies  formules.  < 

9i.  Nous  terminerons  ec  Clinpitrc  en  réijlisanl  la  promesse  que 
nous  avons  faite  au  n°  Gi.  Les  prinei[>es  dont  il  s'ai^issait,  el  don! 
nous  avons  vu  Tavanlage  el  ropporlunité,  consistent  en  ce  que  : 

1°  Le  produit  de  deux  vecteurs  parallèles  est  une  quantité  nu- 
mérique ; 

2^  Le  produit  de  deux  vecteurs  perpendiculaires  entre  eux  e^! 
un  troisième  Necteur  p(Mq)endiculaire  à  elineun  des  deux  facteurs. 

Il  nous  reste  à  faire  \oir  que  ra<lmission  do  ces  deux  principes 
est  inévitable  et  absolument  nécessaire,  si  \c  calcul  des  quaternions 
doit  être  ap])licable,  d'a])rès  les  mém(^s  règles,  indistinctement  à 
toutes  les  directions  de  l'c^space.  Voici  le  raisonnement  quelque 
peu  réduit  de  HamIIton. 

Vdmellons  (pie  dans  rcs[)ace  aucune  direction  n'ait  une  impor- 
tance prédominante,  ci  suj)[)Osons  en  outre  (pie  le  [)roduit  de 
deux  vecteurs  soit  un  élément  \ariable,  en  ce  sens  que  le  produit 
varie,  r[uant  à  la  (puantité,  lorsrpie  les  facteurs  varient,  et  que  1** 
sii;ne  en  change  aussi  lors([ue  Tun  des  facteurs  cliani;e  de  sii;ne. 
Cela  posé,  Iors([ue  les  deux  vecteurs  sont  parallèles,  leur  produit 
ne  peut,  ni  dans  son  ensendjle,  ni  dans  liine  de  ses  parties,  éln* 
dé])endant  d'un  V(^cleur,  qui  am'ait  une  certaine  inclinaison  par 
rapjîort  à  l'un  ou  à  l'autre  des  facteurs  :  car  il  n'y  aurait  pas  de 
raison  pour  (pie  ce  vecteur  eut  telle  direction  ]>lulot  (jiie  telle 
autre.  Ce  vecteur  ne  peut  pas  être  parallèle  aux  deux  facteurs  :  car 
si  l'on  change  le  sii;n(.'  de  tous  les  deux  leur  j)roduit  reste  le 
même  ;  mais  le  système  entier  aura  été  interverti  par  le  cliani^^e- 
ment  de  signe  des  facteurs,  et  il  faudrait  donc  (jue  le  vecteur  C(^m- 
pris  dans  le  produit  eut  aussi  été  interverti  quant  à  sa  direction. 
Ce  vecteur  ne  peut  donc  être  que  nul,  et  le  produit  sera  une  quan- 
tité numérique. 

Considérant  maintenant  le  cas  de  deux  vecteurs  perpendicu- 
laires entre  eux,  on  trouvera  cjue  leur  produit  ne  peut  pas  être  un 
nombre,  ni  partiellement  ni  en  totalité  :  car,  si  Ton  intervertit  le 
sens  de  direction  de  l'un  d'eux,  le  signe  du  nombre  devra   chan- 
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ger.  D^un  autre  côté,  intervertir  le  sens  de  V\in  des  vecteurs  revient 
à  une  rotation  de  deux  angles  droits  de  ce  vecteur  autour  de 
l'autre  qui  le  rencontre  à  angle  droit,  et  le  produit,  s^il  contient  un 
nombre,  devra  rester  inaltéré,  quant  à  ce  nombre,  puisque  par 
hypothèse  Tespace  est  symétrique  par  rapport  aux  deux  vecteurs 
(tant  dans  leur  position  primitive  que  dans  celles  qu*ils  auront 
après  l'interversion  de  Tun  d'eux).  Le  produit  de  deux  vec- 
teurs perpendiculaires  entre  eux  ne  pourra  donc  être  qu'un  vec- 
teur. Un  raisonnement  analogue  fera  voir  que  ce  vecteur  ne  pourra 
t'tre  que  perpendiculaire  aux  deux  facteurs  du  produit. 

Il  sera  aisé  de  continuer  ce  genre  de  raisonnement;  mais  nous 
pensons  que  nous  en  avons  donné  un  exemple  suffisant  pour  en 
faire  ressortir  tout  le  caractère. 

Dans  un  Mémoire  inséré  dans  le  Tome  XXVII,  II*  Partie  des  Transac- 
tions de  la  Société  Royale  d'Edimbourg  (et  dans  une  addition  à  ce  Mé- 
moire, inséré  dans  le  tome  XXVIII  des  mêmes  Transactions  de  la  Société 
Royale  d'Edimbourg),  et  ayant  pour  titre  :  De  l'établissement  desprin- 
cipes  élémentaires  des  guaternions,  sur  une  base  analytique,  le  traduc- 
teur a  été  conduit  à  mettre  en  formule,  pour  ainsi  dire,  les  raisonnements 
du  n*  93.  Il  a  pris  pour  point  de  départ  un  principe  dont  l'énoncé  est  le 
suivant  :  Quel  que  soit  le  système  des  directions  des  composantes  des 
vecteurs-facteurs,  le  produit  de  ces  facteurs  devra  être  réductible  à 
une  seule  et  même  expression  (laquelle  est  un  quaternion). 

On  sait,  en  effet,  qu*un  vecteur  donné  quelconque  est  exprimable  par  la 
somme  de  trois  composantes  (somme  effectuée  d'après  la  règle  de  l'addi- 
tion des  vecteurs);  et  il  est  évident  que,  lorsque  le  système  des  directions 
des  composantes  varie,  les  valeurs  des  composantes  varieront  aussi,  pen- 
dant que  leur  somme  (vectorielle)  reste  invariable  et  égale  à  la  diagonale 
du  parallélépipède,  dont  les  arêtes  sont  parallèles  aux  composantes. 

Le  principe  en  question  sous-cntend  d'ailleurs  que  le  produit  des  expres- 
sions en  polynômes  des  facteurs  soit  effectué,  d'après  la  règle  de  la  multi- 
plication algébrique  des  polynômes,  que  Ton  subordonne  à  la  condition  de 
ne  pas  intervertir  Tordre  des  facteurs- vecteurs  partiels. 

Four  entrer  en  matière,  il  convient  de  traiter  d'abord  le  cas  de  deux 
facteurs,  p  et  m,  lorsque  ces  vecteurs  sont  fournis  d'un  côté  par  les  expres- 
sions (i),  où 

•  I)  p  =  TpUp,     et    m  =  TBj(Upcosa-i- Uffsina), 

l  p  et  Vi  étant  perpendiculaires  entre  eux  et  comprenant  w  dans  leur 
plan;  de  l'autre  côté  par  les  expressions  (2),  où 

^ î  )  p  =:  ia  -^  fb  -^  kcj    m  =  ix-^-  /y  h-  kjs. 


Oi 
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E)t'ML;nons  rr-i|»('(li\cnnMU  pnr  \\  o{  Qj  le*  j)io<luils  ilrvt*l«»|»[)(.'s  do  zr^  ,( 
(lo  ttt:/,  lors(|u<'  p  cl  m  >nnl  oxpriim's  jnir  les  furmulos  (i );  et  rppré>»MUnn«» 
(lo  même  c»*s  prcMluits  par  1*2  vl  par  (J>2,  l<)i*>quc  o  cl  w  sont  <'\prim«'s  p.n  1»- 
rorinult's  (  >.  )  ;  l<'s  (k'v('l()|)pcimMits  si»nl  .siippnx-s  en'octU(''>  «rainC"*  le*  n'ul»*. 

C(M[uo  nous  nous  pr<>j)()Son*^.  c'c-t  <1«^  l«'*t^ilimor  la  rô^^lf  «le  la  multipliratifU 
ali;ôl)riqiJO  ap|)rh[U(''(*  aux  oxpressions  en  pûlMiùims  de  ve«'l(Mirs,  «i  la  ques- 
tion pour  nous  eonsisi(î  dans  la  «lélerminalion  des  r( dations  à  élaldir  i-ntre 
l<*s  produits  p.uticds  des  unilés-veeieurs  [  p,  L' 7,  i.j,  /»-,  en  \ertu  dexju»  Mi- 
les ('\j)re-'-«ions  P,  et  <Ji  tlevîennent  r<'--|)i.'etivenienl  égales  à  f*2  et  i}^  et  ré- 
eiproquenient. 

Nous  ne  nous  appli([uon>  pas  à  re(  lierc  lier  ^^'il  [lourrail  e\i>ter  d'aulrt-s 
solutiims  en  d«lior>  «le  la  solution  due  à  lïauiillon.  11  nous  sera  iloui'  pei- 
mi''  de  limiter  notre  proldènn'  à  la  reelieielic  i\c>  conditions  en  veitu  de^- 
(pielles  sont  rditenues  les  éi;alité> 


(  i» 


1^    <}l    1*1-^  <h. 


La  picinière  de  ees  ((>n<litions  eonliendia  les  e<Mnl>inaisons  sui\anle> 


(  >  ) 


l  >  l  7       l  7  l   s, 


et  les  trois  i  <.)ml)inaison>  analogues  entre  /.  /,  /",  ou 


(5') 


JA  -    /y.     A f  —  l'A,     ij      ji. 


Dans  la  condition  (  \  )  les  coinhinaison»  cntjc  l  p,  l  j  et  entre  /,  /,  A  se- 
ront de  deux  s^Mte*^.  <ie  'onl  d'abord 


•  0) 


l  s  Lt-t-  ItI  p, 


<*t  les  ti'ois  condu'naisons  analo^Mies 


(6'; 


jA    \-  Aj\     Al  -i    //.,     '/  -t-  //, 


puis  les  combinai«ion> 


7> 


(Ipi^     iK    j\     /.^ 


l>'i<lentilé  exprimée  par  la  «ondition  (3)  se  fera,  comme  |)ar  intuilionf  si 
roii  établit,  entre  les  combinaisons  (  >j  et  (  V),  les  relations  (81  suivantes, 
où  L't  devra  rejjrésenter  un  vecteur-unité  perpendiculaire  au  ])laii  des  fac- 
teurs pjTîT,  et  déterminé  quant  à  son  sens  de  direction  positive,  «le  telle  manière 
que  le  système  trirectan^'ulaire  \}o^  IJ  7,  Ut  soit,  quant  à  ses  |)arlie5  posi- 
tives, superposable  aux  parties  [)ositives  du  système  f ,  y ,  A".  Ces  relation^ 
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sont  donc 

A:*  —  ik  =  2^y, 

Cela  posé,  on  arrive  facilement  à  la  conclusion  que  la  valeur  de  g  no 
devra  dépendre  d'aucune  direction  particulière  et  qu'elle  devra  par  consé- 
quent être  numérique. 

L'identification  des  conditions  (4)  conduit,  par  diverses  considérations, 
à  l'admission  successive  de  conclusions  d'après  lesquelles  les  combinai- 
sons (6)  et  (6')  :  i"  doivent  être  indépendantes  de  toute  direction  ;  a"  doivent 
avoir  toutes  une  même  valeur  numérique,  et  enfin  3^  que  cette  valeur  ne 
pourra  être  autre  que  zéro. 

Quant  aux  combinaisons  (7),  on  est  conduit  à  admettre  qu'elles  ne  pour- 
ront avoir  qu'une  valeur  numérique,  la  même  pour  toutes;  provisoirement 
nous  désignerons  cette  valeur  commune  par  h. 

Nous  arriverons  ainsi  à  écrire  les  relations 

UpU<x  =  -U(jUp  =  ^UT, 
ik=~~kj  =  gi, 
'  ki=    -  ik  =  gj, 
ij  =^—ji  =gk. 

Uo)  Up2=  i4=y«  =  A«  =  A. 

L'identiHcation  des  conditions  (3)  et  (4)  est  ainsi  opérée  par  l'admission 
en  principe  des  relations  (9)  et  (10).  Nous  avons  en  conséquence 

!0TB  =  TpTro(A  cosK-h^UTsina)  =  Pj, 
mp  =  Tp  Tm(A  cosm  —  ^  Ux  sina)  =  Qj. 

U  s'agit  maintenant  de  fixer  les  valeurs  de  g  et  de  h.  Nous  laissons  en 
dehors  de  toute  considération  les  valeurs  imaginaires  qui  pourraient  peut- 
être  exister  pour  ces  quantités,  et  nous  ne  nous  occuperons  que  des  valeurs 
réelles  qu'elles  peuvent  avoir.  Grâce  à  cette  restriction,  il  nous  sera  permis 
d'invoquer  le  principe  essentiel  d'après  lequel  la  valeur  absolue  d'un  pro- 
dail  doit  être  égale  au  produit  des  valeurs  absolues  des  facteurs. 

Appliquant  ce  principe  aux  relations  (9)  et  (xo),  nous  trouvons  que  les 
valeurs  absolues  de  ^  et  de  A  doivent  être  égales  à  l'unité. 

Pour  ce  qui,  concerne  la  valeur  même  de  gj  le  choix  entre  les  valeui^ 
4. 1  00  —  I  est  arbitraire  au  fond,  mais  il  est  naturel  que  l'on  accorde  la 
préférence  k  la  valeur 

Quant  à  la  valeur  analytique  de  A,  nous  n'avons  de  guide,  pour  fixer 
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notre  rli<»ix,  que  lorsqutî  nous  prenons  en  considération  un  produit  dr 
jfhts  de  deux  facteurs  vecteurs.  Dans  tous  les  cas  nous  admettrons  que  le 
carré  de  h  (ainsi  ([ue  celui  de  .ç-)  soil  éiral  à  l'unité  positive,  jïuisquc  nnii- 
rejetons  les  solutions  iniai^inaircs  pour  .a'  <'l  h. 

Considérons  donc  le  résultat  de  la  multiplication  des  deu\  produit*?  p^ 
et  Tïïv,  et  efi'eetuons  ce  produit  à  l'aide  des  e\pies>iuns  (n).  ^ous  pnti\i»!i- 
>  appliquer  la  régule  de  la  multiplication  algébrique  ordinaire.  .NoU'»  auron- 

alors 

(  sm  )  X  (  T770  )  =  (  T  p  T  77T )-  (  // -  cos2  u  —  hfr-  sin-  u  '). 

A  cette  relation  nous  appliquerons  le  princii)e  relatif  aux  \aleur«i  abso- 
lues du  produit  et  des  facteurs.  Puisque  (Tp  Ter;- est  la  valeur  absolue  <le- 
lacleurs  et,  par  suite,  du  produit,  (;t  comme  nous  admettons  que 

nous  aurons  la  condition 

T(C()>2/i  —  Il  s\\\-  U)  -   \ . 

Cette  condition  devra  être  Nérifice  (juelle  (pie  soit  la  \aleur  de  l'angle  u. 
\ous  poserons  donc  (h  n'étant  pa<  imaginaire) 

(  vi^i>'-  n  -     A  sin-  u  f  —  i  -    o. 

(^:tle  équation  se  IranslVu'me  en 

-  [  Il  —  \  )  <\  n  -  n[}.     -  I  A  -    I  )  sin  2  //  ]  zz~  o  ; 

par  suite,  la  seule  sidution  satisfaisante  sera 

A-    -1, 

ce  qui  transforme  les  égalilés  (lo)  en 

V  f-  i^^  j'^^  h^^  —  u   .... 


QUESTIONS   rUOrOSÉKS  RELATIMiS  Al    CIIAl'lTHE  II. 

1.  La  connexion  qtii  existe  entre  un  triangle  sphérique  et  son 
polaire  doit  évideniinenl  donner  le  moven  de  transformer  un 
sNStènie  de  verseurs  représenté  par  les  cotes  du  triangle  en  un 
autre,  où  ces  \(?rseiirs  sont  représentés  par  les  angles  du  triangle 
polaire,  ou  sont  exprimés  en  fonction  de  ces  angles. 

Démontrer,  par  voie  directe,  que  le  produit  de  deux  verseurs. 
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représentés  par  deux  angles  d'un  triangle  sphérique ,  est  égal 
au  supplément  du  troisième  angle.  Déterminer  la  règle  à  suivre 
relativement  at/  sens  de  la  direction  dans  lequel  ces  angles  doivent 
être  mesurés. 

2.  Sur  la  solution  de  la  question  précédente,  fonder  une  nou- 
velle preuve  de  la  non-égalité  des  deux  produits 

pq     et     qp» 

3.  A  l'aide  de  la  même  solution,  montrer  que  la  preuve  donnée 
au  n*  o7  de  la  propriété  associative  de  la  multiplication  peut  être 
basée  sur  la  proposition  suivante  :  Si  d'un  point  quelconque  de 
la  sphère  on  tire  des  arcs  de  grand  cercle  tangents  à  une  co- 
nique sphérique,  en  même  temps  que  des  arcs  de  grand  cercle 
aux  points  focaux,  les  inclinaisons  des  plans  des  premiers  arcs 
sur  les  plans  des  deux  derniers  seront  deux  à  deux  égales  entre 
elles. 

4.  Établir  les  formules 

5.  Démontrer  que,  quel  que  soit  le  nombre  impair  de  vecteurs 
représentés  par  a,  ^,  y,  . . .,  on  a  toujours 

VÇTjeoYPa  r^iVaPY^eT)?,  .... 

6.  Montrer  que 

S.VapVpYVY«  =  — (SapY)', 

V.V«?VPYVY«=:VaP(Y«Sa?-S?YSYa)4-..., 
Cl 

V.(Va?V.VPYVY«)  =  (pSaY— aSpY)Sa?Y- 

7.  Soient  a,  p,  y  des  vecteurs  quelconques,  mais  perpendicu* 
laires  entre  eux;  faire  voir  que 

(a»-h  p»4-  Y»)  S.a?Y  =  «*  VPy  -+-  P*  Vy«  H-  Y*  Va?. 
Tait.  —  Quaternions,  I.  7 
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8.  Soient  a,  j.  y  ti'ois  vecleurs  non  coplanaircs,  trouver  les  re- 
liilions  qui  doivent  exister  entre  les  six  scalars  .r,  >*,  w.,  ;,  r,.  v 
lorsqu'ils  sont  liés  entre  eux.  par  ré(juation 


C7. 


y'i, 


\  \  :i- 


-  T,    \  -'7. 


-  r  \  ai. 


U.  Soiriit  a,  j,  Y  des  vecteurs  quelconques  non  coplanaircs:  il 
^  îigil  d'exj)rimer  un  quatririne  vecleur  o  à  l'aide  de  chacun  de 
^\  stènies  d(.'  ti'ois  vecleurs,  dérivés  des  premiers, 


I  I 


\  .\  ai  \   i-  \ 


•y, 


\  .\ -y.  \  ai  \   i  '.      \  .\   i-  \ -a  \  ai 


H),   éliminer  '^  entre  les  éijualions 


>ao   -    ^/,      >  i 


A.     S"c   --  (\     S  os 


7. 


7.  '"i,  •'.  0  éiiaiil  des  vecteur^.  <'/,  A.  r,  r/  de^  scalais. 


I  î .  I  )iiii^  un  (jiiihlriliilrrc  (juclconijut',  plan  (Ui  _:aucli«'.  la  mhîii:  c 
dc>  (■;iirt''*>  (l<'S  di.iiioiiidcs  k'^\  dnuhle  de  la  siMiniH^  Ak^^,  carrés  <1'-^ 
li:<fie.>  nhlriuK  s  f'U   joiunaiil    les   ixHiils  nnheux  A('>  eùtt'S  onno'M'i. 
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CHAPITRE  III. 


INTERPRÉTATIONS  ET  TRANSFORMATIONS  DES  EXPRESSIONS 

EN  QUATERNIOINS. 


9i.  Au  nombre  des  traits  caractéristiques  du  Calcul  des  qnater- 
nions,  il  faut  mettre  en  première  ligne  la  facilité  avec  laquelle  les 
formules  peuvent  recevoir  une  interprétation  géométrique,  et  la 
\ariété  bien  surprenante  des  transformations  dont  sont  susceptibles 
les  expressions,  même  les  plus  simples.  Nous  consacrerons  ce  Cha- 
pitre à  l'étude  de  quelques-unes  des  transformations  faciles,  et  à 
celle  de  quelques  autres  plus  compliquées,  dont  Tapplication  est 
plus  fréquente  dans  les  questions  de  Géométrie  ou  de  Physique 
oialhématique.  D'autres  transformations  se  présenteront  d'elles- 
mêmes,  au  fur  et  à  mesure,  dans  les  Chapitres  suivants. 

C'est  dans  ce  Chapitre  que  le  commençant  sera  surtout  mis  à 
l'épreuve  par  les  difficultés  spéciales  qui  sont  inhérentes  au  nou- 
veau calcul.  Il  devra  donc,  dès  le  principe,  faire  un  certain  effort 
pour  surmonter  ces  difficultés,  et  il  s'en  trouvera  richement  rému- 
néré; car,  dès  qu'il  aura  acquis  la  faculté  de  découvrir  les  transfor- 
mations, toujours  très  nombreuses,  dont  une  formule  quelconqut; 
est  susceptible,  il  aura  par  cela  seul  trouvé  un  puissant  auxiliaire 
pour  la  recherche  de  la  solution  de  questions  compliquées  ;  et  il  se 
sera  en  même  temps  assujetti  à  une  discipline  intellectuelle  des 
plus  avantageuses. 

9o.  Reprenons  la  figure  du  n**  77.  Les  longueurs  des  droites  OA, 
OC,  CB,  OB  sont  liées  entre  elles  par  les  relations 

OCn^OB.cosAOB, 
CB  =  OB.sinAOB. 

Désignons  le  vecteur  OA  par  a,  le  vecteur  OB  par  p,  et  soit  8 


lOO 
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l'angle  AOB.  Nous  avons 


OA       Ta,  OB-T;^; 

OC   r  TpcosO,     en  ^   T;isinO. 


IL'.    ■)>.. 


Fis.  3.1. 


— « 
A 


.  __  0 1  * 

IL  vient  alors  OU  -     OC    ;-  Cl>,  cl,  en  divisant  par  OA  ,   -  ou 


j 


OC 


eu 

ÔA 


;  le  premier  terme  du  second  membre  sera  le  sc^ 


/r//de-î  puisqu'il  se  compose  du  quolient  de  deu\  \ectcurs  ]).i- 

rallèles  ou  coïncidant  en  direction  ;  le  second  tenue  sera  le  vcctcin 

de  '''•     Ainsi  donc 
*^-    ) 


a 


OC 
UA 


0:V    ^-Ta^^^'- 


CI', 


jNous  décomposerons  ce  vecteur  en  un  produit  d'un 


lenseur  et  d'un  verseur,  et  nous  aurons 


Mi) 


Il  vient,  par  suite, 


\    / 


0 


^■>  \  /  '■-'  \         \ 


r  \ 


a 


CH        T3    .    , 


l    \  -- 

a 


CCI 


voir 


LOA  l  OA 


SI  nous  désignons  par  £  le  vecteur-unité  perpendiculaire  à  a  et  à  3, 
[lequel  sera  aussi  perpendiculaire  à  UOli',  et  à  LOAj,  nous  au- 


rons 


»        L  OA 


^> 
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d'où 

vË=tJ!sine. 
a  Ta 

96.  Nous  aurons  d'une  manière  analogue 

Sap  =  — TaXpcose, 

TVap^zTaTpsinO, 

ou 

ap  =  ÔA  X  ÔB. 
Mais 

p  =  OB  =  ÔG-+-CB  =  ÔC-i-  ÔF; 
multipliant  par  a  =  OA,  il  vient 


ap  =  OA.OG-i-OA.OB'. 

Dans  le  second  membre,  le  premier  terme  sera  le  scalar  de  ap  et  le  se- 
cond terme  en  sera  le  vecteur. 
Mais  nous  avons 

UÂ=a  =  TaUa, 

ÔG  =(TpcosO)xUa, 


0B'=(Tp8ine)xUp', 

«'n  désignant  ici  par  U  P'  le  vecteur-unité  perpendiculaire  à  a  dans  le  plan 
Je  X,  p.  Nous  trouvons^donc  que 


Sa?  =  OA.OC  =  (TaUa).Tp  cosO  Ua  =  Ta  Xp  cosO(Ua)«; 
et,  puisque 

(U  «)«  =  -!, 

il  vient 

Sap  =  — TaTpcose. 

Nous  avons  ensuite,  pour  le  vecteur  de  a^, 

Vap  =  aÂ.C)B'=TaUa.TpsinOUP'; 
d'où 

TVap  =  TaTpsin6, 

UVap  =  UaUp'  =  Yi. 


,  On  désigne  ici  par  tj  le  vécteur-unité  perpendiculaire  à  U  a  et  à  U  P'  qui 
est  dirigé  dans  un  sens  tel  qu'un  observateur,  ayant  les  pieds  en  O  et  le 
corps  dirigé  suivant  t],  verra  U  a  ou  a  à  la  droite  et  UP'  et  par  suite  p  à  la 
:;auche,  lorsque  sa  face  sera  tournée  dans  une  direction  comprise  dans  Tin- 


I(>'2 
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it'ii<Mir  (1«!  l'an^ilo  AOB',  (Hi  «le  lanj^le  AUH  si  ce  dcrnior  csl  moiiulre  qu'iiii 
.'iiiirlo  droit.  ! 


11  en  rcsulle  que 


I  >  t 


nu 


r,       ;i     \  a:i        I     \ 


De  celle  manière,  /r  scahtr  dt(  jtrofluit  de  deux  vecteurs  est 
rildl  au  produit  de  leurs  teiiseuis,  utultiplié  par  le  eosiuus  du 
supjdéuieut  de  l'angle  (fuu/uis. 

J^e  tenseur  du  recteui-  tlu  junduit  de  deux  vecteurs  est  eau/ 
au  pntduit  de  leurs  teuseurs,  utulti plié  par  le  sinus  de  raimir 
c()t)ij)i'is. 

Et  le  verseur  de  ce  vecteur  est  c<^al  à  un  lecteui-unitr , 
perpendiculaii'c  aux  dcffx  cecteurs-facteurs  et  comjitê  jn^siti- 
ce  lue  ut  dans  un  sens  tel,  fjue  ht  latation  autour  de  lunitt- 
ii'cteur  soit  jKfsitice  (  sini>lr(M.suin  i  lorsqu'elle  se  fait  à  /partir 
du  piender  des  facteurs  (à  partit  du  multijdicateur)  vers  h 
second . 

H  résulle  (le  là  (jue  T  \  '/i  c>{  \v  tlouble  de  Taire  du  triangle, 
dont  deux  eolés  sont  a  rt   j. 

07.  [(t)  Dans  loul  Irian^ilc  WM \  (  /ii^\  34)  nous  avons 


\i]      AH    -  lu:. 


d'où 


\(?  -  SAC  y.   \Cr     >\<:    AH  -t-  BC). 


I  i:^.  .«'i 


D'après  la  notation  en  u^iaf^e  jxinr  les  triangles,  la  dernière  for- 
mule revient  à  la  bni\aiilc 


//- 


tn'  «  o-  \        .//>  c(»«^(]. 
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qai  donne 

b=:a  cosC  -h  c  cos  A. 

(6)  De  même,  nous  avons  évidemment 

î 
VÂB.ÂC  =  VKB(ÂB  H-  BC)  ==  VÂB  X  BG; 

àoii  il  vient 

c6  sin  A  ==  ca  sin  B  ; 
on  en  tire 

sinA        sinB        sinC 


a 


Ces  résultats  sont  obtenus  par  déduction,  et  non  par  admission 
gratuite,  quoique  la  grande  simplicité  du  procédé  employé  puisse, 
au  premier  abord,  faire  supposer  le  contraire. 

98.  Du  n^  96  il  résulte  que,  si  a  et  ^  ont  tous  les  deux  une 
existence  actuelle,  en  d'autres  termes  s'ils  sont  réels  et  différents 
de  zéro,  Téquation 

Sa?  =  o 

fait  voir  que  cosO  =  o,  c'est-à-dire  que  a  est  perpendiculaire  à  ^. 
El,  de  fait,  nous  savons  déjà  que  le  produit  de  deux  vecteurs  per- 
pendiculaires entre  eux  est  un  vecteur. 
Si  nous  avons,  au  contraire, 

V«P  =  o, 
nous  devons  avoir 

c*est-à-dire  que  a  est  parallèle  à  ^.  Or  nous  savons  déjà  que  le 
produit  de  deux  vecteurs  parallèles  est  un  scalar. 
Nous  concluons  de  là  que  la  condition 

Sa?  =  o 
est  équivalente  à  l'équation 

où  Y  est  un  vecteur  indélerminé  ;  et  que  la  condition 

Va?  =  o 
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osl  équivalente  à  réqualion 

nii  X  est  un  scalar  indéterminé. 

99.   Si,  de  même  qu^au  n^  83,  nous  écrivons 

a    --  i.r  -  -  j  y  -^  k Zy 
l'y    I   /  y'  h  /i-', 


nous  aurons  en  même  temps,  par  le  n*^  8(3, 

./"    r  v    r  ce-    \ 

-    --  4-  •-    ■— -     i-  -    -- 
/•   /•         r   r         r  ri 

où 


Nous  avons  éiialement 


..   „            J.yz-zy          .z.r—.rz  ry  —  y.r  \ 

\  a;^  -  rr'  (r  --  .,—  -H.y , ^-  /.•  - —  .;--)• 


(les  formules  expriment  par  les  eoordonnées  cartésiennes  les  pro- 
positions que  nous  venons  de  déniontrer.  En  commençant  cellt' 
étude,  le  lecteur  se  sentira  peut-être  sur  un  terrain  plus  lerme,  s  il 
(rouve  les  expressions  de  (juaternions  représentées  |)ar  des  roriuc^ 
plus  lamilières  ;  et,  en  les  reconnaissant,  il  se  trouvera  encouraj;^- 
à  persister  dans  son  étude. 

IJès  maiiitenanl,  il  est  ohligé  de  reconnaître  aux  expressions  dc^ 
quaternions  l'avantage  de  la  sinn)licité  sur  celles  auxquelles  il  était 
iiabitué. 


i    I 


100.  L'expression 

peut  s'écrire 

S(\Vi)v, 

parce  que  le  quaternion  a|i>Y  peut  être  décomposé  en 

el  le  premier  de  ces  termes  est  un  vc^cteur,  dont  le  scalar  est,  par 
e()nsé(juent,  nul. 


TâATfSFORMATIONS  DBS  EXPRESSIONS  EN  *QUATBRNIONS.  loS 

Mais,  d'après  le  n?  96, 

S(Vap)Yzz:TaTpsinOS7iY. 
Ici  l'on  a 

T7)=I. 

Soît  ff  l'angle  compris  entre  7^  et  y,  il  vient  finalement 

Sa^Y  =  —  TaTp  Ty  sinO  cos^p. 

Puisque  r^  est  à  la  fois  perpendiculaire  à  a  et  à  p,  Tycoscp  est  la 
longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'extrémité  dey  sur  le  plan 
de  a,  ^.  Et,  comme  le  produit  des  trois  autres  facteurs  est  (n^  96) 
l'aire  du  parallélogramme  dont  a  et  ^  sont  les  côtés,  nous  voyons 
que  la  valeur  de  Sa^y,  prise  indépendamment  de  son  signe,  est 
celle  du  volume  du  parallélépipède  dont  les  trois  arêtes  contiguës 
sont  a,  P,  y;  ou  bien  celle  de  six  fois  le  volume  de  la  pyramide 
dont  a,  y,  ^  sont  les  arêtes  issues  d'un  même  sommet. 

1(M.  L'équation 

Sap7~o, 

dans  laquelle  a,  ^,  y  sont  supposés  des  vecteurs  actuels,  nous 
montre  ainsi  que,  de  deux  choses  l'une,  ou 

sinô  =  0, 
ou 

coscp  — -o; 

deux  des  trois  vecteurs  sont  donc  ou  parallèles  entre  eux,  ou  tous 
les  trois  parallèles  à  un  même  plan. 
Ce  résultat  s*accorde  avec  ce  qui  a  déjà  été  établi  :  car,  si 

nous  avons 

SapY=pSa?»  =  o; 

et,  si  y  est  coplanaire  à  a  et  ^,  nous  avons 
et,  par  suite, 


io6 
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102.  Celle  |)ropriélé  de  l'expression  de  Sa|3v  nous  fait  prévoir 
que  Sa^iy  est  un  déterminant.  En  cfTet,  si  nous  prenons  pour  a. 
[j  les  expressions  du  n®  83,  et  si  nous  posons 


Y  "  IX  -^jy  '\-  kz  , 


nous  avons  direclenienl 


Sa;iv  - 


—  (  »•;'- 


./• 


zy  )  j'  —  iz.v  —  .rc  )  >'  —  [.cy  —  y.r  )  z 


./■       ) 


Le  délcrrniiianl  clian<;e  de  signe,  si  nous  intervertissons  Tordre  de 
deux  li<^iics.  C'est  une  |)roposilion  que  nous  avons  rencontrée 
préc'édeinment  (  n"  89)  sous  la  forme 


s  3"  a  — 

ij    s/    ]    •*      .      .     •     • 


Si  nous  eonsidérons  trois  nouveaux  vecteurs 


^1 


Yi 


-  i  j:  --^  /  ./•    h  A  .r  , 

-  /  )•  -'   /y'  ^  /  >', 

•  *        t  S         'f 

i  z  -\  j  z    —  h  z  , 


nous  voyons,  j)ar  la  formule  j)récédente,  que  ces  derniers  vecteurs 
sont  coplanaires,  lorsque  a,  |j,  *'  le  sont,  c'est-à-dire  que 

lorsque 


o. 


S.?v 


o. 


103.   \ous  avons  par  le  n®  52 


Si  ([ 


-   (S.y)^ 


OL^j^  nous  avons 


(Sv   i-V//)(Sr/-V7(n»79) 

-  (  \Vy)*^  (d'après  l\\l*;èbre) 
(TVr/)2(n"73). 


ky 


?^, 


et  la  formule  précédente  devient 


:?.;isc     -   a2;i2,:_  (Sa3)î-  (Va^iJ)' 


TIANSFORMATIONS  DES  EXP1B8610NS  EN  QUATBâNlONS.         IO7 

En  coordonnées  cartésiennes  celte  proposition  est  exprimée  par 
ridenlité 

(x«-^7»-f- 3«)(;r'« -^-y• -h  5'*) 

-  (xx'  -h  yv'  -h  zzy  -f-  (yz'  —  zy'Y  -h  {zx'—  xz'Y  -h  {xy'  —  yx'f. 

Plus  généralement,  nous  avons 

(T^r)«=i<7rK(^r)  =  7rKrK7(nû55)  =  (T^)«(Tr)»(n«52) 
=  (S^r)*H-(TV^rV. 

Si  nous  écrivons 

^  =  iï'  -H  a  r=  «'  H-  ix  -¥  jy  -h  Ar^, 
r  =  «f»'  -h  p  =^  M^'  -f-  /V  H-yy  -H  A:5\ 

la  formule  nous  donne  la  suivante 

(„.î  _H  :r«  -h  r"  4-  5«)(iv'«  -h  ^'«  -h/*  H-  5'*) 

•r^  («•«»' —  xx^  — y  y —  zz^y  -h  {wx'-\-  Kv^x  -^  yz^  —  ^yy 

qui  est  due  à  Euler. 

104.  Nous  avons  natureUement,  en  effectuant  la  multiplication, 

(«  -+-  ?)«=  a»  H-  «?  -+-  ?a  -h  p«  =  ««  -h  2  Sa?  -h  ?*     [n»86  (3)]. 

Si  nous  traduisons  ce  résultat  en  langage  ordinaire,  nous  obtien- 
drons la  formule 

c"  =  a*  —  lah cosC  -h  6'. 

Nous  avons  de  la  même  manière 

V(«-f-?)(a— p)=  — Va?4-Vpa=— aVa?     [n«86  (2)]. 

Prenant  les  tenseurs  des  premier  et  troisième  membres,  nous 
obtenons  le  théorème  suivant  : 

Le  parallélogramme  dont  les  côtés  sont  parallèles  et  égaux 
aux  diagonales  d'un  parallélogramme  donné  a  une  aire 
double  de  celle  de  ce  dernier  (96). 

De  même,  on  a 


to8  CHAPITRE  m. 

cl  ce  scalar  s'évanoiiil  dans  le  seul  cas  où 


0  2 


savoir,  ou 


Ta_  T3; 


|)ar  suite,  /rs  diaiLîoïKih's  (V un  p^niUélofs^vammo  sr  coupent  n 
ansrle  droit  dans  le  seul  cas  oit  la  figure  est  un  losatiLic» 


1. .     .-, . 


Fi-.  V]. 


a- 3 


On  montrera  plus  tard  que  la  Ibrnuile  écrite  en  dernier  lieu 
démontre  qu'un  angle  inscrit  dans  un  demi-cercle  est  un  an^lc 
droit. 


lOo.  Lexpressiou 


a3a    '      \  donnant  sa 


7.3  ' 


exprinn.'  é\id("rnmcnt  un  vecteur,  dont  le  tenseur  est  égal  à  celui 
de  ^S. 

Mais  nous  avons 

S.3ao       o, 

de  sorte  que  p  est  dans  le  même  plan  que  a,  |j,  et,  comme  nou> 

avons  aussi 

Sap  ^-  Sx3, 


'j  et  z  forment  a\ ce  a  des  angles  égaux  et  placé-^ 
de  part  et  (Fautre  de  a.  Si  donc  a  est  la  normal»^ 
à  une  surface  réflécliissante  et  [î  la  direction 
[>  d'un  ravon  incident,  o  sera  la  direction  du  raA«>n 
lélléclii  1  \z'x   ---  Va,3  f . 

Lue    autre    manière   d'obtenir  ces   résultats 
consiste  à  développer  Teipression  précédente  d'après  (2)  du  11°  90 


TRANSFORMATIONS  DES  EXPRESSIONS  EN  QUATERNIONS. 

et  à  écrire 

—  aa-»Sa3  —  a-«  (Sa?  -h  Vap) 
=  a-«(Sa3  — Vap); 

nous  voyons  ainsi,  par  la  figure  du  n«  77,  que,  si 


109 


nous  avons 


OA  =  a     et     OB  =  p, 


CD  r=  p  z=  apa-« 


t .' 


,  c'est-à-dire  que  p  =  a~*  ^a,  ce  qui,  étant  multiplié  par  a^X  a~2=i^ 
donne  p  ir=  a^a~*  ^aa"^  =  a^a~*  j. 

Nous  pouvons  arriver  au  même  résultat  d'une  manière  plus  di- 
recte, en  transformant  l'expression  de  p  en 

a  p 

106.  Pour  trois  vecteurs  a,  p,  y,  coplanaires  quelconques,  l'ex- 
pression 

p  =1  apY 


Fig.  38. 


est  (n**  101)  un  vecteur.  Il  est  intéressant  de  chercher  quelle  est  la 
direction  de  ce  vecteur.  Au  triangle,  dont 
X  et  ^  sont  deux  côtés  consécutifs,  cir- 
conscrivons un  cercle,  et  de  l'extrémité 
de  p  tirons  une  droite  parallèle  à  y  et 
coupant  le  cercle  ;  nous  disons  que  la 
droite  tirée  de  ce  point  d'intersection  vers 
iorigine  de  a  aura  la  direction  du  vecteur 
a j-;  =  p.  Car  nous  pouvons  mettre  ce 
dernier  sous  la  forme 

p=:ap«p->Y==-Tp«ap-».Y=-Tp«|xY. 

Cela  montre  que  le  verseur  (^\  y  qui  tourne  p  dans  la  direction 

de  ly  tournera  yd^^^  ^^  direction  de  p.  Ce  résultat  exprime  aussi 
la  propriété  déjà  connue,  qui  est  relative  aux  angles  opposés  d'un 
quadrilatère  inscrit  dans  un  cercle. 


I  lO 


CIlAPiTIlE    m. 


11  suit  (le  là  que,  si  a,  [ï,  y  rcprcsonlrnt  les  eôtés  consécutif 
(run  triangle,  les  tangentes  au  cercle  circonscrit,  menées  par  le- 
sommets  du  triangle,  sont  respectivement  parallèles  à 


a'j-'.    'j-'a,    -'-/'•>. 


.  *      i  » 


iM-.    ■< 


■Ml 


Si  (len\  (le  ces  tangentes  sont  parallèles,  ce  (jui  revient  à  povi 


y/i" 


,/     '^'7.  (   ll«î)() 


les  produil-  élant  des  vecteurs,  on  aura 


1  I 


,  /  •  'l'y. 


(•('lie  condition  (*\i;l;<'  cpu' 


I  > 


(I    ou 


1)1 


ou  i)i<'n 


\ 


c'est-à-dire  que 


1 1 


o. 


J  -'  paiallcle  à   'j  J,  li\poLlic^c  (juc  Te.)!!   n'a  pa->  en  sue;  ou   lneiMll' 
cMgc  (jue 


I  où 


s 


o. 


ce  rc'suUat  prouve  (pie  le  triangle  S("ra  rectangle,  ce  ([ue  démonln 
la  (i('()uiétrie  élémentaire. 

Si,  au  contraire,  le  triangle  est  i-oscèle,  la  tangente  menée  par  le 
oomnieL  >cra  parallèle  à  la  hase.  J-^n  ellèt,  si  nous  exprimons  celte 
dernière  condition,  nous  aurons 


d'où 


.r{7. 


a(a  -,-  7)7 
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puisque  a  4-  p  -f-  y  =  o.  Développant,  nous  aurons 

Fig.  4o. 


^^et(e  équation  nous  donne  les  conditions 

r  -  «"  —  ^y 

on 

relation  qui  est  conforme  à  Thypothèse. 

Une  élégante  extension  de  cette  proposition  réside  dans  le  théo- 
rème suivant  :  Le  produit  aj^yo  des  côtés  consécutifs  d*un  qua- 
drilatère  inscrit  dans  une  sphère  est  parallèle  au  rayon  mené 
'tu  sommet  (a,  o).  Le  lecteur  pourra,  comme  exercice,  trouver  la 
<lémonstration  de  ce  théorème. 

Soient  a,  3,  Yi  o  les  côtés  consécutifs  du  quadrilatère  ABGD  inscrit  dans 
J'i  sphère  (Jlg.  4i). 

Fig.  '(I. 


I*ar  A,  B,  G,  j'imagine  un  plan  qui  coupera  la  sphère  suivant  un  cercle  ;  le 

triangle  ABC  sera  dans  ce  cercle.  Nous  aurons  (n*  106)  «3  X  GA  égal  à  un 
vecteur  6  tangent  à  ce  cercle  en  A,  et,  par  conséquent,  tangent  à  la  surface  de 
la  «phère,  en  A.  Ensuite  par  A,  G,  D  j'imagine  un  plan  qui,  généralement, 

*era  différent  du  précédent;  le  triangle  situé  dans  ce  plan  donne  AG  x  y^ 


1 12 


CHAPITRE    III. 


«Lril  rj  ui)  vecl'-urO*  t-iiiL^fiil  au  cercle  j>.i-?cint  |tar  A,  C.  D.  cl,  par  con^rquciii 
t.'iiip<'iit  à  hi  ^pll•'•^e  en  A. 
r>ii  'It'-'liiil  t\c  1.1  tjue 

\  'ai    -:  CÂ  .--  AC  .•    "o^  =  \  00. 


M.ji-  ]••  j)it  iiiifi   iihiiiliif  -.•  Fi-'liiit  <i 

\  I  aV'o  .       T-     \C  '. 

<l.  If  '•(.'0011(1  nitiiibrc  «"l  un  Nciicur  |)erj)en(li<uKiire  à  deux  inn^eiit*'^  <i  1  ' 
•-|»liri«-  ;iu  iii("iii('  jxijut;  \>.iv  r'»M-«'«pii  Ht  cf  \ectt'ur  t-t  <liiii;<''  sui\ant  la  »•  r- 
iiiiili'.  (■  ( -l-à-ilirc  ^uisaul  le  ra\(tii  d'-  la  vjdieic  eu  \.  au  jt-iint  do  «.'.uic-'w:  « 
de-   \  (■ctcur"  7.  et  0. 

H)T.  Puur  riionlrcr  (.1*11110  nianirrc  |)rali(]iie  ([urlle  o-l  la  varié'é 
(lc>  lraii>l()i'niali(ins  (|ue  pcuNtut  Miljir  les  c\j>ressi<)n-^  niriiio  le^ 
j)Ui>  simple-,  nous  allons  choisir  deux  ca^  qui  <c  pré-iciitenl  Ire- 
(jiieniineiiL  dans  Ic-^  a|)|dicalion>  u/'oniclrKjues. 


ri:..  ; 


!•'■ 


r-(?  +  0) 


Ainsi  réûalilé 


l  '  /  Ni 


[  exprimant  (jue,  si  OA  =^  a.  OA'  — :  —  a,  OP  -  -  p,  nous  avon-^ 


Ti  \  J»), 


el  que,   par  consécjuent,  P  e>l   un   point  quelconque  é(|ui<.listanl 
(Je  deux  points  fixes]  peut  sécrin* 


ou  l)ic«n 


[Koù 


---i-  2Sas-r  a-:-    s- --î  S  ap  -:-  a^      (iV  10'^), 


S  a  >  =-  o. 
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(.elle  relation  revient  à 

ap  -h  pa  m  o, 


ou  a 


V 


t  finalement  à 


ip  -^'  Kap~  o, 


SU  ^  =:  o, 
a 


a 


Gîs  expressions  se  rapportent  toutes  aux  propriétés  d'un  plan. 
De  même 


|)eul  s'écrire  successivement 


P\  — 


t  finalement 


(p-4-a)* —  2Sa(p-|-a)rrro, 

p=:(p-+-a)-'a(pH-a), 

S(pH-a)(p  — a)=o. 

T(p-+-a)(p  — a)-  aTVap. 
Fig.  43. 


;i:^*a 


Toutes  ces  formules  sont  l'expression  de  propriétés  appartenant  à 
la  sphère.  Nous  en  donnerons  les  interprétations,  lorsque  nous 
nous  occuperons  des  applications  géométriques 

108.  Nous  avons  vu  au   n°  95  qu'un  quaternion  peut  être  dé- 
composé en  ses  parties,  scalar  et  vecteur,  de  la  manière  suivante  : 


«  a 


Tait.  —  Quaiernions,  I. 


^I"tI(^^^^"^^^'"^)' 


ni 


en  \  r-iTur  m 


Mcleiir  jx'ijM'ndirLilair»' iJii  |)lan  dr   y.  r[    t.  din'^r  (laii>  Ic^on^cm 
\  «nalilf  p( 'iir  '|iic   l<i   loldli'in   de  7.\er.s    1*  >l»iI  |)(>>jli\r  .>////>// "/ 


I- 


.s////t    . 


j  )*:  Jiiv'iii»-  iHjii^  a\  (ili^     II'*  1)(> 


0  c!    z  a\anl   l<i   rm-jnr  >i:^ijili(atii)n   (juc  niu'cfM.lt'miiu'nl . 

KH).     Si     (InIJC    MnU'»   (.•()ll>I(I(.''I'(MI>    1rs    \  Cr>t'U  TS  SCU  N  .    IK  )!!>  a  111 1  »;  s 


I  <l 


('    IIH'MK" 


l    -         «-((^O  —  I  "in  0, 

'X 


I   ' 


('((>»': 


M  1 1  'J^ , 


V  riani    un    aniilo   mini)!*'    po^iliNcmcnl    dr    j  \<  r>  -'.  (•(    i  élniil  !■ 
riHTiic  (|iraM|).M  a\  an! .   si   y.,  't,  *'  soiil  r«>j)liinaires. 
Il   \  icnl  ()<'   nnrnc 


fnr- 1  0  —   '^  I     -  l  >ill  .  0 


Mais  nuu>  av(ijj>  (oiijour 


y 


«'1,  |)ar  ('(mi'^(''(|u<'ijI. 


l    '    > .  (    - 


y 


savoir 


{•tt^{  0  -.-  -  I  —  i  >in(  fj  _  -:.  ) 

■.('<•<>>':,-:    i  sin ':,  )  (  (MisO    ^ -îsinO) 

:^  (N>s'i<  (M^sO  -    >iii  '^  ^ill  0     -  c(sin'v  (N)sO  -j-  cos'^  sitiO  ). 

Nous  rn  lirons  clircclcincnl  la  rorniiilc  iondamciilale  pour  \c  co- 
sinus cl  le  sintis  de  la  soinnic  de  deux  arcs,  en  cgulanl  sépnrénicul 
les  scalars  cl  les  \eeU'urs  des  deux  qualernions. 

(Connue  consé(|uence   inniiédiale  de  ]'é(|ualion,  nous  en  dédui- 
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>ons  Tégalité 

cos/n6  -+-  esinmO  =i  (cos6  -h  ssinô)"» 

pour  m  entier  positif.  Car  le  premier  membre  est  un  verseur  qui 
lait  tourner  d'un  angle  instantané  m 9,  et  le  second  membre  est  un 
verseur  qui  opère  ]a  même  rotation  à  Taide  de  m  rotations  suc- 
cessives, chacune  d'un  angle  égal  à  6  (voir  n°  8). 

HO.  Pour  généraliser  cette  proposition,  et  afin  de  l'appliquer 
au  cas  d'un  exposant  fractionnaire,  nous  aurons  à  remplacer  0 

par-,  et  à  continuer  le  raisonnement  employé  en  Trigonométrie. 

Il  va  sans  dire  que  Ton  se  borne  à  la  valeur  principale  du  second  membre. 

Le  théorème  de  Moivre  une  fois  établi,  nous  pouvons  en  déduire 
toute  la  Trigonométrie  analytique.  De  même  que  nous  avons  déjà 
établi  (n**  97  et  104)  les  formules  fondamentales  de  la  résolution 
des  triangles  rectilignes,  en  nous  fondant  sur  Tinterprétation  des 
quatemions,  de  même  aussi  nous  allons  considérer  à  leur  tour  les 
iriangles  sphériques.  La  Trigonométrie  sphérique  est  une  science 
qui  se  prête  spécialement  aux  opérations  par  la  méthode  des  qua- 
lemions.  Nous  ne  pouvons  consacrer  qu'un  petit  nombre  de  pages 
à  cette  application.  On  trouvera  plus  loin,  au  Chapitre  X,  quel- 
ques autres  développements,  à  l'occasion  des  rapports  que  présente 
ce  sujet  avec  la  Cinématique  des  rotations.  Nous  renvoyons  aux  Ou- 
vrages de  Hamilton  le  lecteur  qui  désire  s'initier  dans  la  théorie 
des  exponentielles  fonctions  de  quaternions. 

111.  Soient  a,  ^,  y  les  unités-vecteurs  menées,  du  centre  de  la 
sphère,  aux  sommets  A,  B,  C  d^un  triangle  situé  sur  la  sphère  dont 
le  rayon  égale  l'unité.  Il  est  évident  que,  d'après  la  notation  usitée^ 
on  aura 

Sa?=:  — cosc,     S^TLz^  —  cosby     SPy= — cosa, 
TVa?=rsinc,     TV-^oL  —  smb,     TV?y— sina. 

D'ailleurs  U  Va^,  U  Vya,  U  VPy  sont  évidemment  les  vecteurs 
menés  aux  sommets  du  triangle  polaire. 


I  lO  cil  A  PI  TR  F.    m. 

Nous  iiNOiis  par  conséquent 

TV.L  Van   \  3v   ^   ^inP>, 


i  1 


Mais,  d'apivs  (i)(n"9())  il  vient  fy/i'-.  44) 

S  \v.'i  \  [i-  nr-  _  S  a'il  S  3-;  -f-  3^  S  a-' 


il,  (l'un  aulre  cote,  on  a 

('^alanl  c<s  deux  \aleurs,  noTis  Irouvons  ([ue 

—  ('<)'>> c  co<a  -~  eos  h  —-  sine  sin  r/  (v»s  I?, 


ou 


ros /y  ::_  ("«>SC  cos^/  —  sii)  c  ^Iii  cv  cos I» 


Ihi.    On  a 


V.VaS  V^'----  3Sa3-': 


I       I  I 


I         I  I 


ce  (|ui  donne 

T[V.  Va3  \\3y  -    S<iv  =-  S.  X  \  ?-;  -r:  S.3\  va  -_  S.-;  \"a3  J, 

e'osl-à-dir<^ 

sin  c  sinr?  sin  W  —  ^'\na  ^in/^,^  -:i:  sin  /;  siny>/,  m  siiic  sin/),., 

où  Ton  désigne  pary?^,  Tare  mené  du  soniniel  A  perpendiculaire 
ment  an  côté  opposé  BC],  ....  Par  suite  on  trouve  que 

sin/>,,  =^  sin  c  sin  I>, 

sine  si  II  (7    .    r» 

9>in pf,  — : — - —  sin  l>, 

sin/> 

sin/>t.  ^=  sinasinB. 
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113.  Si  nous  combinons  les  résultats  des  deux  derniers  numé- 
ros, nous  aurons  j  de  ce  que  —  SaV^Y  ^=  sinpasina  j 

Va^  •  V  Py  =  sin  c  sîn  a  ces  B  h-  ^  sin  c  sin  a  sin  B 
=  siDCsina(cosB  -i-  ^  sînB); 
cl  où  nous  lirons 

U.Va?.V3Y==cosB-+-psinB, 

U.VY?.Vpai^cosB-8sinB. 

(jc  sont  des  verseurs  qui  feront  tourner  le  système  autour  de  OB 
d'un  angle  B,  positivement  ou  négativement. 
Donnons  un  autre  exemple.  Nous  avons 

sinB  _  TV.VapVPv 
^^"^  cosB"     S.VapVPv" 

""^     S.VapVpY 
yi  puisque  ^-'  =  —  I  et  par  (i  bis)  (n*»  90)  j 

~iSaY-+-SapS?Y) 

Lmierprétation  de  ces  formules  donne,  pourjchacune  d'elles,  un 
iliéorème  distinct  de  Trigonométrie  sphérique. 
Autre  exemple.  Élevons  au  carré  les  deux  membres  de  Tégalité 

nous  avons  j  puisque  a,  p,  y  sont  des  vecteurs-unités  j 

—  (V.apY)'  =  S*Py  -+-  S'y»  -^  S*ap  -f-  2  Sa?  Sy«  S  Py- 
Or  le  premier  membre  peut  se  mettre  sous  la  forme 

T«.apY-S».aPY     |  et     Ta^-^z=zi\, 
d'où  il  vient 

I  —  S«a?Y  =  S«Py  -H  S»Y«  "^  S'a?  H-  2  Sa?  Sy«  S?y, 

ou  bien 

I  —  cos*  a  —  cos*  b  —  cos*  c  -i-  a  cosa  cos  b  cosc 
=  sin'asin*/?a  =  . .  .=  sin*  a  sin' 6  sin' C  =ir 

formules  qui  sont  bien  connues. 


ii8 


chafmtuk  m. 


Lue  \arlrU"*  iiuliHinic  dr  r*(''siilials  .soinl)lîil)l(\s  pciil  r\vc  ohlcnt»'- 
j)ar  ccii\  qui  se  sonl  rarniliarisc's  axcc  les  cléincnls  des  (jiialeriiitMis. 

1 1  i.  lue  ciirii.Mi^e  proposilion,  dm*  à  Ilamillon,  nous  doini' 
rcxcè.s  S[)l»éii(nie  <ruîi   lriaiii;l('  à  l'aide  d'un  cjuateruiou. 

La  démonslralion  suivaiile  reproduit,  à  peu  de  clK)se  |)ivs,  1  udi- 
des  d(''iiio?i>lralions  de  IlanilUon.  Nous  lui  aeeordons  la  jum'I»  rein  r. 
([U()i(|uVdle  soil  inoius  sinn)le(|ue  jjeaueoujwl'autres,  pare*'  qu  «I!-' 
nous  paraît  plus  iuslru(ii\iî  sous  l>ierî  des  rapports,  (^uaut  à  l.i  <1''- 
monslration,  fondét*  sur  l'usage  exclusif  des  (pialernions,  nou^  l.i 
[)roj)os()iis  au  liMteur  eoinnie  exei^iee  {  '  i. 


Soient  a,  ^j,  *' les  unilés-vecLeurs  menées  du  eenire  de  la  sjiIm'iv 
aux  soniinels  A,  I>,  (]  du  triani;l<?  spliérique.  On  deniando  de  trou- 
ver j  en  premier  lieu  [  sur  la  splièie  l'arc  cpii  représente  le  (piatei- 
nion 


I-, 


j7i 


et  I  en  second   lieu  j  l'an^^lc  de  ce  qualernion  [sous  la  forme  d  un 
dièdre  !. 


(')   l/iuilcur  il  sans  «loiitc  on  \no  la  doniousUalion  à  I",ii<lc  do  rolations  rnni<pi'.-. 
La  forniuio  <|ui  oprro  l<i  rotation  ooni((ue  d'un  systrino  n(,'  sora  d<»nin''o  «jn'au  (.Ii.i 
|)ilro  \;  mai«>  «»n  pourrait   i'olal)lir  drs  niaintonanl  à  i'aido  rios  rtsiiltal?.  (dUtiuiv 

( .\ote  (lu  traductcuiw 
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1^  figure  représente  une  projection  orthographique  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  y;  le  point  C  est  par  suite  le  centre  du  cercle  DE  ^. 
Supposons  que  le  grand  cercle,  mené  par  A  et  B,  rencontre  le 
cercle  DE^  en  E  et  en  e;  et  prenons  le  point  D  de  manière  que 

Tare  DE  soit  un  quadrant.  Il  en  résulte  (n°  72)  que  DE  représen- 
tera V.  Faisons  EF  =  AB  =  ^a"*.  On  a  alors,  d'une  manière  évi- 
dente, 

DFrziÉFx  DE=?a-»Y, 

ce  qui  donne  l'arc  qui  représente  le  qualernion  proposé. 

Soit,  en  second  lieu,  G  Tintersection  de  DF  prolongé  avec  Ke. 
Faisons  Ca  =  EG,  et  joignons  D  à  a,  et  a  à  F.  Puisque  D  est  le 
pôle  de  Et%  Da  sera  un  quadrant;  et  puisque  EG  =  Ca,  il  vient 
(i^=:EC,  d'où  G  A  sera  un  quadrant.  Par  suite,  a  sera  le  pôle 
'ie  DG.  Le  quaternion  proposé  peut  donc  être  représenté  par 
l'angle  dièdre  DaF. 

Faisons  Cb  =  Ca,  et  du  pôle  P  de  AB  tirons  les  arcs  Pa^,  Pta. 

Si  nous  comparons  les  triangles  E6a  et  ea^,  nous  voyons  que 
V.i~ep.  Mais,  puisque  P  est  le  pôle  de  AB,  l'angle  Fpa  sera 
•Iroit,  cl,  par  suite,  comme  Fa  est  un  quadrant,  F^  le  sera  aussi. 
Il  en  résulte  que  AB  sera  le  complément  de  Ea,  puisque  ce  dernier 
arc  est  l'égal  de  ^e.  Nous  en  tirons  comme  conséquence  que 

EF  —  F^--  ^e  =  Ti  quadrants;  F^  =  quadrant,  c'est-à-dire  que 

AB  H-  Ea  =  I  quadrant, 

puisque  EF  --  AB,  ^e  —  Ea;  et  que  Ea-i-  a^  ~    ?e  —  2  quadrants,  ou 

2Ea  -f-  «^  =  2  quadrants, 
*roii^  etc. 

Maintenant  joignons  6  à  A  et  prolongeons  l'arc  jusqu'en  c,  de 
manière  que  Ac=  6A;  joignons  de  même  c  à  P  par  un  arc  qui 
coupera  AB  en  o.  Joignons  aussi  c  à  B  et  B  à  a. 

Puisque  P  est  le  pôle  de  AB,  les  angles  en  o  seront  droits;  et  les 
jnglcs  6  a  A,  coA,  étant  égaux  comme  droits,  nous  avons 

aA  z=:  ko. 


M.. 


'  1  '  ;  ;  K 


(.u\vnï\E  II I 


\!'. 


oi;  -- 1 


>  j 


,  '1'-  (•«•  <jii«'.  «'Il  on  In',  Ij"  inan::!»'  VJ^y.  r>{  Ir  ^\  iiii'-lrKni»  *\r  *■  /  i.  *  : 
qiK'.  jt.ir  «•iiilr.  '"i//  -7.//  -•  or- 1  ;  il  m  r»'->iillr  (jih-  li^s  tri  in^^lc- /'/l'. 
i!    -'/'"SJ)  -^onl    <':;<tii\.    «l    r,  \].  //    sonl    «-iUi«''>    >ni'    un    iiitiiic    ::i\n!'l 

(  ri  <  \r  . 

l'iolitML^ion^  r  \  cl  r  li  de  luanirn'  à  >t'  1  riKNtnlri  r  en  II,  le  [>>n;. 
'li.iNif'i  I  .»li  fin'ni  ()j»|)(i»('  ,'i  ('  (  II   «'tant  dt.'  I  -inlii'  ct'h'  df  la    -jtlurc   : 
<"  P  «'laiil  j)ro|fnii:«'"  na^srra   rt^.ih'incnl  ji.ir  II. 

^..•I.i  [in-(".  ii(»ii>  rcmar'iMcroiis  (jnc 


I 


1 


jilC 


IV/       Vh      i'il. 


<  .Il   ri  -   .ne-    sont   rliaciin  «'i;al   à    un    (iiiadranl  diminiK'   ii^nci  li\  •  - 
mcn!  <\r  (1^.   h'j.^ri,s  <'l  (■(?><  cl<^rni('r>  arcs  sont  ('iiaux  cnlic  <u\. 

Le  lri;iiiL;l<    \\<ih  sera  donc  partage''  «ii  trois  lriani;l«'x  i>()Ncrlrs  [i'. 
le-,   trois  aies  IV/,    IVy,   PII. 
(  h'  on  a 

LVWh       LVWn   -   If/Wh       LInn. 
LVah        T         LvnU        LVtfW, 

LVhn  -   L  Va}»       -       Li'hfi     -  LVbW: 

ajoutant  nKMiil)rcs  à  memljies.  on  trouve  que 

:>.  Z  \* (ih         *T.        L  rab        L  ch(t     -  L  hca 

r.         (  ('\<n''S  •-J)1i('ii(|u<'  do  (lhc)\ 

et.  coruiuc  Va^j  cl  \)(t<'  sonl  des  aniiles  droits,  il  vient 

aii-le  do  [iï    '•;  -  Zb\/I)  -    L'iar       LVah 

-    !.  7T--  ',  ((^\eès  s|)liéri(|ue  de  abc). 

[\)u  lliéorèiiie  que  nous  \enons  de  démontrer  dt'îcoulent  dr 
nornl)?'euses  consé([uences  (|ui,  en  cllcs-niémes,  pourraient  èln' 
établies  eeunnie  tliéorènies  indépendants  à  l'aide  do  la  nietliod'' 
des  (pialernions.  Par  exemple.  Tare  AH,  qui  joint  les  milieux  de 
deux  cotés  d'un  triangle  spln'*ri(pie  r/Ar,  aura  son  intersection  a\ct 
le  troisième  coté  situé  à  la  distance  d'un  ([uadrant  à  partir  du  nii- 
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lieu  de  ce  troisième  côté.  Tous  les  triangles  sphériques,  avant  une 
base  commune  |  a6  {  et  ayant  leurs  deux  autres  côtés  partagés  en 
deux  parties  égales  par  le  même  grand  cercle  j  EABe  j,  c'est-à-dire 
ayant  leur  sommet  sur  un  petit  cercle  parallèle  à  ce  cercle  sécant, 
ont  des  aires  égales,  etc.  ]  |  parce  que  l'excès  sphérique  sera  le 
mémo  pour  tous  ces  triangles,  savoir  =n:  -n  —  2  Ll?ab  j. 


Ho.  Soient  Oa  =  a',  06  =:  P',  Oc  =  y';  nous  avons 

i         1  t 

\L\  iL.\   l^\   z=  G«.cA.Bc-  =  Ca.BA(n«'oi)==l!:G.FH:=zFG. 

Mais  FG  est  le  complément  de  DF;  il  s'ensuit  que  l'angle  du  qua- 
teraion 

fst  égal  à  la  moitié  de  l'excès  sphérique  du  triangle,  dont  les  som- 
mets sont  déterminés   par  les  extrémités  des  unités-vecteurs  a', 

* 

[Le  lecteur,  en  cherchant  à  trouver  une  démonstration  de  ce 
théorème  par  l'emploi  du  Calcul  des  quaternions,  pourrait  com- 
mencer par  établir  la  proposition  par  laquelle,  pour  trois  nnités- 
\ecteurs  quelconques,  on  a 

L'angle  du  quaternion  dans  le  premier  membre  peut  se  trouver 
facilement;  l'égalité  que  nous  venons  d'écrire  donne  le  moyen 
d'apercevoir  comment  on  pourra  trouver  Pangle  de  Pa~*y. 

Une  méthode  de  démonstration  encore  plus  simple  se  tire  de  la 
composition  des  rotations.] 

116.  Une  équation-scalar  en  p,  p  étant  le  vecteur  d'un  point 
variable,  représente  généralement  l'équation  d'une  surface;  car 
nous  pouvons  substituer  à  p  l'expression 

p=ixa, 

où  X  est  un  scalar  inconnu  et  a  un  vecteur-unité  quelconque 


I  >  ?. 


ru  \VITI\E    ri  I 


I  (lonl  la  (lir(^clion  jouera  le  roi*'  <!('  variahle  in(lrj)einlanlr  j.  I.r  ré- 
Millal  (It^  la  siihsl  iliil  Ion  sera  une  ('(jualioii  en  j\  (.elle  é<jualloii 
donnera  une  ou  plusieurs  \aleurs  de  ./',  au\<|uelles  eorrespondronl 
aulanl  de  points  o  siluc's  sui'  la  ^lir-eclion  de  a,  cl  (|ui  >alislerout  à 
I  ('(jualion  pro[)ox'(';  le  lieu  de  ees  p<»inls  srra  iiiu'  surface  donl  le 
dei^n'  est  celui  de  Térpialion  «pii  donne  les  \alcurs  de  ./'. 

\u  conlraire,  une  rt/iKffion-rrcli'uivw  ocnndiiil,  am-i  (pie  nn!i> 
Tavons  \u,  i;énéral  'inenl  à  Irois  écpialions-sealars  ;  el  et*s  (''(pialu»n> 
délermineronl  les  Irois  eoinposanles,  reclani;uîaires  ou  autres,  \\y\ 
\eeleur  inconnu.  L'cMjualion-veeleur  délerniinera  de  celle  manière 
un  noinhre,  i;(''n(''ralemenl  dc-lini.  de />o////\  de  resj>ace.  Mais.ilan^ 
certains  eas,  il  arrixc  cpie  vvi^  points  (ornienl  une  /ti:/tr  ou  luèuic 
une  surlace,  ré(jualion-veeteur  |)erdanl.  j)i)ur  ainsi  dire,  uwc  on 
deux  des  é(pjali<nis-sealars,  parmi  les  ln)is  cqualions-scalars  au\- 
<pielles  elle  dexrail  i;çn('*ralenient  donm*r  lieu. 

\insi,  tandis  (pie  ré(piation 


donne  tout   de  suite 


J 


?-  -  ".'■ 


ce  (pii  est  1<*  \ecleur  d'un  y>o//?/  <//;/////(  puisque  la  ])ropos(''0  dmmc 
e\idenimenl 

Sa'i        (I). 
I  ('ipialion 

etioilemenl  liée  à  la  précédente  et  (^itrainant  également 


S'/i        o, 


cra  satisfaite  par 


-.10 


./•y. 


pour  une  valeur  (pielconcpie  de  ./•  ;  en  danlrcvs  lerines.  la  solution 
pour  z  sera  le  Nccteur  d'un  point  (juelconcjue  de  la  (//oi/c  menée 
par  l'extrémité;  de  a    '  [j  parallèlement  à  a. 


117.    i)e  même 


<^>  )- 


iTesl  équivalent  qu'à  deux  équations-scalars.  Car  j  puiscpie  le  \ec- 
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leur  du  second  membre  est  nul  j  la  proposée  montre  que  Vao 
et  Vp^  sont  parallèles,  c'est-à-dire  que  p  est  compris  dans  le  même 
plan  que  a  et  ^;  on  peut  donc  écrire  (n?  24) 

X,  y  étant  des  scalars  qu'il  reste  à  déterminer 
LVxpression  de  p  donne 

(le  sorte  que  l'équation  proposée  devient 

J7)   =  ï 


ou 


Pt  (inalement 


f 


expression  qui  (n°  40)  donne  une  hyperbole,  dont  les  asymplolcs 
sont  dirigées  respectivement  suivant  a  et  p. 

118.  De  même,  l'équation 

V  Va3  Vap  -=i  o, 

quoique  équivalente  en  apparence  à  trois  équations-scalars,  n'est 
équivalente,  en  réalité,  qu'à  une  seule  de  ces  équations. 
Nous  voyons,  en  effet  (n"  91),  qu'elle  peut  s'écrire^ 

—  aSa?p  =  o; 

et,  puisque  a  n'est  pas  nul,  nous  aurons 

Sa?p  =  o. 

De  là  la  seule  condition  que  p  soit  coplanaire  avec  a  et  ^,  et,  par 
conséquent  (n**  101  ),  la  proposée  représente  le  plan  de  a,  ^  j  sup- 
posés issus  d'une  même  origine  !. 

Nous  nous  proposons  de  rendre  compte  de  l'apparente  contradiction  qui 


\J.\ 


chapitre:  m. 


('\i-t  •'  «'11!  Il"  la  |»rMjin-i(  inri  lii'-iifTcilt.'  tlaiu  <•-  l.i<jn«'llo  mu»  )'(|iialinii  vi^ctru  l'il- 
'M  s  «l'iit  (Ir.iiiiiM-  lii'ii  j  irni»  «'<juati<'ii  —  ral.ii».  rt  tMitrt;  la  |irM|i<i'iiti«'ii  m«>iii« 
;:tiii  lalt*  «l'ajur^  Iai|ih'l|i',  <l<iii*  r«*rlaiii*'  «a-,  r«''inialiiiri  vettuiirllr  iic  dinm- 
li'ii  «lu'.i  «l'Mj\<iii  à  uiK'  "•'iil».'  i''tju<it  iMn-vi;i|;ii'  «li-tinrtc. 

<  .< 'ii-nl'i  nijv  K;  (M'.  |ilu«.  L:«'n«ial  d'iiiiL'  «'tjiiatiMii  (le  <|iialeini«»n<  on  y.  c«>ni 
|>i*ii.iiil   1«'  ra»  (rnii»'  t''(|:iat  i' mi  voctMri.Ht'  cii  s. 

><m1  y  un  ']naliTiii<in  CKiih'nant  :;  diino  nianii-ro  <|nolt  oii'jiic.  fl  ><»il 


V 


(  I 


1  t'(|ii.il  i'tii  projtM-t'i.'.  (ii'ttc  «''tiiiat ion  «.r  «h'-cr .in j)m-i*.  ii\,Mit   Inni.  rn 


^  Y    -T  n       (  ■  l   r  M       \  ij   ^z 


<  >. 


I.a  jnrnn/r»'  <*  «ni  ii'iMJra  c  fi  *«'ra  tl'»in-  uiii'  «iju  it  i(tii--<;ilar  en  '.  à  iii>»in- 
(]M<'  (  (•  ««calrir  ne  vnii  iiirl.' p.'iniant  «!••  c,  cf  «jiii  «Inniiriail  >ini|ti<'ni'-nt  un- 
(  MiiditiMii  cntiT  l-'"'  •' Icnii'nl^.  ri'yi-»*"^  d»»nin-,  (jui  rntrmi   d,in^  (j. 

I.a  ««•'r«»nd(*  »lf>  (''tpi  it  i"n->,  \y  ^  o,  |Minna  dunniT  lien  à  un  noinhrr  ////- 
inifr  (Irtj it/tt ions-sidhus :  iM\  n'aura  <|u  à  la  tiaijd"  j»ar  S.i  i/.  et  a  -n|»|H.- 
"(  r  a  /.  touli'"  It»  di  I  tel  i<»n<  (juc  1  «ni  jnmiail  «  ini\  cnaldi"^.  Mai-  li«Mlf^  r  r- 
«••j  ii.il  i(tn-  iM'  ji'Hinniii  (Mîiijiirr  (pi*-  ji.tiii'  dois  f/isf  i/H/t's.  au  plu*;  rai  -i 
1  'Ui  loruii'.  à  l'aiili-  d<-  Irni-.  %<•;  ii-m-  /„   ;j..  v,  !)on  CMplaiiairos.  I<'">  O'piati'tn- 

S  /,  Y  -    (» .      ^  [^'J       *  »  •      S  ■/  Y  —  (  » . 
<ni  piiiiria  en  dZ-dniro  Ituih-  autic,  par  cxcniplc 


S  77T  Y 


n. 


(Ml  inullijdiaiit  lc<  Inn-  picinicu's  rc^ixTiis  riui-nl  p.ir 

Sm'j.v,    Stttva,    SrrrA'x, 
«•l  en  rai>anl  la  sruinuo,  hnpndlc,  «l'après  i  »  >  in'  01  >.  >«'ia 

t'I,  (oMuno  S  / 'j-v  n\'-t  [)as  nul,  alUnidu  <pi(',  par  Ii\pn(lic'*<',  À.  a,  '/  ne  <cnt 
pas  cnplanairc^,  on  aura 

Nmis   aurons  donr   on   tnul   quatre   o(|nalion«;-scalar> ,  lirôo^   <lo  (j  zn  o. 


[  I  I 


S  Y   ~  -   <>'        '^  ''   7    --  <»,        S  'J,  q   •"-  O,        S  V  Y    rz:  (1 


Si  oos  ôqualions  conltMiaionl  p  loulos  les  (pjalie  ol  qu'cllos  fussent  (.li> 
linolos,  il  no  Taudrait  pas  so  refuser  à  la  oonolusion  qu'cllos  soraiont  i,'ênr 
raloniont  inipos>il)los  à  la  fois,  dans  le  cas  où  elles  no  oontiendraionl  il'indc 
lerniiné  que  les  tioi?  éléiuenl'^  scalars  do  s. 
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La  compatibilité  de  ces  quatre  équations,  quant  à  p,  peut  exister  a  priori 
(le  différentes  manières.  Il  peut  arriver  que  Tune  ou  plusieurs  des  équations 
'oient  indépendantes  de  p.  C'est  ce  qui  a  lieu  dans  l'exemple  du  n^  Il  G, 
»—  ^  =  o,  où,  pour  X  =  s,  on  obtient  — Sa^  =  o,  ce  qui  établit  une  con- 
«iition  entre  les  données  a,  p,  sans  contenir  p.  IL  nous  reste  donc  trois  équa- 
tions pour  déterminer  p  ;  on  peut  les  particulariser,  en  prenant  p.  =  p,  v  =  |3, 
«l'où  nous  avons 

Sap  =  o,     —  S?p  =  o,     S?ap  — p«  =  o, 
et  qui  donne 

P  =  «-'?; 

c'est-à-dire  un  vecteur  (en  supposant  réalisée  la  condition  Sot^  =  o),  et  un 
vecteur  déterminé. 

Il  peut  arriver  aussi  que  les  quatre  équations  (i)  se  réduisent  à  un  nombre 
moindre,  ce  qui  a  lieu  lorsque  plusieurs  d'entre  elles  dépendent  de  quanti- 
tés en  nombre  inférieur,  et  que  l'on  peut  annuler  séparément.  Un  exemple 
de  ce  ijenre  se  trouve  traité  au  n*  H7;  c'est  le  cas  où 

VipVp?-(Va?)»  =  o. 
l^s  équations  S^  —  o  cl  Vy  =  o  sont  dans  ce  cas;  car  on  a 

^n)  S.VaoVp?-(Va.3)«  =  o, 

<;t 

V.VaoVp?=ro, 

l»uisquo  (  Vi^ )'  est  un  scalar.  Or  cette  seconde  équation  se  transforme  en 

—  p  S^ap  —  o; 

t'n  employant  la  méthode  générale,  on  aurait  à  poser  les  équations-scalars 

S  Xp  S  ^ap  =  o, 
S  |xp  S  3ap  --  o, 
Svp  S^ap  =o. 

On  ne  pourra  pas  écrire  à  la  fois 

SXp  =  o,     S  |xv  --  o,     Svp  =  o, 

<^^rf  si  X,  (1,  V  ne  sont  pas  coplanaires,  il  en  résulterait  p  =  o,  ce  qui  serait 
une  solution  incompatible  avec  réquation-scalar(a),  laquelle  se  réduirait  à 
la  condition 

-(Va3)«  =  o, 

et  cette  condition  pourrait  n'être  pas  vérifiée. 


I  ^.G 


cil  APITRK    III. 


C)n  a  ain'^i  iiii  (.'\cin)>lL'  du  Cii>  «Icuil  inms  avon<^  parle  au  ( ommencenu'iii. 
(•(.'lui  où  U's  (puUiL'  é<piali»»u>  (  i)  erraient  inconipalihlo. 

Jl  ii(*  iT^ic  (loue  que  Tau!  rc  ahenialivc,  celle  (Taniiuler  î^  x^i/ :  <•'  qui  r«'- 
(luil  à  (hmr  le«^  é(|uali«)n>->ralar>  eu  o,  taudin  (jue  A,  ja,  v  peuvent  èlie  ecii- 
si«lcre>  eoiuuie  r<<rui  ielU'ineul  iu«léleiiuiiu''<. 

1 19.  Oiu'l(|iies  rrsullals  livs  curieux  se  pn'seiilciU  lorscjue  non> 
^généralisons  ces  ])r()cé(iés  (rinlcrprélalions,  en  les  a|>|)li(|uanl  a 
(les  loiicli(3ns  dun  (/ndtt'iiiinn 


\\ 


à  la  place  de  roncllons  d'un  )u><lrnr  z  seulement. 

l  ne  é(juali()n-scalar  (jiii  eonlient  un  le!  f|ual.ernion,  concnrrein- 
menl  avec  des  (jiialernioiis  conslanls,  donne  ré<|ualion  (Tune  sur- 
lace, lorscjue  nous  assignons  une  valeur  définie  à  \v.  De  là,  pour 
des  valeurs  suecessi\es  de  w,  nous  ohlenons  des  surfaces  suc(^e^- 
sives  apparlenanl  à  un  sv>lènie  ;  et,  lorsque  u' reste  indéterminé. 
ré(|ualion  uc  représente  plus  une  siirJ((('C  seulement,  mais  un  ro- 
l(inii\  en  ce  sens  que  le  vecteur  d  un  |>oinl  (pieleoiKpie  renlermc 
dans  ce  voiumtî  satisfait  à  1  é(|iialion  proposée. 

C/esL  ainsi  que  ré(piati(ui 


y  )-  -    ce. 


aulrement 


ou 


tr 


p-^o\ 


'l',,i 


-  n-  —  (\  • 


rcpré>enLe  une  s[>lière  de  ravon  \  a-  —  n-,  pour  um?  valeur  quel- 
conque de  (\' qui  ne  dépasse  pas  (f.  Par  suite,  ré{[uation  proposée 
sera  satislaite  par  le  vecteur  d'un  point  (|uelcon(jiie  compris  dan^ 
rinlérieur  delà  sphère  de  ra\(ui  ct^  Torii^ine  de  o  étant  le  centre  de- 
là sphère. 

Une  déduction  analogue  a[)[)li(|uée  à 

[T(v -?)?  =  «% 
OÙ  fj  =  \v  -h  p,  montrera  sans  peine  (pie  l'équation 


!T(p-?)--=v<'^-.v^; 
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représente  les  points  intérieurs  du  volume  de  la  sphère  de  ravon  a  y 
dont  le  centre  est  à  rextrémité  de  ^. 

De  même  S{q^)^=  —  a-  sera  Téquation  de  tous  les  points  de 
lespace,  moins  ceux  de  Tespacc  contenu  dans  la  sphère  d(* 
ravon  a. 

Les  équations  vectorielles,  dans  lesquelles  un  quaternion  est  l'é- 
lément variable,  donneront  lieu  à  des  conséquences  analogues  aux 
précédentes.  Nous  confions  au  lecteur  le  soin  de  la  discussion  dans 
ces  cas. 

120.  Hamilton(Lec/w/-e5,  p.  587,  et  Eléments,  p.  299)  donne, 
<ans  démonstration,  la  transformation  suivante  : 

i 
r  ^  (r^fj^yq-^  —  V  (rg  -^KrKq). 

Pour  rétablir,  faisons 

alors 

T/  — I, 
<'t,  par  conséquent, 

Kt  i^t-K 

De  la  définition  de  t  nous  déduisons 


ou  bien 

d'où 

Il  vient  de  là 

ou  encore 


(r^q^y^rtq. 


r^q^  =:  rtqr  tq  ; 


rq  '-=.  tq  ri. 


KqKrr=z  t'^KrKq.t~\ 


K/K<7  —  tY^qY^r  t. 

Nous  aurons  donc  par  addition  et  soustraction 

\5(rq^\s.rKq)-.t\}{qr±KqKr)t\ 

et,  si  nous  posons 

s^\i{qr:^}êiqKr)     }oùT5=:i  j, 
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réquaLion  précéclenle  aura  |)(>ur  c\j)re.ssii)n 

K  \  —  liz  fs  t  : 
<le  sorle  que 


s  K  s 


1  s  )-  --  1 


si  st. 


Si  nous  nous  bornons  au  sii;nc  -r-  ■  qui  est  le  même  que  le  sij^nc 
supérieur  dans  la  définition  de  .v,  et  (.v/)- -  -  -  i  J,  nous  (lc\roii> 
prendre 


st 


I , 


ee  nou\eau  double  sii;ii('  e-^l  indéjiendaul  du  précédent  [,ou  Mei^ 

/  —  jzs  '    1^  r  K\, 


ce  (pli  donne  la  Irans^u'inalion  ])ro|)Osée. 

I  II  iaut  remarcpier  (pie  le  si<^ne  lu'^ald,  dans  la  définition  de  v. 
.lurait  donné  lieu   à  d'autres  solutions;  les   unes   inlroduiviinl  un 

\eeteur-unilé  arbitraire,  les  aulrcs  le  \      -i  de  T  Vl:;rl)re.] 

Itil.  (ioriimc;  dernier  exemple,  nous  présentons  une  Iran-^lor- 
inalion  due  à  Mauiilton,  (pii  est  d'une  i;rande  imporlanee  dan>  h 
lliéorie  des  surfaces  du  second  ordre. 

II  s'agit  de  Iranslormer  l'expression 

dans  hupielle  a,  o,  *%  forment  un  svsiéme  (pieleoncpie  de  trois  \e(- 
teur>  reetani;ulaires  entre  eux,  en  cette  autre  e\[)re>si()n 

11/ 

(pii  ne  contient  (\\n)  deux  vecteurs  constants. 
D"al)ord 

I  T  (  10   r  •  y/.  )]■  —  (  '-.^  -  -  /■/•  )  (  y-  --  y^p  )     (  n"-^  0-2,  o5) 


(  i- 


X-  1  S- 


t  I  il 


j  parce  (pie 


('.  —  /.)'-o-  -  -  \  S'.p  S/.p, 

S  ip  xp  —  S  '.  Vp  x-p  -^  s  i  (  p  Sxp  —  X  s  pp  -t-  p  s  px) 

— _  2  s  '.p  Sxp  —  p-  s  '.x, 
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t«4-3c'—  2Sl3C  =  (t  — 3C)*.  j 

Si  nous  effectuons  l'assimila  lion,  nous  aurons  à  poser 


(S.?)»-KSpp)'+  (Syp)'=  ^^^._  ^.^,  ?'+  (X'-  t«)'' 
Mais,  par  les  n"*  2o  et  73,  nous  avons 

multipliant  par  ^*  et  retranchant,  il  nous  vient 

(«-g)(S.pr-(p-i)(SYP)' 


p  Sxp 


Le  premier  membre  est  décomposable  en  deux  facteurs  réels, 
*^i  la  valeur  de  ^-  est  intermédiaire  entre  celles  de  a^  et  de  y^;  el, 
pour  que  le  second  membre  soit  décomposable  en  deux  facteurs 
rt-eU,  il  faut  que  le  facteur  de  p^  s^annule.  Cette  dernière  condi- 
tion donne 

Par  suite,  l'identité  peut  se  mettre  sous  la  forme 


Sr-[.v/(-l)-^vT?-')] 


,    S'.o  Sx5 
-«l|-~47-.-'— r-. 


Nous  pourrons  donc  poser 

2t  r      — p  /a»      1 

•îx      I  r    /     3î       /p     1 

/>  étant  an  scalar  à  déterminer. 
A  cet  effet,  substituons  ces  dernières  valeurs  dans  l'expression 

TiiT.  —  Çuaternions,  I.  9 
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cle  [3'^,  nous  trouverons 


/  / 


.'.  r 


/.  0  2 

4i^ 


\(^~y-Y 


\  '> 


(/,_ij-(a^._3  =  )-4- 


p-r-j)ir- 


_  "M 


13^ 


L'idcnlificalion  réussira  donc,  si  Ton  pose 


ce  qui  donn<? 


'  ^  P 


^ra-'-HV") 


i 


■:;— ? 


P    "-  7. 


/'-  - 


I 

P 
I 


.  2 


V 


a-  -  -  V- 


V 


9. 1     — 


>  -» 


Ainsi  donc,  de  ce  que  Say  ^^  o,  nous  aurons 


'.-) 


-)^ 


(;^-/>^)(--r) 


-  IV  ■^" 


i    ' 


ou 


(y.^    -  /^)-':-:-:=TaT 


Il  en  résultera,  (^i  sii|>|)o>anl  Ta  ;  •  T[j     -  1*', 


T       -T'  I  Ta  — Ty 


./2  _  a-» 


et  finaletnent 


'>  • 


/-'■^--   3- 


T 

•i  y,  — -  - 


1  a  1  Y      \  V     ---  'X'  V    T   -a-  / 


iXous  avons  ainsi  la  preuve  de  la  possibilité  de  la  transfornialion, 
par  le  lait  de  la  délerinination  des  vecteurs  ♦.  et  x  en  lonclioii  de  x, 

122.   La  difTérenlialion  de  Téqualion 


TftANSPOBHATIONS   DBS  EXPRESSIONS  EN  QUATBRNIONS.  l3l 

nous  donne,  ainsi  qu'on  le  verra  au  Chapitre  IV,  Téquation  sui- 
vante, 

<ians  laquelle  p'  représente  un  vecteur  quelconque. 

Cette  dernière  formule  est  également  une  formule  de  transfor- 
mation très  importante;  ce  sera  un  excellent  exercice  offert  au 
lecteur  que  son  établissement  par  la  même  voie  que  la  formule  du 
numéro  précédent.  Nous  ferons  observer,  ce  qui,  du  reste,  est  évi- 
«lemment  le  cas,  que,  si  Ton  pose  p'=  p,  la  formule  écrite  en  der- 
nier lieu  donnera  celle  du  numéro  précédent.  De  plus,  à  Taide  des 
valeurs  récentes  de  t  et  x  en  fonction  de  a,  p,  y,  nous  obtenons 
ridentité  suivante 

«  Sap  -h  ?  s  ?p  -h  Y  s  T?  =  ^ (^,1.^,),     ' 

(t  —  x)*p  -+-  2(1  Sxp  -+-  xSip) 

* 

123.  Dans  certaines  recherches  faites  à  Taide  de  quaternions. 
principalement  dans  des  questions  qui  se  rapportent  à  Tintersec- 
tioQ  imaginaire  de  courbes  ou  de  surfaces,  il  est  naturel  que  les 
formules  impliquent  le  symbole  de  l'imaginaire  algébrique.  A  cet 
t^^ard  il  faudra  expressément  faire  attention  que  l'imaginaire  de 
l'Algèbre  doit  être  assimilé  à  un  scalar  et  non  à  un  vecteur,  et,  par 

suite,  que  le  symbole  ^ —  i  devra  être  commutatif  avec  tout  autre 
facteur  avec  lequel  il  serait  combiné  par  voie  de  multiplication. 
Kn  conséquence,  la  même  démonstration  algébrique  de  la  décom- 
poàibilité,  en  une  partie  réelle  et  en  une  partie  affectée  du  facteur 

V  ~  1,  de  toute  expression  dépendant  de  l'imaginaire,  s'appliquera 

aussi  aux  expressions  de  quaternions  qui  dépendent  de  ^ —  i. 
L'une  des  parties  sera  réelle,  et  l'autre  sera  une  expression  réelle 

affectée  de  la  première  puissance  de  ^ —  1  comme  facteur.  Une 
telle  expression, 


un  Bi- 


daus  laquelle  q'  et  q'  sont  des  quaternions  réels^  s'appelle 

QCATERHlOlf. 
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Une  certaine  précaulion  doit  cire  prise  dans  le  maniement  il 
cos  sortes  d*<^xprcsslons,  mais  elles  ne  présentent  pas   de  dlHi- 
cultés  nouvelles.  Qiiclfjuos  particularités  sont  à  noter.  En  prcmi*! 
lieu,  un  biqualernion  peut  être  décomposé  en  une  partie  réelle  «l 

on  une  partie  iniai^inaire,  celte  dernière  étant  le  produit  de  \  ~  i 

par  un  quaternion  réel  ;  en  second  lieu,  ce  \  -  -  i  est  commiiliitit 
dans  sa   niultiplicali(jn  par  tout  autre  facteur;  en  d(Tnicr  litu.  ^ 
deu\   l)i(piaternions   sont  éi;au\    entre    eux   et   cpie  Ion    iiit,   \y<^" 
(•xenn)le. 


7'  -  v"\     -•  ^r~:r'\  —  I, 


(Cite  ('([ualion  néres>ite,  comme  eu  Al^èhro,  que 


f/'  -    /■',     7"    -  /■'  : 


de  celtr  >orl<',  une  équation  entre  hiqualernions  conduit  à  liiii* 
('•<juations  entre  sealars.  (re>t  là  une  proposition  cpii  dé» ouïr  <^ 
celle  i\u  n"<S{). 

l^i.    i\ous  aurons  donc,  puisque^    —  1  est  un  scalar, 

S  (7'  ,   v'A       «;     -S7'    -  S7'  ^:v  "'^ 
\  ^7'    -7'^    -  i;   -   \7'  ,-  \'/'\:\    -  I. 

Delà  (n^'  \{):V) 
(S7'    -S7'\  ■     1  -r  \7'       ^ '/  \  --  '    .^7'      ^^/\  ---  '  —  \(/    -  ^7  \ 

(  1 V  j  ■     i  ^  7  r  •  -  "  '  (  7  ''^  7  )  V  "   J  ♦ 

La  se»de  rcjnarque  cpie  nous  devons  faire  relativement  à  un«^  pn- 
reille  lormule,  c'est  que  le  len.>eur  d  unl)i(piaterni(ui  |)euts*é\an«unr. 
tandis  que  les  (juateinions  qui  entrent  dans  sa  composition  peuvcui 
avoir  lUie  \aleur  finie,  diiiérente  de  zéro. 
Si  donc  Ton  lait 

I7  17     , 

et 

S(7'K7')  —  o. 
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la  formule  ci-dessus  donne 

La  condition 
peut  s'écrire 
ou  bien 

2  étant  un  vecteur  quelconque. 
On  en  conclut  que 

et  que,  par  conséquent, 

sera  Texpression  générale  d'un  biquaternion  dont  le  tenseur  est 
t^gal  à  zéro. 

i2o.  Plus  généralement,  si  q^  r,  q\  r  sont  des  quaternions, 
<lont  aucun  n'est  évanouissant,  nous  avons 

(7  -^  7V— 0('*  -»-  ''' V^'-î')  =  (7''  —  7'''')  -^  (7'''  +  7'^^)  sf-~^' 
Pour  que  ce  produit  s'annule,  il  faudra  que 


et 


qr—q'r\ 


qr'  =  —  q'  r. 


Eliminant  r%  nous  avons 

qq'-^qrzzz — q'  r] 
ce  qui  donne 

(7'-'7)*  =  -i. 
ou  bien 

7  =  7'«> 

où  X  sera  un  vecteur-unité  quelconque. 
Les  deux  équations  de  condition  s'accordent  à  donner 

—  r  =  ar', 
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ri  les  Ijlqualcinioiis  fadeurs  proiidronl  la  (orme 


■( 


n    1 


\  -ï 


),     et     -(^t  — V— 0''- 


Leur  produit 


--7  ia-f-y— i,>a--^  — ij/-', 


est  cvideninicnl  égal  à  zéro. 

[Un  mode  de  déduelion  plus  simple  nous  donnera  la  même  pro- 
position de  la  manière  suivante,  en  mettant  les  biqualernions  scjii^ 
la  forme 

Vl7     ''/'■"  \  — ')     ^^     {rr'-^ -\-\  ■ -\  )  r\ 

e'esl-à-dire 


/ 


d'fi'  \-J—\)     et     (/'"♦- y— I  ; /•, 


7  //    'V 


j 


et  en  élablissanl  la  relation 


V 


a,      ou 


'•] 


Il  s'ensuit  rpie,  si  le  produit  de  deux  hi\cclcurs. 


s'annule,  nous  devrons  avoir 


j 


i   s  V    - 


-  -1 . 


.'-'-1 


la. 


a  étant   un  vixleur   cpudconque.   Mais  ce  résultat    [)eut   s'ohtcnii 
encore  plus  aisément  [)ar  un  procédé  direct. 


12(5.  ^ous  devons  maintenant  faire  une  observation  «xénéral' 
sur  l'emploi  de  centaines  abréviations  dans  la  manière  d'é'crire  lc> 
formules:  nous  avons  rintcnlion  d'en  faire  usa;;e  dans  les  CIkj- 
pitres  suivants.  Ces  abréviations  peu\ent  être  introduites  avec  sé- 
curité toutes  les  fois  ipi'elles  ne  sont  pas  sujettes  à  induire  en 
erreur,  ou  à  donner  lieu  à  une  confusion.  Xous  remarquerons  donc 
(pie  nous  pouiTons  écrire 

T-'y     au  Heu  de     (T</)-, 

par  la  même  raison  que  Ion  écrit 

cos-0     au  lieu  de     (cosO)-, 
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quoique  le  véritable  sens  des  premières  de  ces  expressions  serait, 
ea  réalité, 

T(T^)    et    cos(cosO). 

L'emploi  de  T^q  peut  se  justifier,  puisque  T{^q)  =  Tq\  par  con- 
séquent il  n^y  a  pas  lieu  d^employer  T^^  dans  le  sens  de  tenseur  du 
tenseur  de  q.  Mais  l'acception  du  symbole  trigonométrique  cos^O 
pour  (cosO)^  n'est  en  rien  justifiable. 
Nous  pouvons  écrire  de  même 

S'^    pour    (SqY,     ..., 
mais  Ton  aura  soin  de  ne  pas  faire  usage  de 

comme  un  équivalent  de  S^^,  •  • . ,  car  il  pourrait  en  résulter  de  la 
confusion  avec 

S.^',     c'est-à-dire     S(^'), 

quantité  qui  est  généralement  différente  de  S^^;  mais  S(^^)  ou 
S.f^  est  rarement  employé  sans  point  ou  sans  parenthèses. 

137.  Le  commençant,  au  premier  abord,  peut  s'attendre  à  se 
sentir  un  peu  troublé  à  la  vue  de  cette  notation  ;  mais,  à  mesure 
qa'il  avancera  dans  la  science,  il  ne  manquera  pas  d'établir  la  dis- 
tinction, par  exemple,  entre  une  expression  telle  que 

S.Va?V?-r, 

dans  laquelle  le  point  ou  le  premier  V  peut  être  omis  sans  alté- 
ration du  sens  de  l'expression,  et  entre  l'expression  très  difilérente 

s.p.vp-ri  =  vpfSa?{ 

dans  laquelle  on  ne  peut  pas  omettre  le  point  sans  en  altérer  le 
sens  ou  la  valeur. 

Toutes  ces  simplifications  dans  la  notation  ne  sont,  du  reste, 
qae  des  exemples  de  transformations  d'expressions  à  quaternions, 
et  une  partie  de  ce  Chapitre  leur  a  été  consacrée.  Pour  donner 
encore  un  exemple,  nous  citerons  les  transformations  suivantes. 
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que  Ton  saura  aiscmcnt  justifier, 

S  .  Va;^  V  I^Y   --  s  \'a3  V  l^v  :_    s .  a^i  V  ^Y  ri:,  s  a  Y.  3  \'i'; 

-SVYi3V3a::^-S.YiS  V?a...... 

Ce  groupe  de  fornuiles  est  loin  (rr[)uiser  l\'nunicralion  de  loutts 
les  formes  possibles,  (pii  peuvent  représenter  la  (pnintité  dojuii't\ 
et  cela  mrnie  à  Texelusion  des  formes  plus  compliquées.  Nous  on 
recommandons  Télude  atlentive.  Le  commcnrant  trouvera  ulllc 
cremplover  d'abord  avec  abondance  les  points  et  les  ])arenlbèse>: 
mais  il  apprendra  graduellement  à  omettre  ceux  de  ces  silènes  qin 
ru;  sont  pas  absolunu'nt  indisj^ensables  et  dont  romission  n'ni- 
traîne  pas  d'ambiguïté. 

Nous  i'er(iimiKni<I«M(»ri<,  en  oiiti  e  i  I<M><jiriI  s';ii;il  d'iui  lerin»'  cninj»eri''  «Inn 
ractcur-Ncclt'ur  cl  (run  faelcur  s*nis  I<î  >iurio  S  (»u  T  i,  «l'écriir  It*  Tin  lonr- 
vcolciir  à  la  i;;uiclie.  l'ar  r\<'nM)l<'.  îhi  lieu  do  i  Sa  >  lo,  nu  écrira  s  S  i3. 

Oïl  rvllc  ainsi  une  j>anMilIiése  <>ii  un  |>(>inl. 


(,)i  ESTIONS  i»i;otM)St:i:s,  {{iji.atjmîs  al  ciiMTruK  m. 

1.  Cliercber,  à  l'aide  de  (piaternions,  <pielles  sont  les  formul«'s 
de  transformation  (Tun  svstème  de  coordonnées  rectilignes  en  un 
autre  système.  Déduire  du  s\stème  général,  et  aussi  à  Taide  de 
considérations  particulières,  les  sobilions  connues  relatives  aux  cas 
suivants  : 


>  w- 


(ff).   Les  axes  trirectaniiulaires  tournent  autour  de  Taxi?  de 
d'un  angle  donné  quelccmcpie. 

(0).  Les  axes  trirectangidaires  tournent  autour  d'un  axe  de  ro- 
tation également  incliné  sur  les  trois  axes. 

(r).  Les  axes  trirectangulaires  se  transforment  en  un  SNstème 
d'axes  obli(pies,  de  tidle  sorte  que  cbacun  des  nouveaux  axes  suit 
situé  dans  l'un  des  trois  anciens  plans  coordonnés. 

^.   Etant  donné  To-     Ta:     T3i     i,    et    Sa^ip  z^  o,    nionlrer 
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par  une  transformation  directe  que  Ton  a 

Donner  l'interprétation  géométrique  de  ce  théorème. 

3.  Étant  donné  Sap  =  o,  Ta  =  T  ^  =  i ,  montrer  que  l'on  a 
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I 

-m 


I 
-m 


(i -f- a'»)^  =  a»    p.acosj7t/n  =  2a»    pSa*    • 

i.  Réduire  à  sa  forme  la  plus  simple  l'équation 

pS.Va?  VpY  VYa  =  a  V.Vy«  Va?  -f-  6  V.Va?  V?y  4-  c  V.V?y  V-;», 


el  moDtrer  que  l'on  a 


ai=S.?Yp,     6  = 


5.  Établir  les  théorèmes  suivants,  et  faire  voir  qu'ils  expriment 
des  propriétés  de  déterminants 

•'ï)  S(i-h?)(?-f-Y)(ï-+-«)  =  2S.a?Y; 
'fn  S.Vi?V?yVy«=— (S.a?Y)*; 

o  S.V(aH- P)(?-+-y)V(?  4- Y)(ï  +  «)V(Y +  «)(«-+- P)=-4(S.a.3Y)^■ 
-'/j  S.V(V2?V?Y)V(VpYVYa)V(VYaVap  =  — (S.a^Y)*; 


I<. 


rsque 


0 


î: 


V[V(a  +  P)(?  +  Y)V(?  +  T)(Y  +  «)], 
V[V(?-Hy)(t  +  «)V(y +  «)(«  +  ?)], 
V[V(Y-h«)(a  +  ?)V(a+P)(?  +  Y)]. 


6.  Donner  la  formule  connue  pour  le  produit  de  deux  détermi 
nants  du  troisième  ordre',  en  établissant  le  résultat  suivant 


Saati     Sf>a|     Sy^i 

S.a?YS.aiPiYi  = 

s«p,  s?p.   s-r?, 

s»Ti  spyi   s^nfi 

x(-i) 


7.  Si  dans  la  question  du  n**  102  on  suppose  que  a,  P,  y  repré- 
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sentent  un  systcnic  trireclangulaîre,  peut-on  en  préjuger  quelque 
chose  pour  a,,  61,  v,? 

Et  si  a,  [i,  V  sont  des  vecteurs-unités  (toujours  trlreclangulaires), 
quels  seront  ai,  [j,,  y,  sous  le  rapport  de  leurs  tenseurs? 

8.  Soient  a,  [ï,  v  et  a,  [j^,  y  deux  systèmes  trireclangulaires  do 
vecteurs-unités,  montrer  que  Ton  a 

{).  Les  droites  qui  joignent  les  milieux  des  cotés  opposés  d'un 
quadrilatère  seront  perpendiculaires  entre  elles,  si  les  diagonales 
du  quadrilatère  sont  égales  entre  elles. 

10.  Montrer  que 

(a)  S.7-  — ^S-.ry  —  TV/; 

(ri)  S(V.a?vV.:iv=^V,va?)--4Sa:îS?vSYaS.aV: 

(/)  V^'  Vy-'  -    -    S7.U  V7  4-  T  Vy; 

et  traduire  chacune  de  ces  formules  en  une  proposition  de  Trig<^- 
nométrie  plane  ou  sj)liérique. 

11.  Si  (/  est  un  qualernion  indélerminé,  quels  sont  les   lieux 
géométri([ues  représentés  par 

il))  (r/:i    ')*::  a\ 

(c)  8(7  — a)2:         a', 

n  étant  un  scalar  donné  et  a  un  vecteur  donné? 

12.  Si  q  est  un  quaternion  quelconque,  montrer  que  l'équation 

0-  ^-  a^ 
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csl  satisfaite,  non  seulement  paï*  Q  =  ±:  ^,  mais  encore  par 

Q  =  ±  yf^i  (U  V^  S^  -  T  V^) 
(Hamilton,  Lectures,  p.  673  ). 

13.  En  quoi  consiste  la  différence  entre  les  deux  équations 


r^=i   et   ^ey=~i? 


Donner  l'interprétation  complète  de  chacune  d'elles,  a  étant  un 
vecleor  donné,  et  p  un  vecteur  à  déterminer. 

14.  Discuter  les  conséquences  des  coupes  d'équations  suivants, 
aulant  sous  le  rapport  du  vecteur  inconnu  p,  que  sous  le  rapport 
des  vecteurs  donnés  a,  p,  y, 

g     Q    __  (  Sap      =0,  /  Sap        ^o, 

(«)      L'*  '  (*)  S.app:=0,  (C)  S.app    --Z.O, 

\  SjSp      =0;  \  S.apYp=::o. 

15.  A  l'aide  des  n""  74  et  109,  montrer  que,  si  e  est  un  vecteur- 
unité  quelconque  et  m  un  scalar  quelconque,  on  a 

6'"  z=z  ces  I  m  TU  -H  e  sin  {  m  TT 

) comme  valeur  principale]  ;  et  déduire  de  là  que,  si  a,  p,  y  sont  les 
nvons  menés  aux  sommets  d'un  triangle  sphérique  (sur  la  sphère 
de  rayon  égal  à  l'unité)  dont  l'excès  sphérique  est  égal  à  m  angles 
droits,  on  aura 

a-i-6        Y-*-a        8-hY 
p-HY        flt-t-p        Y-i-a 

Montrer  également  que  si  A,  B,  C  sont  les  angles  du  triangle 
^pbérique,  on  aura  [voir  la  note  au  Chap.  X) 

iC       aB      aA 

16.  Faire  voir  que,  pour  trois  vecteurs  a,  ^,  y  quelconques, 


oïl  a 


CHAPITRE    IV 


(Hamiltom,  FAcmenlSy  p.  388.) 

17.    Si  a^^  «'/.j,  /'/;,,  ./•  sont  (]ualrc  scalars  (jiiclcunqucs  ol  '.,.  '.• 
C;,  trois  vecteurs  (|iielcon(|iies,  faire  voir  (jue 


./-(S,. 


où  l(!  symbole  11^/-  (lésii;iie  /'/j' // :l^/ij 

\  ériiier  eetle  loniiule  «laiis  le  cas  où 


ri 


n. 


(  Ihir! .) 
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CHAPITRE  IV. 


DE  LA  DIFFÉRENTIATION  DES  QUATERNIONS. 


128.  Nous  avons  déjà  traité,  au  Chapitre  I,  le  cas  spécial  de  la 
JifTérentiation  d'un  vecteur,  qui  est  représenté  par  une  fonction 
(l'une  variable  indépendante  scalar;  il  est  aisé  de  voir  que  le  même 
procédé  de  diflerentiation  s'applique  à  un  quaternion,  lorsque  ce 
dernier  est  donné  en  fonction  d'une  variable  indépendante  scalar. 

La  différentielle,  ou,  si  Ton  veut,  le  coefficient  différentiel 
ainsi  trouvé  sera,  en  général,  une  autre  fonction  de  la  même  va- 
riable, et  la  différentiation  pourra  ainsi  s'effectuer  une  seconde 
fois,  une  troisième  fois,  etc.,  par  la  répétition  du  même  procédé. 
Ces  remarques  s'appliquent  également  au  cas  de  la  différentiation 
partielle,  lorsque  le  quaternion  est  une  fonction  explicite  de  plu- 
sieurs variables  indépendantes  scalars.  Ces  procédés  sont,  en  effet, 
les  mêmes  que  ceux  du  Calcul  différentiel  ordinaire. 

129.  Il  n'en  est  plus  de  même  lorsqu'il  s'agit  de  la  différentia- 
tion de  la  fonction,  soit  d'un  vecteur,  soit  d'un  quaternion,  qui 
^onl  eux-mêmes  variables;  nous  ne  devrons  pas  appliquer  sans 
précaution  le  procédé  de  la  différentiation  des  fonctions  de  fonc- 
tion, où  les  coeflicients  différentiels  jouent  leur  rôle ,  nous  sommes 
obligés,  ainsi  que  nous  l'avons  annoncé  au  n^  33,  de  donner  d'une 
diiïérentielle  une  définition  autre  que  celle  qui  est  usitée  dans  les 
<'as  ordinaires.  A  la  vérité,  la  définition  ainsi  modifiée  s'accordera 
iivec  la  définition  ordinaire  dans  le  cas  où  le  quaternion,  qui  joue 
le  rôle  de  variable  indépendante  par  rapport  à  la  fonction,  se  ré- 
duit à  un  scalar. 

130.  Soit  r=:  F(5r)  la  fonction  F  d'un  quaternion  q.  Alors  la 


\\>. 


CHAPITRE    ÏV. 

ililfcTenllcUc  de  /•  sera  définie  ])ar  la  fornuilc  suivante 


(II'  ■--  (IV [rj)  --  lini    II 


i 


K(,.';^)-1MV) 


n  élanl  un  scalar  (|ni  doil  converger  vers  Tinfini. 

La  dinVrenlicll(î  dq  sera  \\\\  (juu(crnii)H  (/uclcoîifjut\  cl  \'v\- 
prcssion  de  di'  sera  de  la  lornie 

/  étant  une  nouvelle  fonction,  dépendant  de  l\  lioniogéne  et  duy/v- 
mirr  dctarr  en  (hi^  mais  non  t^^énéralement  de  la  forme'/»  y  ^  x   A/. 

131.    Alin    d'éelaireir   ces    dernières     remarcjurs ,    nous    fcion-i 
observer  (jiu?  la  fonction 

est  (lislrihuti\'c  f)ar  rapport  à  <A/,  par  cela  même  cprclle  est  dô- 
duile  de  ^(7)  [)ar  «liflerenlialion,  c'est-à-dire  qu'elle  satislall  à 


Mu  elVet 


f\  'j.  r       S]  -   f\  y,  /•)    r  f\<l.  v), 


F  (y 


/■  -  -     .V 
// 

/•  S    ' 

//         // 
/{'/.  /■}  -.  /('/,.v). 


-   hni  •  /i 
hni  ,  // 


)-r..'/) 


'M'/-f  ;:)  H'/  '  T^i-'M'/-:^)-  '-V 


liiii  ,//  !  1'  (  Y 


V 

// 
s 


)'•'(,;/ ■  7,)  \- 'i"-i"j'--('/--;;)-'-/ 


Comme  cas  [)articulier,  il  e>t  évident  (pie  nous  avons 
lorsque  ./'  est  un  >ealar  (pielconque. 


132.   Nous  définirons  de  même 


^/l'(7,  /-..v,. 


Inn     // 


,,/  fh  (Ir  (h 

\  [  (/  —  -^    r î    .V    ■ , 

\  Il  II  II 


l^y 
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pour  n  =  00  ;  ^y  /*,  5,  . . . ,  dqy  dr^  ds^  ...  étant  des  quaternions 
quelconques.  Le  résultat  sera  de  la  forme 

/(^,  Vy  s^   ...,  dq^  dry  dSy   ...), 

y  étant  une  fonction  homogène  et  linéaire  du  système  de  quater- 
nions dqy  drj  ck,  . . . ,  et  distributive  par  rapport  à  chacun  de  ces 
quaternions  en  particulier.  Ainsi,  si  Ton  difTérentie  une  puissance, 
un  produit,  etc.,  où  entrent  un  ou  plusieurs  quaternions,  chacun 
des  facteurs  doit  être  différentié  comme  s'il  était  seul  variable  ;  et 
les  termes  ainsi  obtenus  doivent  être  ajoutés  ensemble  pour  for- 
mer la  différentielle  complète.  Cette  règle  diffère  de  la  règle  or- 
dinaire uniquement  en  ce  que,  en  vertu  de  la  propriété  de  la  non- 
commutativité  de  la  multiplication  des  quaternions,  chaque  facteur 
doit  être  différentié  in  situ*  Ainsi 

d{qr)  ^=zdq.r  +  qdr 

et  non  généralement 

rdq  -\-q  dr. 

133.  Nous  choisirons  pour  exemples  les  différentiations,  dont 
les  résultats  seront  fréquemment  appliqués  dans  les  Chapitres 
suivants.  Une  partie  des  calculs  servira  comme  exemple  de  la 
transformation  d'expressions  de  quaternions. 

l'On  a 

Tp«  -^  -  p«. 

La  différentielle  du  premier  nombre  sera,  vu  que  Tp  est  un  scalar, 

2  Tp  rfTp  ; 
la  différentielle  de  p^  est 

iim.«[^(^p-^^y-p*] 

^lim.n[(^Sprfp4-^]     (nMOi). 

•=:  a  Spe/p. 
Oo  en  lire 

Tpé/Tpr=  — Sp^p, 
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el  par  suite 


ou  bien 


2"  On  a 


On  en  lire 


d'où 


f" 


r/To 


T? 


S^. 


1>  Uo. 

i  « 


^/p  =  r/Tp.L'o-^T,w/Uc, 


I       I 


^/'.       r/To       r/Is       ,../-.       r/Us 


r 


{   z 


Lp 


])ar  (  !  ). 

Par  conséquenl,  il  vicnl 


~  [  -7 


y 'Il 


On  [X'iU  Iransl'onncr  le  second  nieni!/re  «ii 


V  --;—      ou   l)ien  ou      — M^~r  ■ 
P  ~  1 


ricnîar(|iions  cl'ailleur>  (jiie 

.'5*^  De  (  ryj-  ^-^  7  K  7  on  lire 
:>  T '/  r/Tf/       fi{  ^/  \\  (j  ) 


iiii)    // 

ce 


Mll^    // 


17 


Il 


)  "^  (  '/ 


t 

n 


)  --7  ^^7 


n\/ 


(7iv^f-:-^^iv7)    --^^Aylv./vj. 


7  l\  Vy         ^Ay  k  Y, 
-  7  K  ^/y      -  k  ;  Y  !\  ,!.j  I       (II"  .'J.j  ) 
:  1»  S  (  y  k  ^/-y  j  --  •>  SK  (j  (l.j. 


^lous  avons  donc 


'/J 


r/  i  ^ 


y     -  S.^/7  l  k//       S.^Ay  Uy"', 
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parce  que 

Tq=:TKq, 

et  que 

VKg=:Vq-K 

Si  q  se  réduit  à  un  vecteur  p,  on  a 

Kg-  =  Kp=-p, 
Cl  la  formule  devient 

comme  dans  (i). 
D'autre  part,  de  dT q  =  SU q^^  dq  on  tire 

dTq       ç^dq 
Ayant  aussi  dq  =  Tq  dUq  -h  U^  dTq,  il  nous  vient 


et,  comme 


nous  aurons 


dq  _dTq        d\}q 
q    -^    Tq    -^    Vq  '' 

^dq  _dTq 


^dq  d\]q 


\}q 
4"  Il  vient 

./(^«)=.lim./i[(^4-^y-^«] 

^=^qdq  -^dq.q 

^aS.çdîgr-i-  2(S7)Vrf7-+-  2(Srf!y).V<7. 

j  Pour  faire  le  développement,  on  calculera  le  scalar  et  le  vecteur  de 
9^  -^  dq.q^  chacun  à  part.  Les  scalars  de  q  dq  et  de  dq,q  étant  les 
mêmes,  on  l'indiquera  par  ^^{q  dq);  quant  au  vecteur  \{q  dq  -^  dq,q), 
il  convient  de  considérer  le  développement  de 

\[{Sq  -*.  \q){S  dq  -+-  \dq)  ^  [S  dq -h  ydq){Sq  +  V^)] 
=  [V^  Sdq-i-  Vdq  Sq  -{-  \{\q  \dq)] 
-h  [Ydq.Sq  -i-  Vy  Sc/gr  H-  \{\dq  Yq)] 

Les  termes  de  la  troisième  colonne  s*entre-détruisent  et  Ton  obtient  Texprcs- 
sioo  du  texte. 

Tait.  —  Quaternions,  I.  lO 
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Oc  plus  (m  a 

2  w'^  I  q  dq       :  '2  S  f/  S  dq        :a  S  (  \Vy  \\/y  ).  | 

Si  <7  est  un  vecteur  Ici  que  p,  alors  Sc/y  et  S  y  sont   nuls,  tl 

nous  avons 

r/(p--î)--i»Spr/p, 

coninie  dans  (i). 
5"  Soit 

q  -  r\ 

On  a 

j 

di'  -   ^/y. 
Mais 

dr  -L  d(j-  ~  <i  dq    •-  dfj .(/. 

AruIh[)lions  celte  égalité  j)ar  <y,  et  Ky  [)ar  (lf\  il  nous  \iciil 

(j  dr  -—  q-  dq  --  q  .  ffq  .  q , 
dr  Wq  -     y .  c/y .  K  y    i    ^/y .  Ty- . 

Ajoutant  membre  à  menil)rc  j  et  remarquant  que 

y  ''/y  .y  -r-  y  «'/y  Ky  --  y  ^/y  (y  -;  Ky  i      y  r/y .  >.  Sy  J, 
nous  aurons 

q  dr  -'^  drKq        [y-    '-  {Tq)-  -^    2q  Sq]dq. 


On  tire  de  là  r/y,  c'esl-à-dirc  d\  /  -  /,  en  fonction  de  (/r.  Ce  nri 
cédé  a  élé  donné  [)ar  Uamilton  (Lcclincs^  p.  (i^S), 
6^  On  a 


y. y    '^  I, 


d'où 

et  par  suite 

d{q~')  -^—q-'dq.qK 

Si  y  est  un  vecteur,  par  exemple  o,  on  a 

j  Le  premier  membre  est  un  vecteur,  par  cela  même  que  o  e>t  un 
\ecteur;   le    second   mend)re  est  un  vecteur  parce  que   le  >calar 
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Ss-*rfp.p~*  =  o;  on  peut  donc  écrire    rfp~*  =  —  V(p~*rfp.p~"*) 

et  appliquer  la    formule   Vapy  =  a  Spy  —  P  S  y*  -h  Y  ^*?  j  '    ^^ 
trouve  ainsi  que 

P*       PP        \P  ?  J  ?  \      9  J  9 

fOn  a 

et,  par  diflcrentiatlon, 

dq  3=  dSq  -4-  rfV^. 
Mais,  en  général, 

dq  =  (Srf.y  4-  Vrfgr); 

égalant  ces  résultats,  on  trouve  que 

d{?>q)^S{dq,     d(\q)—\(dq). 

Puisque  Kq  r=  Sq  — V^,  on  obtient,  par  le  même  raisonnement, 

d{Kg)  —  K{dg). 

134.  Une  seconde  difierentiation  ne  présente  pas  de  nouvelle 
difficulté. 
C'est  ainsi  que,  ayant 

d(q^)=dq.q-{-qdq, 

on  en  déduit,  en  différentiant  de  nouveau, 

d^iq*)  —d*q.q-{-2{dqy-hqd*qy 

et  ainsi  de  suite,  pour  les  ordres  de  difTérentiation  plus  élevés. 
Si  q  est  un  vecteur,  tel  que  p,  nous  avons,  d'après  le  n^  133  (i), 

rf(p')  =;2Sp^p. 

On  lire  de  là 

et  ainsi  de  suite. 
On  a  de  même 


rf'(Up)=-rf(^Vprfp) 


1  [S  cil  \  iMini:  IV. 

j  (Fijprùs  n"  133  (2)  j  ;  cl,  comme 

r/.\  s  ^/p  --  \  .  z  ci-  0 
i  parce  que  \ (dz.flz^     -  oj,  il  vient 

—  d'  Vo    -  :    -     ,1^   [(   Vo  ./^  )2  -       '■J  Vo  ^/^  0  —  O.  \Z  r/p  S  W/S  1  . 

1  I V  «'■"*'    '  '  '  '  i        i         i  J 

I 

Ce  résiillat  peut  encore  se  simplifier,  mais  il  convient  de  prc- 
ninnir  le  lecleur  contre  l'erreur  cpril  v  aurait  à  écrire 

pour  l'expression  ci-dessus. 

j  Car  (Vw/p)-  est  un  scalar,  tandis  que 

\p{d.\pdp)  r    \>[V(,/pVpr/?)] 

Vp  (^/p  Sp  (/o  —  p  ^/g")      Vp  /'/o  s  2  ^/^ 
f'st  un  vecicur.  j 

13»j.  Lorsque  Ton  regarde  la  première  dilférenlielle  de  q  comnv 
ronslantCj  on  a 

d-(i      o,     r/^^/  -    o,      .  .  . , 

et  les  formules  précédentes  se  simplifient. 

Hamilton  a  montré  que,  dans  ce  cas,  le  fhcorrnie  de   Taylor 
peu»  être  facilement  étendu  à  une  fonction  du  quaternion  q. 

Ce  qui  si^nille  que  Ton  a 

r- 

f{q  -{-  X  d'f)  r--/(v)  -I-  X  df{q)  -f-  --  d^f{q)  -  -  .  .  . 

1     •    -i 

dans  le  cas  de  d-(i  ^--  o,  et  sous  la  réserve  d'exceptions  et  de  res- 
trictions, comme  cela  a  lieu  dans  le  cas  de  fonctions  de  variables 

S(ndars.  Ainsi,  de 
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nous  concluons  {  pour  d^q  =  o,  . . .  { 

^AÇ)  —2dq.qdq-\-  2q(dqy  -^l^dqYq, 
d'/(q):-.6{dqy. 

II  est  facile  de  vérifier,  par  la  voie  de  la  multiplication,  Texac- 
titude  de  la  formule  ci-dessous  donnée  par  Tapplication  du  théorème 
de  Tajlor 

(q  -h  X dq)* ^=  q^  -h  x{q* dq  ■+-  qdqq  4-  dq  q*) 

-\-  x^[dq .q  dq  -^q^dq^-^  (^7)*^]  4-^'(^)'. 

Comme  nous  n^aurons  pas  occasion  de  faire  usage  de  ce  théorème, 
et  que  d'ailleurs  les  démonstrations  qui  en  ont  été  données  sont 
toutes  trop  laborieuses  pour  un  Traité  élémentaire,  nous  renvoyons 
le  lecteur  aux  Ouvrages  de  Hamilton,  où  se  trouvent  exposées 
plusieurs  démonstrations  du  théorème. 

136.  Pour  diSerentier  une  fonction  de  fonction  d'un  quaternion, 
on  suivra  la  même  règle  que  pour  le  cas  d'une  variable  scalar  ;  ce- 
pendant il  faudra  tenir  compte  des  particularités  qui  sont  inhé- 
rentes aux  différentielles  des  quaternions. 

137.  Un  cas  de  différentiation  très  important  se  présente  dans 
l^s  applications  géométriques  des  quaternions  :  c'est  celui  où  une 
»érie  de  surfaces  est  donnée  par  une  équation  de  la  forme 

F(p)=:C, 

F  étant  le  signe  d'une  fonction  de  p  exprimée  par  un  scalar  (une 
fonction-scalar  de  p),  et  C  étant  une  constante  arbitraire.  La  diffé- 
rentielle de  cette  équation  se  présentera  sous  la  forme 

où  /  sera  le  signe  d'une  fonction-scalar  nécessairement  ;  comme 
elle  est  homogène  et  linéaire  enrfp  (n°  130),  elle  pourra  être  mise 
>ous  la  forme 

OÙ  V  désigne  un  vecteur,  et  en  général  une  fonction  de  o. 


i5o 


c:  ri  A  PI  T  m:  iv. 


Il  osl  facile  de  reconnaître^  (jiie  ce  vecteur  v  a  pour  direcllon 
eellr  de  la  normale  à  la  surface  qui  pas^se  par  I'e\lréniité  do  :. 
puisque,  (^n  cffel,  v  est  j)erpendiculaire  à  toute  tanjj;enle  dirig/r 
suivant  (h  (n"^  3()  et  OS).  La  longueur  de  v,  lorsrjue  Fi  p)  -  C 
représenl<'  une  surface  du  second  de£i:ré,  est  proportionnelle  à  la 
puissance  moins  un  (à  l'inverse^")  de  la  distance  de  ToriiTine  iui 
|>lan  tan^'^enl. 

Plus  tard  nous  verrons  également  (pie  si 


II' 


jy 


Lz, 


on  aura 


V 


\    (l.r        '  (/y  ffZ  / 


L'infr^TcUion  {]i::^  oxjno'^sion?  on  (jn;it«Mni(ins  «'si  r«'n\oyr('  aux  Ch.i- 
|)ifre>  «laiis  Irsqiiols  il  si'iii  question  <lc'>  njjplioiUions  i;«''«>nit'triqut'S. 

Néanmoins  nous  j»osoi'ons  «les  niaintcniinl  la  ilrtiiiition  (Vum.'  quarlraturr 
par  la  lorrmiK; 


,(■" 


rh 


7t 


—-  (/f  =  Il  ni  >    --/;/. 
(Il  jLd  (il 


1  étant    nn   xcrteur  et  t  une  Aariahlc   scalar  dont   (lé[)on<l   7;    ]o>  ('KniiMii^ 
f)t  seront  calculés  [)oui'  «les  valeuis  ^ucressivo'^  de  /,  croissant  par  iuhM- 


'/( 


rh 


■  '   "' 

di'\ant  étr<'  laite  selon  l«'s  rè;^les  «le.  l'addition  des  vceteur>.  Il  va  >ans  din* 
t|ue  l'on  sup])ose  ici  que  sur  le  trajet  de  la  eouid^e  il  ne  se  présente  pa^  «it' 
points  siriiiuliers. 

Si  donc  7  =  0/  e\i)riuie  l'intégrale  i;én('rale,  l'o/vV^/^edu  veeieniTeprésent'  i' 

par  la  srunnie  \   sera  le  point  7,,    -  ^/oî  <i  mesure  que  l'on  efrcelue  la  sonmu' 

Fig.  ^G. 


<les  éléments  successifs  —^à/,    Vcxlrcniift'  ^hi  vecteur  i^Iissera   le  \i)\\'z  de- 

a( 

él«''ments  d'un  polyi^oiïc  innnit('"»inial  inscrit  dans  la  ccmrhe  7       '^t    pa>-ant 
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par  ffo  =  ^^o)>  et  par  cela  même  ce  vecteur  représentera,  pour  chaque  va- 
leur intermédiaire  de  t,  la  corde^vecteur  de  Tare  que  Ton  aura  parcouru 
jusque-là. 

Supposons  que  la  courbe  ex  =  «p^,  entre  t^  et  /j,  soit  représentée  par  l'arc 
m^mmx  (fig*  lfi\  on  aura 

lim  2.  ~T^^^  vecteur  i»o  "^j , 

et  cette  valeur  s'accorde  avec  Feiipression  a  priori  de  l'intégrale  défluie, 
savoir 


Jf     __  ^/  =  <x,  —  ffQ  =  O  i»i  —  O 
t.    ^^ 


nio, 


puisque  dans  le  triangle  Omo/ni  on  aura  toujours 


0  mi  =  O  mo  -h  /Ho  '^i* 


QUESTIONS  RELATIVES  AU  CHAPITRE  IV. 

1.  Démontrer  que 

(a)         d.SUq  =  s(vq.\^^=-S^^T\Vg; 
(6)        d.\Vq  =  \.Vg-*\(dq.q-^); 
,c)     rf.TVU^  =  S^=:S^SU,; 

irf)  rf.a*= -Tc.  «*"»-•  flfj?; 

2 

H 

2.  Soit 

F(p)  =  2S«pSpp4-i5'P«; 
Irouver 

û?F(p)  =Svrfp, 
et  montrer  que 


I  >2  r.  II  \  PITRE    V. 


CHAPITRE  V. 


RKSOLLTION  DKS  EQUATIONS  DU  PRKMinR  DEGRÉ, 


138.   Nous  avons  vu  que  la  dlHorcnlialion  (rune  fonction  quel 
conque  d'un  qualernion,  <y,  conduil  à  une  équalion  de  la  Tormc 

dans  la(|uellcy' est  une  fonction  linéaire  cl  lK)moi;ène,  par  rap|)orl 
à  d(i.  Il  nous  l'aut,  pour  compléter  le  procédé  de  la  diirérentialion. 
trouver  les  niovens  (\c  résoudre  cette  équation  par  ra])port  à  r/y. 
de  manière  à  oblenir  une  expression  explicite  de  cette  difleron- 
liellc. 

Ce  n'est  pas  le  cas  i^énéral  qui  a  le  plus  d'importance,  mais  [)ln- 
lùt  le  cas  particulier  dnns  lequel  dfj  est  un  vecteur;  (railleurs, 
ainsi  que  nous  allojis  le  l'aire  voir,  la  solution  de  la  question  dans 
toute  sa  généralité  peut  se  ramener  à  celle  de  ce  cas  particulier. 

iNous  commencerons  donc  par  montrer  comment  le  cas  particu- 
lier conduit  au  cas  général. 

On  s'aperçoit  aisément  (pie  la  forme  la  plus  générale  delà  fonc- 
tion /est  conqirise  dans  l'expression  suivante, 

(Ir  ^  f\fj,  d'i)    -  X  y\  .adijh      --Scdr/, 

où  //,  />,  c  peuvent  être  des  fonctions  quelconques  données  de  7. 
Cette  expression  se  compose  évidemment  de  tous  les  termes  pos- 
sibles (pu*  peut  présenter  une  fonction  linéaire?  et  homogène  de  d'/, 
soit  ex[)licitement,  soit  réductil)l<\s  en  délinitive  à  de  pareils 
termes. 

Considérons  les  scalars  du  premier  et  du  troisième  membre, 
nous  aurons 

'    S<://'  -:  Scdq   -    S  (if/  Se  -r-  S.\df/  \  t\ 
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Si  nous  prenons  les  vecteurs,  nous  aurons 

ydr  —  Z\.adqh, 
\dr=Sdq.L\ab  4-  Z\.a{ydq)b. 

Il  est  malnlenant  possible  d'éliminer  Sdq  entre  les  expressions 
Srfr,  Vrfr. 

j  Multipliant  Sdr  par  SVaè,  et  Ydr  par  ( —  Se),  et  ajoutant,  il 
nous  vient 

{^\ab)Sdr-^ydrSc  =  Z\abS.\dgWc-J:W{a\dq)Sc\', 

et  nous  obtiendrons  ainsi  une  équation  exprimée  par  une  fonction 
linéaire  de  Ydçy  laquelle  fonction  sera  un  vecteur  égal  à  zéro. 

L'expression  d'une  pareille  fonction  de  Ydq  peut  toujours  être 
ramenée  à  la  forme  d'une  somme  de  termes  du  tj^pe  a  S.  ^  Ydq;  la 
rédaction  se  fera  à  l'aide  des  formules  établies  aux  n***  90  et  91. 
L'équation  étant  résolue  par  rapport  kVdq,  nous  aurons  Sdq  k 
l'aide  de  Vdq  substitué  dans  l'expression  de  Sdr, 

139.  Le  problème  peut  maintenant  se  poser  de  la  manière  sui-^ 
vante  : 

Trouver  la  valeur  du  vecteur  p,  qui  est  donnée  par  V équa- 
tion 

*>  ?>  *i>  ?i>  •  •  •  î  Y  ^^^^^  des  vecteurs  donnés. 

Il  sera  montré  plus  loin  que  la  forme  la  plus  générale  du  pre- 
mier membre  ne  dépend  que  de  trois  termes,  et  par  suite  en  tout 
de  six  vecteurs  constants  a,  ^,  ai,  ^i,  a2,  ^2* 

L'aateur  ayant  oublié  de  donner  la  démonstration  annoncée,  nous  propo- 
sons la  suivante  : 

Désignons  la  somme  ZaS^ppar  «pp,  et  décomposons  ce  vecteur  ^p  sui- 
vant trois  composantes  X,  |x,  v,  à  Taide  de  la  formule  (3)  du  n*  91;  nous 
avons  d'abord 

Définissons  [par  anticipation  au  n"*  114  (3)]  la  fonction  ^'(p)  par 

S<i«p'(p)  =  Spoa; 


I  >  i  C  H  A  I»  I  T  R  i:    V . 

nniis  aurons  iroiî?  rolaliuns  dont  la  ]>reriiit''re  est 

S  'XV  ■:,z  —  s  \''xv .es  —  S  0  ',:/'(  \  av  ) ; 
il  iKuis  vient  ])ar  suite 

S  .  'XV  Z'j   '-     s  .  0  'v'  ('  \'  *XV  )   —   s  .  p  À  1  s  ).  'XV , 

s .  V  X  'w  0  —  s .  0  'v'  (  ^'  V  A  ')  —  s .  p  'x  I  s  ).  «xv , 

s  .  À  'X  ':,p     -    S  0  .  'j'(  \'  ),  «X  )  —    S  .  yV  ,    S  À  'XV  , 

en  «lélinissanl  le  «vstènie  «h'  veetr'uis  À,,  |X|,  v,  par 

À,  S  À'xv        'v'(  \"av  )  —  X  '^  S  3C'xv. 

•X I  s  ).  tj.V  'i'  (  \  V À  )     -   11  3  '*^  3(V À  , 

i  k  I  i 

V I  s  À  'xv         '^'  (  \  ),  'X  )  -  -    ]^  3  s  2/,  'X, 

et  eela,  quel   que  soit  le  nnnihre  «K.s  ternies  renfermés  dans  les  sunnnes  1. 
\ous  aurons  ain.si 

es  ^  1  a  S  3o  -^  7.  S  / 1  0   -  |x  S  -x,  o  -i   v  S  v,  c  : 

il  II  '  I        t       I  '  I  1 1 

en  <raulies  ternies,  eo  se  trouvera  expriun''  à  l'aide  d'un  SN^tènie  de  Arr  nim  - 
teurs;  À.  ;x,  v  étant  arhili  aires  <^t  Àj,  [Xj,  Vj  dépendants  de  ).,  ;x,  v  et  <1'* 
a.  a;,  otj.   .    .,  [j,  [It.  ,3,  ...,  suivant  des  relations  délerniin(''es. 

Au  n"  U>l)  on  li"ou\era  un  cas  oii  le  s\slènie  À.  «x.  v  pourra  être  clioi>i  df 
manière  que  les  rlireetions  <le  Àj,  jxj,  vj  coïneident  respeetivcnienl  avfi 
celles  de  À,  'x,  v. 

[Nous  désignons,  avec  Ilamillon,  le  preniicr  membre  j)ar '^p,  en 
écrixanl 

„  ^   -,  -  V  ^  c  0  > 


t  1 


Alors  ré(jiialion  proposée  sera 


f  ^1  —  "f 


De  là  nous  lirons 


Cl  la  (jiieslion  consiste  à  tromer  la  composition  de  la  fonction  ç 
cp   '  désiirnant  la  fonction  inverse  de  '^. 

1  40.  jNous  avons  vu  (pTun  vecteur  quelconque  peut  être  exprimé 
à  l'aide  de  trois  autres  vecteurs  non  coplanaircs.  Cela  nous  lait 
prévoir  (prun  vecteur  autre  que  o,  savoir  cic^'^jp  ou '^""*p,  peut  être 
représenté  à  Taide  des  trois  vecteurs  o,  c^o  et  cp-p. 
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[Cette  prévision  repose,  il  est  vrai,  sur  Thypothèse  que  p,  ^ p  et 
f^p  ne  soient  pas  généralement  coplanaires.  Mais,  même  si  cela 
avait  lieu,  f 'p  serait  néanmoins  exprimable,  en  toute  généralité,  à 
l'aide  de  p,  fp,  cp^p.  Car,  si  ces  derniers  vecteurs  sont  coplanaires, 
alors  généralement  a-,  rfn,  ff^a-  le  seront  aussi;  mais  on  peut  sup- 
poser o"  =  çp;  de  sorte  que  çpp,  ç^  p,  çp^p  seront  coplanaires,  et  par 
suite  o'p  sera  exprimable  en  valeur  seule  de  cpp,  cp^p  et,  par  con- 
séquent, aussi  en  valeur  de  p,  fp,  <p ^p. 

Dans  un  cas  tout  à  fait  particulier,  si,  pour  une  direction  par- 
ticulière de  p,  nous  avions 

g  étant  un  scalar,  nous  aurions  nécessairement 

?'P  — ^'P     et    <p*p  — ^'p, 

et  la  relation  générale  admise  entre  p,  cpp,  ç^p,  ç'p  pourrait  encore 
subsister.  Un  autre  cas  particulier  sera  celui  où,  pour  une  direc- 
tion particulière  de  p,  les  trois  vecteurs  p,  çp,  cp^p  seraient  copla- 
naires. Dans  ce  cas  nous  aurions 

^«p  ■=:  Ap  -f-  B<pp, 

ce  qui  nous  donne 

ç*p  ^=1  Acpp  4-  B^p'p  --rr.  ABp  -h  (A  -h  B')<pp, 

et  par  suite  ç 'p  serait  dans  le  même  plan  que  p,  fp,  cp^p.] 
Nous  pouvons  donc  poser  en  toute  généralité 

(0  —  <p'p  —  arp  -h  J<pp  H-  -5«p'p, 

et  il  est  évident  que  les  quantités  :r,  ^,  z  sont  indépendantes  du 
vecteur  p,  et  qu'elles  peuvent  se  déterminer  à  Taide  de  procédés 
analogues  à  ceux  qui  ont  été  employés  aux  n*"  91,  92. 

La  proposition  en  vertu  de  laquelle  les  valeurs  de  x,  y,  z  dans  Téqua- 
tioD  (i)  sont  indépendantes  de  p  est  générale,  mais  elle  n'est  pas  évidente 
d  eUe-méme  dans  le  cas  général  ;  elle  résulte  en  effet  de  la  belle  théorie  ex- 
posée auxn*  144  à  148.  Dans  ce  n"  140,  Tauleur  n'avait  en  vue  évidemment 
qve  l'application  à  la  forme  particulière  de  ^p,  dont  il  sera  question  au 
numéro  suivant.  En  effet,  mettons  l'équation  (i)  sous  la  forme 

[/(?)]p  o"  /?p  =  ^p-+-r??-^'5?'p-t-?*p» 


i3(i 

rt    Snil 
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Alors,  dans  lo  cas  nartinilirr  <lc  la  foncli<ni  ',:>o  du  n"  \\\,  savnir 

(  —  '^p )  -    /a-  S  /*p    r  //>-  S/ p  - i-  kc-  S  Ap, 


nous  aurons 


Pour  annuler  le  ser<»nd  inonibre,  il  suKira  do  |)os(»r  los  trois  r«)ndilittn- 

/■</-       o.      /■/>-       o,      fr-       H, 

«|ui  ({/"Icrmincnl  les  littis  inconnues./',  )',  x;.  I.e  nnnd»re  «le  tes  r»jiiatii«ii- 
esL  dans  ce  eas  particulier,  liniilé  à  tiois,  parce  ([ue  'j, /,  'j,-/.  -y^  i  ne  d«  |m'1i- 
(ItMit  qiK'  «le  /  (  c'esi_ii-(|ii(>  ne  reiderrnent  pas  de  coniposanl»'  parallèle  ni 
à  j  ni  à  /.  ),  et  que  's,j\  'y-/.  .  .  .  ne  dépendent  (jue  de  /;  et  'z-A,  '--/..  .  .  .  qn-' 
d(î  /»•.  Ainsi  la  rnelliode  it'u-sit  (\i\u>  ce  cas. 

\u  contraire,  jor>que  o /,  '^y,  'vA,   ...  dépondent   chacune  à  la  lois  do  /. 
y  et  /i,  on  aura  alors  ^'«'iiérMlé'rnenl  [d'aprèr'  (  ]' )  (  n"  01  ,i] 

—  /'(  'j;  s  I        /  S  /■  /'t  '^0  I       /  S  /  /'(  '^p  )  -     /i  S  /•  /'(  'JG  ) 
•'-il  -il  ./     j ,'  ^  ,  i  . '     ,  i 

L   /sp/c-^'/)     /Sp/"(o7)'    /t  sp/'(  o'/ ). 

et  r<in  <d)serNe  inainhii.nil  (pie,  pour  annuU'r  lo  second  luonihrc,  il  iau>li.i 
poser  les  Iroi-  •'■quution.> 


(^O 


o        S  p  /'(  '^'i  ),     o        S  z  f\  •:,' j  ),      o  -    S  s  /'(  'Jk  ). 


()r  chacune  d'idios  est  de.  la  lonno 

o  -     A  S  c  i  -  -  lî  S  >  /       (  i  S  G  Â . 

Poui'  sati>rairo  à  ces  ('(pralions  d'une  nianièio  irnh'pondanle  de  p,  il  faudi.nl 
doiio  ]ioser"  neuf  éipialions,  c'esi-à-tliro  aulanl  «l'équalion^.  A  o,  15  (», 
....  ([u'il  y  a  i\^  coelfieionls  do  ^"^iy  Sp/,  Sp/'  dans  les  trois  éqnafions  \,i\ 
lainlis  que  Ton  ne  dis[>ose  que  dos  //v>é.v  indétorniinées  .r.  )•,  z  pour  rendre 
ces  ('quatiou^  po>sil)les  à  la  lois. 

I.a  tlo'oi'ie  lies  n"  \\\  à  1  i8  ni(»nlro  indirccteincnt  que  ces  neuf  «'qu.i- 
tions  non  •^euleinont  sont  coinpjitihh's,  mais  qu'elles  se  réduisent  à  ti'>i> 
équations  <lislinotes,  d«»  sorte  que  ./',  ^>',  z  sont  di'lorniinés. 

Si,  dans  I\'([iiali()ri  (i),  on  substiluc  à  p  successivement  trois 
vecleiii^s  /,  y,  A,  on  ol)tlen(lra  trois  écjuations  qni,  en  i;«''néral. 
donneront  le  nio\cn  de  déterminer  les  valetirs  des  trois  coellîeienls 
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du  second  membre  de  (i),  ce  qui  rendra  la  solution  complète.  Car 
alors,  en  remplaçant  p  par  <p~*p,  cette  équation  donnera 

—  j7<p-»p  —  jp  4-  z^p  -f-  <p«p; 

on  aura  donc  la  fonction  inverse  cp~*,  qui  est  inconnue,  exprimée 
àTaide  de  la  fonction  directe  cp. 

Dans  le  cas  où  x  est  nul,  sans  que  y  le  soit,  on  remplacera, 
dans  (i),  p  par  ç"*p,  et  Ton  aura 

et  enfin,  dans  le  cas  où  ^  etjK  sont  nuls  à  la  fois,  on  aura 

—  5<p""*p  =:=  p. 

141.  Pour  donner  une  application  simple  de  ce  procédé,  nous 
choisirons  un  cas  très  important,  qui  se  présente  dans  la  théorie 
des  surfaces  du  second  ordre  à  centre,  de  l'ellipsoïde  par  exemple, 
et  où  l'expression  de  <p p,  ainsi  que  nous  le  verrons  au  Chapitre  VIII, 
peut  être  mise  sous  la  forme 

<pp  =  —  la'  Sip  — Jb*  Sy  p  —  Ac'  S  A' p. 

Dans  ce  cas  nous  avons  {  en  substituant  i,y,  k  successivement  à  p 
ei  en  remarquant  que  S  i^  =  —  i ,  S  ey  =  o,  •  •  •  1 

çi  z=  ia*,     <p't  =  lia*,     <p'«  =  !«•; 

?y  =  y  ^*  y  ? V  =  y ^*  »  ? V  =  y ^'  ; 

^k  =  kc*y     fk  —  kc'^y    (fH  =  kcK 

Mettant  i,  y,  k  successivement  à  la  place  de  p  dans  l'équation  (i) 
du  numéro  précédent,  il  nous  vient 

—  a*  =  j?  -i-/a'-f-  -sa*, 

—  b*^^  X  -hyb*  H- ^6*, 

—  c'  =  or  -\-yc^  -h-5c*. 

Il  résulte  de  là  que  a',  6^,  c-  sont  les  racines  de  l'équation  cu- 
bique 

Ç*-+-5$*-f-7Î4-a?=:o. 


I  j8  chapitre  V. 

Xous  en  concluons  que 

->       /       >  ■> 

.r      --a-  ffc-, 
La  \alcur  de  '^'^  dans  Tcquallon  cî-dcssus  (  i  )  dcxicndra  donc 
'i'*s       a'-b'c'o~     a-b-       c-a^-     b-c-)':^z   t- ui-   -  b-  -c^)^:-. 

I  i!2.  ?S()us  pouvons  remplacer  p  par  '^'t  (parce  que  o  est  un 
vecteur  quelconque),  et,  en  intervertissant  Tordre  des  termes,  nous 
obtenons  Tin  verse  demandé  de  '^, 

ci'b-c--:^-''::       Ui- b'    -  c- cr    :    b- c')i -^  a- ~-  b'  -^  c')-:,' -     ^-7, 

où  cette  fonction  inverse  se  trouve  (exprimée  à  l'aide  de  la  i'onction 
directe.  La  solution  du  y>rol)lènie  est  donc  complète,  et  le  lecteur 
se  trouve  ainsi  préparé  à  s'attendre  a  une  solution  analoi^ue  djn> 
les  cas  plus  compliqués. 

1  i3.  (^orume  introduction 'préparatoire  à  la  suite,  nous  ferons 
observer  que  Tcqualion  du  n^  1  il  peut  être  mise  sous  la  forme 

/  o_*l7    -  ^^^p       {a-    .    U'       c')fp       (a'b'-    c'cf' -,- b''c')'^p  -^  a'Irc 
(o)    '  ::^['y'-    {tr-li'-rc^)r  (a'b'-c'a'-^lrc')'^    -a'b'c 

(^etle  dernière  transformation  est  permise,  parce  qnc  c  est  coninui- 
talif  avec  les  scalars  a-,  ....  puisque  '^(a-z)  -  ci-zz,  .... 

jNous  ferons  à  cette  occasion  une  remarque  relative  à  Téquation 

\p  'z>p  SI-  o.      OU     cp   -    iro, 

où  g  est  un  scalar,  qui  resterait  à  déterminer.  Cette  équation,  di- 
s(uis-nous,  sera  satisfaite  non  seulement  par  un  vecteur  de  direc- 
tion quelcon<pic  dont  le  tenseur  serait  nul,  mais  encore  par  le 
SNstème  de  vecteurs  trirectangulaires  A/,  By,  C//,  quels  que  soient 
les  tenseurs  A,  D,  C  axant  leurs  directions  /,  y,  k  bien  définies; 
d'ailleurs  les  \aleurs  correspondantes  de  i>'  seront  a-,  6-,  c-. 


I 
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144.  Nous  arrivons  maintenant  à  Tadmirable  investigation  de 
Hamilton. 

La  forme  la  plus  générale  d'une  fonction  vectorielle  linéaire  d'un 
vecteur  est,  si  Ton  veut, 

où  ^  et  r  sont  des  quaternions  donnés,  les  uns  et  les  autres  pou- 
vant se  réduire  à  des  scalars  suivant  les  cas. 

Opérons  sur  cette  équation  par  S.(  )o',  o"  étant  un  vecteur 
quelconque.  En  appliquant  le  résultat  du  n^  88,  nous  avons 

Posons 
il  nous  vient 

(3)  Sff«pp  :=  Sp©'(<j). 

Les  fonctions  (f  et  ç'  sont  dites  conjuguées  Tune  à  Fautre.  C'est 
sur  cette  propriété  que  repose  l'investigation  suivante. 

lio.  Soient  X  et  [jl  deux  vecteurs  qui  soient  tels  que  l'on  ait 

©p  1=  VXfJL. 

Opérons  successivement  par  S  •  (     )X  et  par  S .  (     )  [Ji  ;  nous  aurons 

SXçp^io,     S{JLpp  =  o. 

Mais,  en  introduisant  les  fonctions  conjuguées,  ces  dernières  équa- 
tions deviennent 

Sp?'(X)-0,      Sp©'({x)=:0. 

Par  suite,  p  sera  de  la  forme 

mp==Vcp'(X)?'(l^), 

où  m  est  un  scalar  qui,  d'après  ce  que  nous  verrons,  sera  indé- 
pendant de  X,  |JL  et  de  p. 

Nous  avions  primitivement  supposé  que 
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et  celle  sLipposilion  entraîne  la  suivante  : 

p .  -  'j.  *  ^  A'jL. 

Il        ' 

Aous  a\ons  clone  Téqualion 

(',)  /«-f-'V),:x"-V-f(À)r'(:0. 

(|ui  lésoiil  le  problème  de  rin\crsion  de  la  fonetion  '^. 

1  40.  11  s'ai;it  (le  trouver  la  valeur  de  /;/,  et  d'e\])rimcr  le  vectoui 
\ (z>''/,'^''x)  en  ionellon  (\c  \  A'x. 

O|)éro!îs  ])ar  S.ci'v  sur  l'équation  (4\  v  étant  un  vecteur  qui  ne 
devra  pas  être  eoplanaire  avec  A  el  |Jl.  IXous  aurons 

Le  premier  niend)re,  d\q)rès  (3)  du  n'*  1  ii,  de\iendra 

///  S  V'^  (  ':,  "  '  \    A  'JL  )    _      //i   S  V    \    /  'JL     -      //l  S  /.  'VJ , 

d'où  l'on  tire 

^     ^  bAv.v 

[Montrons  de  suite  cpje  cette  \aleur  de  ni  est  indépendante  cle< 
directions  particulières  de  A,  a,  v.  Soient  )/,  a',  v'  un  autre  systèiiie 
de  vecteurs  queh;onques,  mais  non  coplanaires;  nous  pouvons  [)u- 
ser,  en  général  (A,  'j.,  v  n'étant  pas  coplanaires"), 


À'  -^  p\     -  y  ;JL  -•    /"v. 


Pi  ^h  '*î/^i>  7»'   •  •  •   <^'l»i"^  J<^'  <-^^^  sNmboles  de  coefficient*  numé- 
ri(jues. 

De  là  nous  lirons 

el  deux  cxj^ressions  analogues  pour  '^' [J- -  '^'v'. 
De  ces  expressions,  nous  concluons  que 

p      7       /•    I 

!    Vi      ^]l       f'i    I 
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Mais  aussi 

p      q      r 

SX'[xS'  = 

Pi     qx     rx 
Pi    q%    /'i 

SXfJLV. 

i6[ 


Nous  voyons  dès  lors  que  la  fraction  qui  exprime  m  à  l'aide  du 
système  V  jjl'v'  n'a  pas  changé  de  valeur,  le  numérateur  et  le  dé- 
nominateur ayant  varié  dans  le  même  rapport.  Chacune  de  ces 
deu\  quantités  est,  en  efiet,  un  irn^ariant,  et  le  multiplicateur  nu- 
mérique reste  le  même,  quand  on  passe  de  l'un  );[jlv  des  systèmes 
à  UQ  autre  â'jjl'v'. 

On  a  une  preuve  encore  plus  simple  de  Tindépendance  de  m 
par  rapport  au  système  des  vecteurs  X[jLV,'en  remplaçant  dans  (5) 
A  par  X+  {ji/>,  et  en  remarquant  que  les  valeurs  du  numérateur  et 
du  dénominateur  ne  sont  pas  altérées  par  cette  substitution.] 

147.  Remplaçons  actuellement  çp  par  <f-\-g  dans  (4)  et  (5), 
^  étant  un  scalar  quelconque.  Alors  «p'  se  change  en  y'-h  ^>  et  Tc- 
quation  (4)  devient  (en  supposant  ('^  +  ^)p  =  V);jjl,  où  X,  |jl 
peuveut  diflérer  des  valeurs  )i,  jjl  du  n**  145  j 

=  Vç'X^>-h^V(cp'X.(x-hXoV)-H^'VX;jL. 

Provisoirement  nous  admettrons  que  V('y)y..[JL  -f-X^'jji)  soit  une 
fonction  de  V  Ajx  que  nous  désignerons  par  /(  V)x|x)  j  et  remarquant 
que  VVXç'jjL  exprime  pour  un  système  quelconque  de  \  |jl  la  va- 
leurm^"*  V)jjl|;  nous  aurons  • 

{  V)  m^{9  -h  éO"*  VX{x  —  (mç-«  -h  gx  ■+- g^)  V>^|A. 

L'expression  de  m  [(5)(n'*  146) }  sera  devenue 

si  nous  posons 

l6) 


SXixv 


iw,= 


SX  (XV 

Tait,  —  Quaternions,  I.  i  i 
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Ces  quanlilés  /;/,,  m.^  sont  des  invarianis  de  iiu'jiie  que  m\  qaw  «^i 
dans  leurs  expressions  nous  remplaçons  a  par  exemple  par  /. +yrjL. 
nous  trouverons  que  les  teruu^s  (léj)endants  de/>»  disparaissent. 

\ous  traiterons  maintenant  l'équation  (  \')  par  ('^  -^-  x,»^).  et  dans 
ré(|uation  résultante  nous  renq^iaeerons  m^  ])ar  son  expression  (5  ): 
enfin  nous  développerons  le  second  membre  suivant  les  puissaFiccs 
de  <;.  Cela  (ail,  nous  égalerons  entre  eux  les  coefficients  dos 
mêmes  puissances  de  i'  dans  les  deux  membres.  Xous  obtiendrons 
ainsi  deux  identités  j  correspondanl  aux  puissances  i,»'*  et  4»  '  de  :.'  \ 
et  deux  équations  de  condition,  qui  sont 


m.—-  'w  -- 


/< 


//?,  r^  Z/     r    fH'^~^ 


[La  première  de  ces  équations  détermine  y,  et  elle  montre  qu<' 
nous  avons  suivi  la  bonne  voie,  en  traitante  (  '^'7..  u  -r-  A'^' u)  comiïn 
une  loriclion  linéaire  vectorielle  de  \  A|jl,  ce  qui  [)eut  d'ailleuis  >o 
justili<»r  directement  de  la  manière  suivante.  Nous  avons 

.    A'/  \   A'J-  — -  ^  A  'w    A  .  -J.  r      —  >  A'X':/    A  ^^  —  ^  A'i  \   A'X, 
S  »r/  \  À'j.  r     S  'JLA  o'  'X  :~-  -     S'Xv  \  À'X. 
S  ri  \  À'X  -:-  S  (  V  "J  À  .  'X  —  v).  ':.'  'x) 
—  -  /y/  »  S  ).  'xv  —  S  ),  'X  'i>'  V 
--  S  't  {  //?  2  N  >  |x  —  '^  \  À  ;x  ) 

•  ravant-dernière  valeiu'  résulte  de  l'expression  (6)  de  m  >  \. 

On  ^oit  ainsi  que,  si  dans  l(*s  premiers  meml)res  on  remplace' 
Vf 'i' A.  «ji -L  A'^';x  )  par  (/y/»  —  '^)\'a'jl,  les  éciualions  (bnienncnl 
idenli(pies.  Donc  on  a,  en  toute  généralité, 

i  i8,  Kliminant  y  entre  ces  deux  équations,  nous  obtenons 

m.  —r.  -:,  (  tu.,  —  -^  )  ---  Jn  -:.    ' , 
d'où 

(>(»lte  équation  renferme  la  >olution  conqilèle  des  écpiations  \cc- 
torielles  linéaires. 
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Dans  le  cas  particulier  des  fonctions  ^  qui  conduisent  au  résultat 


m  =  o, 


1  équation  (i)  demande  à  être  modifiée,  puisque  le  premier  membre,  appli- 
qué à  un  vecteur  quelconque,  devient  indéterminé  =  o  x  oc  . 

Dans  ce  cas,  appliquons  notre  équation  (i)  au  vecteur  VXp,  et  éliminons 
le  terme  o-i(VX(i)  à  l'aide  de  Téquation  (4)  du  n"*  145.  Nous  aurons 

(7)  (©• — m|0-+- /Wi)VXji  =  V.<p'X©'ji. 

Cette  relation  est  démontrée  dans  le  cas  où  m  n'est  pas  nul  ;  mais,  dans 
le  cas  où  m  =  o,  elle  devra  être  l'objet  d'une  vérifîcation. 
Nous  examinerons  ce  cas  à  la  fin  du  n**  i6l. 


149.  Nous  ferons  tout  d^abord  quelques  applications  faciles  de 
retle  équation,  pour  montrer  que  les  solutions  qu'elle  donne  sont  en 
effet  celles  que  nous  donnent  d'autres  méthodes  (spéciales  adaptées 
aux  cas  particuliers).  De  cette  manière  nous  préviendrons  en 
quelque  sorte  les  scrupules  qui  pourraient  rester  dans  Tesprit  du 
lecteur,  relativement  à  la  rigueur  des  raisonnements  par  lesquels 
nous  avons  établi  la  formule  générale. 

.Nous  traiterons  ces  applications  avec  toute  Tétendue  désirable, 
aHn  de  montrer  la  mise  en  œuvre  de  la  méthode,  sans  nous  préoe- 
ruperdela  longueur  du  chemin  suivi. 

130.  Exemple  I,  —  Soit 

d'où 

I  puisque 

S  7  VapP  rr  S  Mp3  =  S  p^aa  =:  S  p  V  ^ffx 


On  lire  de  là 


m  ■=:  TT-r —  S(V.aX8  V.ajxS  V.av3); 


or  A,  tiy  V  sont  trois  vecteurs  quelconques  non  coplanaires;  par 
suite,  noas  pouvons  prendre  X,  p.,  y  respectivement  égaux  à  a,  ^S,  y, 
<i  ces  derniers  ne  sont  pas  coplanaires.  Avec  ce\te  restriction,  il 
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Mont 


/y/ 


m 


_____  C  /  ~'2  O  ^fJl  \  ^^,fj  \    „2  0  2  C  „0 


•>  o  0 


'"^-^  ^T^^(^?  ^'^ï? -^- ^^-r^'ï --*- ^'??7) -^- ^^;^^ 


^r^ 


j   |)111S(|II(' 

d'où 


1 1 


aS"'i 


1 1  t 


Sa3 


3  S  a-;  : 


SfiaNav^    -.S3a(-  v)Sa3z^  Sa'i-Sa-, 


allciulu  (|iR'  Ics  doux  aiilros  Icrriies  sonl  nuls  j. 

J  )c  là  j  (Il  a|)|)li([uanl  à  y  la  iclalion   ni'^~^^=i 

nous  lirons 

o    '  '.'.  a-  .j-  :>a  J, 
r  (^sl-à-dirc 


///,  — 


»        i 


t  I 


<  fj  ■) 
"2-  -j- 


I         t 


-^-  \.'av3Sa'i-r  \'.a(\a"3): 


Nous  oblenons  alusi  Tune  des  formes  de  la  solulion.  Va\  dr\' 
lo|)j)anl  l<'s  \rcl<'urs  de>  produits^  nous  pouvons  aisénu'nl  rédini 
I  ('([ualion  à 


d  où  il  \  Iciit 


I  l  i  4  1  '  t  i  i  kl' 


-.-  -  (a-' Sa-    t-  3    'S3-  — ") 


loi.    Pour  la  \éri(icahon  de  celle  \aleur  de  p,  nous  de\ons  avoii 


<ra])rrs   rrijualion  donnée;   el   en  ellel  l'expression  donne  iilcul 
«pu'uient 


Sa'-; 


\. 


a  I  a 


b  a-; 


-  3 -'S  3" 
1  t  t 


t    > 


r>  a.j 


Sav  -r-  a  S  3"  —  \  a-' 3 


Wii.    Dans  ce  cas  simple,  on  peut  appliquer  la  niélhode  parln  u- 
lière  >ui\anle;   elle  conduit  à  la  même  solulion. 
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Opérant  par  S  •  a,  S .  ^  sur  réquation  donnée 

nous  obtenons 

a*SpP  =  SaY, 

P«s«p  =  spy; 

cl,  par  suite, 

aSpp  :=  a""*  s  «Y, 

pSap  =  p-*SpY- 
Mais  réquation  donnée  peut  s'écrire 

a  S  pp  —  p  S  ïp  H-  p  S  ap  =  Y* 
Substituant  et  transportant,  nous  arrivons  au  résultat 

p  Sap  =  a-*  Sav  H- p-*  S  Py  —  Y , 
ce  qui  est  conforme  à  celui  du  n^  150. 

153.  Lorsque  x,  p,  y  ^^^^  coplanaires,  cette  dernière  méthode 
est  applicable,  mais  le  résultat  peut  s^obtenir  d^une  manière  plus 
simple.  En  eflTet,  dans  ce  cas,  nous  avons 

SapY  =  o     (n«  101), 
H  la  proposée  I  traitée  par  S  .VaP(     )  donnera 

Sap  Vapp  =  Sap(a  Spp  —  p  Sap  4-  p  Sap)  =  o, 
c'est-à-dire 

SappSap=:0. 

Si  donc  Sa^  n'est  pas  nul,  la  proposée  j  donnera 

Sapp  =  o, 

^^  ?  sera  coplanaire  avec  a,  p,  y- 
La  proposée  pourra  donc  s'écrire 

d^où 

p  =  a-*Yp->. 
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Le  second  iiieinl)rc  étant  un  vecteur,  ou  le  développe  en 


a    'S-;?-' 


(IcUe  expres.^iou  revient  ù  la  solution  ;j;énérale  dans  laqucll 
on  supposerait  Sa|iY— ^<>  t  mais  elle  n\'st  pas  identi([ue,  leni 
à  leinic,  avec  celte  solution. 

[Ce  sera  un  exeiciee  utih?  que  de  rechercher  la  preu\e  de  la  [)i 
position  exprimée  par  la  forniulc  suivante  :  dans  le  cas,  où  a,  ,i,  ; 
>()nl  coplanaires  et  où  Sa  j*'  — ^  o,  on  doit  avoir 


jr 


M- 


,    -  (  a    '  >  3t" 


.'--'S?-,' 


-•:) 


I  (  1  k  I  • 


Dans  le  cas  exceptionnel  où  l'on  a  le  lacteui*  Sa^j^o,  on 
même  temps  (jue  Ton  aurait  S  a[jY  ::^  o,  la  condition  cpie  SaV  >(>il 
nid  n'est  pas  nécessairement  imposée.  Mais,  lorscpie  S  a|i  ^:::  o,  I <i 
j)roposée  d(*vient 

t   t  I  I  • 

Dans  (  ('  cas,  la  condition  Sa[iY  =  o  sera  une  conséquence  do  1» 
proposée.  Alais  ré<]uation  Salïyi^  o  peut  se  nuHtre  sous  la  lurinc 


v(:tMi^-s^';^)=-^ 


Sa3 

3 


rj2 


-T-    / 


S  3*' 


,   ^^ï 


SaS 


■> 


[  (  j'ito  ('-(pitUioii  est  la  Iransforméc  t\i}  l'idontilé 


•iSa:^-; 


-  3\  -a 


vv<i. 


Le  |)r<'inior  inmihro  étant  nul  pai*  li\  potliè^c,  on  prend  le  .second  niciiil»i 
♦oniine  niultiplicah'ur  de  \  a^j,  .Nous  aNons  d'aburd 


uiai^ 


k  i        >         >         t  I  I  t  I  ^ 


el,  eoninie  l«'s  Icrinos  [j  \  ^^  ^  ^t^i,  y  V-a[>  se,  réduisent  île  la  niènic  nuinicr <- 
il  ii'>lera 

o  :     aS.\  3v\  a'i    ,    3  S  .\ -a  Va3    .- -  ^^  Va3.\  a'^., 

d'nii  l  on  déduit  I'é«jualion  du   texte. 

La   comparaison,  terme  à  terme,  de  la  proposée  (sous  sa  loriu»' 
écrite  en  dernier  lieu)  avec  cette  équation  donnera  les  valeurs  de 
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S^p  etdeSap.  Dans  la  valeur  complète  de  p  il  restera  donc  un 
troisième  scalar  indéterminé. 

j  Oo  peut  aussi  se  servir  du  raisonnement  suivant  pour  résoudre 

Y  =  aSPp-h?Sp, 

dans  le  cas  où  S  ot^  =  o  et  S  s^y  =  ^- 

En  effet,  a  et  p  étant  perpendiculaires  entre  eux,  et  y  étant  coplanaire  à  % 
et  ?,  on  peut  écrire  [n^Oi,  (3')] 

Y=aSYa-»4-?SY?-*, 
expression  que  Ton  identifiera  avec  la  proposée.  On  aura  donc 

SPp  =  SYa-*     et    Sap  =  SYP-*; 
un  troisième  scalar,  dans  la  valeur  générale  de  p,  restera  ainsi  indéterminé.  ! 

154.  Exemple  IL  —  Soit 

?P  =  V.  app  =  Y- 

Supposant  x,  ^,  v  non  coplanaires,  on  peut  encore  les  employer  à 
la  place  de  \  [a,  v  pour  le  calcul  des  coeflicients  m,  /n^  f^H' 
Nous  avons 

Sffçp  =  SffaPp  zm  Sp  Vffa^  =  Sp<p'<J, 

d*où 

o'p  =  Vpap  =  V.pap. 

Par  suite  nous  obtenons 

/îi,=ig^S(a.pap.VpaYH-«'P-P-V?«Y-^P«*-P«?-Y) 

De  là  nous  tirons 

c'est-à-dire 

pa«p«Sap  =  Y[2(Sa?)»-+-a«p»]  — 3VatPYS«?-T-V(ap.VapY). 


l(\S  CHAPITRE    V. 

En  développant  les  vecteurs  des  produits  dans  le  second  membre, 
nous  obtenons 


,a^3-^S:t3-_-a?2SaY-i-;i(-.îSa3So(v  — a•2S?Y)4-7a-3^ 


Uni.  Pour  vérifier  ces  résultais,    opérons  par  V.  a  j(      )  sur  le- 
deux  membres,  il  nous  viendra 

Va?>.a2;î^S73 

-^_\-(3t3a)32Sa-'-|-  a3^(7.  Sa3Sa-'—  a'^SS-)  -,-  Wî-^oi^-'^' 
=1:— :>a3^Sa3SaY-+-  3a^3^Sav 

M->a32Sa3Sa-  — aa2  3^*S3Y 

-i-  7a-  3-  b  {i-;  —  3a-  ji-  ^  a-;  -f-  7  ^t-  ,i-  b  a3  =r  «'a-  ji-  b  aji; 


par  suite,  on  a 


Va3'.  ~  •;. 


\f)î}.   Pour  résoudre  la  même  équation  sans  emplover  la  méthode 
t;énéralr,  nous  procéderons  de  la  manière  suivante.  xXous  avons 

V  ~  Va3o  —  '.  Sa3  -r-  \  .  (  \  a3)  s. 

Opérant  par  S\  a  j,  on  ohtienl 

Sa3Y— Sa3sSa3. 

Divisant  par  Sa^j  et  ajoutant  Pérpiation  qui  en  résulte  membre  .• 
membre  à  l'équation  (b>nnée,  on  trouve 

7  ^  ^T^  ^  ?  ^<^  -^  V.  (  Va3)  0  -f .  S.(\  a3);.  :~_  (Sa3  -4-  Va3)  s  .--  ir., 


i    .'  i 


d'où  1  on  tire 


,     .       .  /'  Sa3*' 


résultat  qui  est  d'une  forme  un  peu  plus  sinq^le  que  la  solution  gé- 
nérale. 

Poui*   faire    voir   que   les    deux   solutions    rentrent   Tune    diUi> 
l'autre,  multiplions  la  seconde  par  a-|j-Saj;  nous  ol>lenons 

sa^  3^Sa3  -  3av  Sa3  -f-  3a  Sa3v. 
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Sous  celte  forme,  nous  voyons  que  le  second  membre  est  un  vec- 
leur^  puisque  le  scalar  est  nul  (n"  89).  Nous  pouvons  donc  écrire 

p .  a*  ?«  S  »?  :=  V.  paiY  S  «?  -  Votp  S  «Py. 

Mais,  par  n'^Ol  (3),  nous  avons 

o  =  — YS.«?VaP4-aS.p(Vap)Y-f-pS.(Va?)aY-HVa?Sa?Y. 

Ajoutant  cette  équation  membre  à  membre  à  la  précédente,  il  nous 
\ient 

pa«?»  Sa?  =  a[S.  ?(Va?)  Y  —  Sa?  Spy] 

p[S.(Va?)aYH-Sa?SaY] 

T[-S.a?(Va?)4-S««?]; 
<*l  comme 

S.?(Va?)Y  =  -S.Va?VpY=-SaY.p'4-Sa?SpY, 
S.Vap.aY  =  S.Vap  Vay  =  Say  Sa?  —  a* S?y. 
—  S. a?  Vap  H-  S*a?  =  S*ap  —  V«a3  —  a»?», 

nous  trouvons  que 

pa*p»Sa?  =—  a?*  Say  -^  p(2  Sa?  Say  —  a*S?Y)  "^  ï»'?^ 

ce  qui  est  identiquement  la  solution  générale  du  n**  loi. 

[Si  a,  ^,  Y  s^^^  coplanaireSy  les  formules  réduites  conformément 
^  celle  hypothèse  conduisent  à  Téqualion 

?-«a-'YSa?=z=Y  — «-*SaYH-2pSa-'?-«SaY  — ?-»S?y; 
nous  en  laisserons  la  démonstration  aux  soins  du  lecteur.] 

157.  Exemple  III.  —  La  solution  de  Téquation 

Vep  =  Y 

conduit  au  cas  où  quelques-uns  des  coefficients  m  s^évanouissent. 
Mais,  avant  de  traiter  Téquation  par  la  méthode  générale,  nous  en 
déduirons  la  solution  de  celle  de 

V.a?p=Y 

que  Dous  avons  déjà  obtenue.  Nous  procédons  ainsi  parce  que,  de 
celle  manière,  nous  aurons  Toccasion  de  faire  ressortir  la  nature 


Ijo  CilAPITRL'   V. 

(les  cas  dans  les(]uels  un  ou  plusieurs  des  cooflleicnts  m  s'aunuloiU; 
nous  fournissons  en  même  temps  un  exemple  de  l'usage  que  l'on 
peut  faire  de  Iraclions  dont  les  deux  termes  s'annulenl,  quand  il 
.s'agit  de  ([ualernions. 

J^a  solution  de  Téqualion  dont  nous  parlons  est 

\()us  poserons 


1 


où  e  est  un  scalar;  et  la  solulion  de  la  proposée  S(;  déduira  de  Li 
solution  éerile  en  dernier  lieu,  en  \  taisant  conver:;er  c  \cv^  zéro. 
iXuus  avons,  pour  la  substitution, 

<  t         )  >  I  •  t  II  il 

---    c{  'i  Sa-;  ^^  a  S^y)  -r-  t  N  (v  Va?) 

-    r(:iSaY-t-aS3Y)-f-iV7i. 

La  solution  deviendra  donc 

:.i'{c-—t-)  —  y(<^'-"  '-')  —  (/'"^^V-t-  aS^Y)^'  — -^V^-r  i^cSr; 
-Y(^'--^')-f-^'V(YVa3)  — sVy^ 

-  y(<''  —  ^-)  -n  c  \  Y^  ~\-  Y-'  —  ^  ^V^ 

—  ^^C'  -r-  c  \  Y^  -  -  "-  ^^7^- 

Divisant  par  c  et  passant  à  la  limite  c  --  o,  nous  obtenons 


^,2  3^  VYi-xlim  p-^ 


^*      /  i;--o 


Mais  la  proposée  \  £o  -  -  *'  donne 

S  r;  —  ^  >  ; 

la  limite  sera  donc  indéterminée,  et  nous  pouvons  lui  sul)>lilun  un 
scalar  (|uelcon([ue  ./".  La  solulion  de\ient  ainsi 

.       _V(7)^.r.-'. 
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el,  puisque  ys""'  est  un  vecteur, 

La  vérification  de   cette  solution  est  bien  simple ^  puisque  nous 
avons 

« 

138.  Ce  résultat  suggère  un  mode  de  solution  très  simple  de 
Téqaation  proposée.  Nous  voyons,  en  effets  que  celle-ci  laisse 
Ssp  indéterminé.  Nous  poserons  donc  l'équation 

et.  eu  rajoutant  membre  à  membre  à  la  proposée,  nous  aurons 

ou 

p  =  £-«(j?-H-r); 

et  ce  résultat  n*a  lieu  que  sous  la  condition  unique  que  p  satisfasse 
à  Féquation 

Vsp  =  Y- 

159.  Appliquons  actuellement  la  méthode  générale.  Nous  pou- 
vons prendre  pour  X,  jji,  v  les  vecteurs  e,  y,  ey  (sy  étant  un  vecteur, 
puisque  S€Y  =  o). 

Nous  trouvons  que 

p,  ?'P  =  Vpe, 

uou 

m  =0, 
m,  =:  o. 


•     • 


Il  Dous  Vient  ainsi 

—  6*0 -H©'      0, 

te  qui  donne 

0-»— ^o-k?-*  — 0, 

c*esi-à-dire 

P--«V^T-+-'^*' 

l-'JL  CHAPITRE   V. 


/ 


OU,  comme  anpara\ant. 


1-, 


.    ^•'" 


Xous  nous  autorisons  à  écrire  .ri,  comme  l'équi\alent  de  ^  -m»  . 
])arc('  que  ré([ualion 


peuL  s'écrin* 


savoir 


'w-  7  —     (> 


\  .  i  \iz  -zr  o. 


TZ;-  £  Sî7  -T-    O. 


\   moins  (le  7=0,   il   l'jiudra  donc  que  7  soil  ])arallcle  à  :,  (  o^t- 
à-dire  (pie  7  ^—  xi. 

Il  s<Mait  plus  siinpK*  |)Pul-ètro  «l'arcor<lor  ^\w.  pour  le  cas  pardcuhn 
'^p  ^-  \'îp,  la  iih'IImxU^  ^«'luralc  Imnl)»*  en  <KTaul,  au  moins  pour  la  î><'iiili«n 
pt*tniili> emonl  doiuict* 

nù  p  (li>parait  par  le  fait  (jur  /;/  —  o. 

11  n'y  a  |)as  «In  doulr  <pio  «l«^  rri(u;ili<ni  préciMh'nte,  clans   l«'  ra>  l:oiuim1. 

nn  peu!  «lôdulro 

///  'i    -  7  _-  //? ,  'i    '  •'  —  ///  ,7  --  '^7. 

Mais  altns  le  premier  membre  n'i"«l    pas  de  la  forme  /;?'i-,  mais  bien  d«"  li 
lorme  ///'ji   -.  (>i",  en  ap]di(]uant  la  relation 

//?  '^  -  '  \  À  'x  —  \  ':.'  À  'i'  "x 
wno  see(»n<le  fuis,  «m  aura 

l'nur  '^s       \  is,  '^' 0  —  \  ss,  on  aura 

r   ,^  •  -  >  >  i'-.-  -  -  ,>-  —  -  '^j^-, 

d'où 

\ C^'^Àci'^'X)^:   \   l(  A£^-   ■    SÀIM  aii_£S'XI)| 

^  \  A ;x .  î'    -  \  (  À  S  [XI  —  ;x  S  >.i  )  i » 
-^  \  >.;x:*        \|V(  \  ).;x.-.  ii-<| 

\  À -XI  i*—  i')-'-  tSi-^S  À'x  ^—  i'»S£\  Àa...; 

mais,  pour  \  Àjx  =  y?  on  aura 


///  'j>    -  7 

1  I 


/  -•    i-  7>  17  \ 


m  \         m 
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ce  qui,  pour  Ssy  =  <>  ^^  ''^  =  o>  prend  une  valeur  essentiellement  indéter- 
minée, mais  l'indétermination  ne  résidera  pas  dans  la  direction,  qui  est 
celle  donnée  de  e. 
On  pourra  donc  prendre 


m< 


i— •  V  =   £:î»  =   Mm  »— 1  V  


r  éunt  un  scalar  indéterminé.  Cependant  cette  solution  ne  peut  pas  étn* 
regardée  comme  rentrant  dans  la  méthode  générale  de  résolution  de  cpp  =  y. 
{Voir  la  fin  du  n*"  161.) 

160.  Exemple  IV,  —  Comme  dernière  application ^  nous  pren- 
drons la  forme  d^expression  la  plus  générale  de  cp,  laquelle  est, 
diaprés  ce  qui  sera  bientôt  démontré, 

jLe  texte  ne  donne  nulle  part  la  démonstration  annoncée; 
mais,  diaprés  ce  que  Ton  peut  voir  dans  la  note  annexée  au 
D"*  139,  il  est  facile  de  remédier  à  cet  oubli.  Il  ne  faudrait  pourtant 
pas  confondre  cette  transformation,  qui  est  arbitraire,  avec  la 
transformation  entièrement  définie  du  n*'  166.  { 

Ici  nous  avons 

?'(?)  =  ?Sap  -h  ?iSa,p  -i-  p,Sat,p. 

bans  ce  cas,  a,  a^  a^  sont  supposés  non  coplanaires,  et  nous  lei> 
prendrons  à  la  place  de  X,  [jl,  v.  Cela  nous  donne 

w  =  ^-^— S(p  Saa -+- ?,Sai,a  4- .  . .) O  Saa,  4- ?, .  .  .)(? Saa,  4- .  .  .) 


SaSj     SsiOC]     Sas^i 
Saxs     Saints     Sa|2j 


-.^         î(ASaa4-AiSata-f-A,Sa,a), 

m  nous  avons  posé 

A  =S«iaiSa,«,  —  Sasa|Saiajr=—  SVaiajVa,a,, 
A,=:  Sa,a,Sa34  — Saai  Sa,«,  =:  —  SVa,a  Va,a,, 
At^=Saa|    Sa, a, —  SaïajSaa,   := — SVaai    Vai»,. 


K\ 


CIIAPITRi:    V. 

On  rn  (h'diiit,  pour  la  valeur  du  drlermiuanl. 


a,  2.  ' 


—  (  S  7x  S  \  2,  ^2  \  a,  5t^    f-  Sa,  a  S\  a^a  \  7,  aj  --  Sx^aS  \  aa,  \  3 
^;  —  Sa.  \  a,  a.>  Saa,  a^  I  (  !»  )  iT' 93  I    '      -(SaXia^V. 


L  inlcrpivïalion  de  vv  résultai  conduil  à  un  llu'orènie  doliii;»)- 
noméh'H'  spli('ri([uc  très  inlércssanl  {roi/-  la  (hieslion  (),  imn<\r«' 
au  Chapitre  III). 

Celte  valeur  uous  donne 


m 


\    '1^'\\^\ 


Ensuite  nous  avons 


I 


m 


Saa,  aj 

I 
S  aaj  7.^ 

I 


S  a(  ["J  Saa,    •  -  S,  S  a,  a] 


N/  0  C 


)(  i  Saa,    --  .  .  .  i    •-  S  a,  (' 


Saa,  a^ 


I  Sajj'j,  (  Saa,  S  aj  'J.^_  —  Sa,  a,  Saa^^ 


(Safi3,Sa\  a,  Va, a,  --...) 


.  i . 


Sa(  \  33,  S  \  aa,  \  a,  a_.     -  \  [^^  /  ^  ^  ^2  ^  ^  ^1  'i 

-^-V3,  3.,S\a.a.>\a,: 


A 


Saa,ao   J  -  Sa,(  \  33,S\aa,  \  a., 


^•1 


a 


r-  Sa.(\  33,  S\  aa,  \  aa,  -I-  .  .  .  ) 


<'l,  en  prenant  les  termes  par  eolonn<*s,  au  Heu  de  les  prendi»'  |>.n 


li^ui's, 


-T      j    S  \  3^3,  {  a  Sa^  a_,  \  aa, -:- a,  Sa^a  \  aa, --  y,  Saa,  \  aa,  I    / 


Saa,  a,  /         -^- S  V  ;^.,  3( .  .  .  ) -f- .  . 


S  aa,  a.> 


(  S  \  33,  \  aa,  Saa,  a^ 


ou  l)ien 


/// 


S(  V,33,Vaa, 


i-\  3.3\a..a    i-  \  3,  3.  \  a,  a.) 


lùilin  nous  avcuis 


/// , 


Saa,  a_,  ï 


S 


aa,    (3Saa^    -3,  Sa,  a. 
f-  a^  a  (  ^  Saa,    ;-...) 
-^  ai  a.>  (  3  Saa      -  .  .  .  ) 


L.-T-  -^1 
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et,  en  groupant  par  colonnes, 

=  c-^isp(Vaa,Saa,-hVat,aSaa,-+-Va,a,Sax)4-SQ,....-H...  l 

—  ^ S(p.aSaatia, -h. .  .)par  n*92,  (4); 

m,=:S(aP-Ha,p,4-ajpi). 

1^  solution  sera,  par  conséquent, 

0-*  Y  S  a«,  a,  S  ppi  P,  =::  p  S  ««i  a,  S  p?i  P, 

=  ySS  Vax,  VpPi  -+-  çyS  Sap—  (^«y- 

Si  nous  mettons  en  regard  les  unes  des  autres  les  expressions 

©p  =2aSpp, 

(p'p=2pS«p, 
K  les  valeurs 

m  =  — SaaiSjSpp,  p„ 

m,=-2S(Vaa,Vp?,), 

nous  voyons  que  ces  valeurs  auraient  été  obtenues  indifféremment  par  les 
fonnules  donnant  m,  mi,  m^  en  fonction  de  ^',  ou  par  les  mêmes  formules 
»ù  o'  aurait  été  remplacé  par  cp.  Gomme  Texpression  de  op  est  la  plus  ^é- 
Hrralc  possible,  il  en  résulte  que  cette  propriété  de  m,  m,,  /Hj,  savoir  que 

m    S  X[AV  =  S  Çp'  X  ©'  [A  ©'  V  =  S  çX  Cp[A  ©V, 

wiiSXfJtv  =  SSXçp'jio'v  =2SXçpjiçpv, 
miSXjiv  =  SSXfx^'v       =5lSX[jLipv, 

a  lieu  pour  toute  fonction  ^p;  il  s'ensuit  que,  dans  la  cubique  relative  à  cp', 
i^s  coefficients  sont  les  mêmes  que  dans  la  cubique  relative  à  cp,  savoir  que 
Ton  a 

o  =  —  m  -4-  mi<p  —  mj©*  -\-  ©', 

o  =  —  /w  -4-  m,  <p'  —  //ij  ©'*  H-  ©'*. 

[Ce  sera  un  excellent  exercice  pour  le  lecteur  d'écrire  en  détail 
celles  des  parties  de  formules  que  nous  avons  indiquées  par  des ...  ; 
en  second  lieu,  nous  lui  proposons  de  prouver,  par  voie  directe,  que 
la  valeur  de  p,  que  nous  venons  de  trouver,  satisfait  à  Téquation 
proposée.] 

Voici  une  vérification  de  la  solution  de  Féquation 

•0  çp  =  2aSPp  =  7. 


i7<)  niAiMTRi:  V. 

trniivir  <liin>  ce  iimmin,  s;i\(»ir  qno 


(  •'  ) 


in  'j  ^  ni 


I  ; 


-.2-,   —   " 


"S  »  ' 


Mil 


(     >    ) 


I 


m    - 
/// ,  - 


l>rt  niii|)o>nn>  ;Y  fil  Irois  \t'ri«'uis  [)ro[Knii<)nm'ls  à  a,  Xj,  X;»,  suixaiil  lu  l-i- 
mult'  (  J  )  <lu  II'  *U.  Nous  aui'oiiï» 


«  |) 


çY  ^  aoti  aj 


-la  >ai  a2;Y. 


Il   \l«'inliM.  «l'iijirr^  ro\|m>>itm  i\c  ^y» 


S  ai  a.i  :"' 

1  -    T    l 


-  ///i  Sa,  a,-" 


-  i 


S  ai  ao  (  —  "^2 'fV  -1-  'f 


I 


Mais 

«roii 


':.-' 
I  i 


laS3-',     ^^-'  ■--.  ïaS'iw- 


■l    -  7  . 

S  ai  a>'w- 


j 

1  t 


>  ai  a2  Yl    ~  '^  ^^1  ^  •  '"^  ^*'- 
l 


s  aaj  a>  S  'j-:.-' 


'  .  1 


N<MJ>  «Il  (MMclinnis  tjuo   lc>  rorriiri«'nl>  «h*  a.  aj,  a^,  (liHi>  (^  j  ),  soroiil  (I'Miik 
j»iu   l(>  l'tpiiiiioij?, 


I   )  ) 


>  ai  a., 


•    Saiacv 


-  ///i  >ai  a> Y 


1  '^^i 


S  aa 


i  =  . 


inx  S  ao  aY 
///,  S  aai  Y 


S  aai  7.-,{ 
S  aai a. ( 
S  aa, a, ( 


-  /// .  S  'i-'    -  -  S  jw"  ). 


*  -  » 


<  '  .  1 


•    -    .     • 


hiiM'^  —  ///■>  s  jv  - 


t  t 


,  iciiiplacoris  ///j  •'!  '^Y  P'"   l«''ns  e\|»r«'''>i<'ii' 


il  iinu>  \  i<'n<li-a 


<  t 


///.,  S  S-  -     S  'i'^-     -  —  (  S  '^.a  -     S  'il  a,  -  S  '1.  a.  )  S  'i- 

— ;  -  .    jjc  ~  J     -* -.^  ^ai  j^  ji     —  r^  ja>  .^  J-» 
1  II  l't'i  t-i-i 


1.»'^  (I«*ii\   loinM'^   (le    la    piMMiiirio    ('i»|<»iiiu!    ï>V'nlro-(I<lriji-'Ciil  ;    Ic^   auii 

Icrillt'^    lIoDIK'Ill 


(  i\) 


\ 


fil  I   »^    J  .~     ^  ^   . 


I     i 


I  _ 


->\;i,;iAa,v-^V::i:i,    Va-;. 
—  r^>   J  ^  J  y  7.  '    -T-w7V   jij.>vai 


hall"  «f^  lormulo.  iiilr<Mlui>oMs  Ic^  vahîuis  de  \  aY,  \^iY'  \  ^jY*'^**!*"^ 
Y  S  aa,  ao       a  S  Ya,  a^    -  a,  S  y^^  a  --  a*  S  y^Xi, 
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il  nous  vient 

Nous  aurons  ainsi 

SMi2,(— m^S^Y  -+-S|3<pY)   =  — SV?3,  (Va,a»SYa2|  —Vax,    Syaiai) 

-f-  SV3î3  (Vaia  SY^ia* —  Vaia^SY^ja), 
I  Saaii:(— /njS?iY-^S?iÇY)  =  — SV?iP2(Vasa  SY«ia>—  Vaia^SYati») 

-f-SV|3?,   (Vata,  SYXja  —  Va,»  Sy«Xi), 
Sii,22(— /njS?,Y-^-Spi<pY)  =  — SV?5?  (Vaai  Sy^î» --  Va^a  Sy^i) 

SVpî32(VaiajSY3t«i  — Vaaj   Sy«i«2). 


Mettons  ces  valeurs  dans  (5),  et  en  même  temps  remplaçons  nii  par  sa 
râleur  (3).  Il  s^opcrera  ainsi  des  réductions,  et  il  ne  restera  que  trois  termes 
pour  chacun  des  seconds  membres.  La  première  des  équations  (5)  pourra 
tire  niisj  sous  la  forme 

.j,  o  =  S[ÎY-f-V?,?-SYVa,a,H-V.3,?.SYVa,a-f-V??iSYVax,]Va,a„ 

Les  deux  autres  contiendront  le  même  facteur  entre  crochets  [  ],  les  se- 
t"fl<Js  facteurs  extérieurs  étant  respectivement  Vaia  pour  la  seconde  équa- 
ii"n  (  j)  et  Vaai  pour  la  troisième. 

Ces  trois  équations  (9)  ne  pourront  avoir  lieu  qu'autant  que  le  facteur 
enire  crochets  [  ]  ne  soit  séparément  nul,  puisque  les  vecteurs  Va,aj, 
\h^j  Vasi  ne  sjnt  pas  coplanaires;  car,  s'ils  Tétaient,  il  faudrait  que 

S  V aX| V aj a  V a, aa  =  (S aa, aj )* 

lut  éi;a]  à  zérOf  ce  qui  serait  contre  l'hypothèse,  puisque  nous  supposons  que 
2«  i|,  3|  ne  sont  pas  coplanaires.  Nous  avons  donc 

$Y=-SV??iSYVaa,; 

cl,  de  ce  que  /?îp  =  ;Y  P®**  (^)»  ®^  P^**  ^^  valeur  (3)  de  m,  il  en  résulte  que 

MO,  pSaa,a,S??,?,  =  2Vp?iSYVaa|. 

Ce  résultat  une  fois  obtenu,  on  verra,  au  n""  iGl,  que  la  valeur  de  p  qui  en 
'ii roule  satisfait  à 

2aS?p  =  Y. 

161.  Il  n'est  pas  nécessaire  de  suivre  le  long  procédé  du  nu- 

Tait. —  Quaternions,  1.  12 


IjS  CHAPITRE   V. 

méro  précédent  pour  trouver  la  solution  de  l'équation 

(mais  cependant  il  y  aurait  avantage  à  en  étudier  le  procédé  a\eo 
soin).  Nous  pouvons  opérer  sur  l'écpiation  proposée  directemciU 
par  S. A  7.17-2,  S.Vaoa.  S.\77.,,  et  nous  obpendrons 

Saa,  a.,  S  'iz  S*':z,  a^, 

S  xa,  a,  S  '^1  s        S  "a.,  a, 

Appliquant  la  formule  (4)  du  n^^Jïî  ;  o  S'i;^,  ^i,  -  :  i:  V  :i,  3,S  i:  ;, 
nous  obtenons 

Nous  pr()])oseîons  au  lecteur,  comme  exercice  utile,  de  démon- 
trer que  cette  dernière  e\])ression  de  o  est  é(juivalentc  à  la  solu- 
tion du  n°  lOO. 

Quant  à  la  vérification  de  la  présente  expression  de  z  conuiu; 
solution  de  la  proposée,  nous  avons  par  cette  expression 

ïS,3;:i^;i,Saaia,  par(3)(.iM)l). 

Le  cas  où  rcxpressioii  <lo  'vO  o^t  rc<luctiblo  à  la  somme  tle  deux  lornu.* 
i»u  lieu  (le  trois  inéritc  un  oxanicn  à  ])in  t.  .Soient 

Ces  expressions  niontienl  que  les  diiectirms  que  cpp  est  suscej)lil»lc  do  re- 
|>r/'S(Milcr  snnL  cuiupiiscs  «lans  le  plan  parallèle  à  la  lois  à  aj  et  à  'ij.  c  e>l- 
à-(lire  ([u'elh.'s  soni  coplaninres  avec  aj.  3,,  cl  cela  quelle  que  s<.>it  la  direc- 
tion (le  p,  suit  dans  ce  plan  snit  en  dclmrs  de  ce  |dan  •  de  même  il  est  tacik- 
de  voir  (hic  '^'p  sera  coplanaiie  avec  x.  et  3.i  '. 

Nous  avons  ])ar  (i) 

S  Vai^i.'^p       o; 
de  là  nous  tirons 


(I) 

'f? 

et,  en  conséquence, 

(  '2  ) 

'r'P 
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Cette  équation  ayant  lieu  quel  que  soit  p,  nous  en  concluons  que 

résultat  qui  est  d'accord  avec  l'expression  (a)  de  ^'p. 
Nous  avons  de  même 

puisque 

SVojpj.ç'p-o. 

quel  que  soit  p. 

De  ce  que  les  directions  de  cp'p  sont  coplanaires  entre  elles,  il  suit  que  la 

valeur  de  m  [(5),  n*  146]  sera  nulle.   Considérons  les  vecteurs  Vaipi, 

Vzs^i  comme  les  données  qui  caractérisent  le  cas  de  /n  =  o,  et  posons 

Alors  nous  aurons  à  la  fois 

I  S9p.S.-:=o,    S«p'p.8,  =  0, 

I   ?(ôi;  =  o,     ç'(ûi)-o, 

cl 

'5;  m  =  o. 

An  n*  118,  nous  avons  prévu  le  cas  où  /n  =  o.  Appliquons-nous  mainte- 
nant à  vériGer  dans  ce  cas  l'équation  (2)  du  n°  148. 
Les  expressions  de  mi,  mt  [(6),  n°  147]  se  simplifient,  si  l'on  pose 

V  =  Oj. 

Vous  aurons,  par  un  calcul  analogue  à  celui  du  n**  160, 

Nous  aurons  alors,  en  vertu  de  (i), 

(ç— .m,)p  ^(ociSa,p  — p  Sa,  at)-f-(?i  S  ?,p  —  p  S  Pi  ?,) 
^V(Va,p.«,)-i-V(Vp,p.p,). 
Ensuite,  par  (i),  il  vient 

q(ç  — /ii,)p  =  a,Sa,(«p  — mj)p-HPiSp,(ç  — /w,)p. 

Mais 

SajVaip.aj-o,     Sp,Vpip.pi  =  o; 

appliquant  (3),  nous  aurons  par  suite 

?(?  —  »»,)?  =^(«iSaj|Vp,p.p2-+-p,Sp,Vaip.aî 
=  a,Spip(^— §î)-T-PiSa,p.Ot 

=  v.vp.atVa,Pi  =  psaiS,— 8,sp.8i. 


CIIAPITIIE    V. 


i8() 
Do  là,  (le  ce  que 

il  ^i(Mll 


<]oilc  rqualion  r<ni(hiit  à  la  vérificalion  de  {2)  du  n"  118.   En  efl'et,  iiuu- 
nous  par  rmlro  forniul<^  ( '>  ) 

A'  o'  A  '^'  'L       \  a.,  'l.  (  S  7.;  A  S  3 ,  a  -  -  S  3,  >.  S  7.1  a  i 
-    \  X  >  3-,  S  \  :c,  3i  \'  iJLÀ     ('  1   bis,  u''  OO  ', 

i'[  ,    ^i    IKMIS   pOS^Uli- 


le  rt''>ullal  sera 


<•(•  qui  r'st  idcMti<|ue  av»'<  le  s^Tond  iii<'iii!)io  de  (7).  Pour  d'aulr«'>  d-'laiN 
ithiiirs  au  Cil"  de  //<>  ^  o.  Vf>if  \o  ^{('moil■('  du  ira<luclour,  iii^i'rc  dan-  !■  - 
l^rocc('(h'n,L,'s  //.  .V.  /:'.,  "»  d(''(«'nil>r<'  iSSi. 

Dans  le??  a]q)liralinns  «le  roquai  ion  17).  il  lautlra  so  rappcKT  qii».'  1<*  m^' - 
ii'urs  0|,  02.  l'd-'  (ju"il>  ciincnl  dan>  le  '-ccônd  uuMuhio.  «lni\»Mi!  sali>ltiK' 
ti<m  srulciin'nl  aux  cnndii  iMn>  <  \  ).  \\\\\^  ijuen  nutir  le  (cuMMir  de  learin"- 
duil  doil  «M  re  le  uii-uie  (jue  celui  «jue  jOu  <l<''duirail  de  nii'  —  ^Oj'Oa. 

A|q)li<[U(Mis  ré(jualinn  (7)  à  la  soliiiiuu  du  pr<djlôuic  du  n^*  io'J.  Non? 
.ivon-i  dans  ee  ca*« 


•  .OfUlllC    /é'  i 


dOù 


:' ,  ï\(ni-^  aiimiîv 


r---    i-'.^ 


.  ^    i   ^  .  ^         V  ^  -        >      i 

>  à      1  ,1  • 


»<  -' 


I, 


'  I   la  valeur  <le  Î!*:.:  re>tc  iiidelei miuée 


Kî-,  De  la  C(nisî<l('rali(ni  (]('::^  cas  parliculirrs  que  nous  \cnoi> 
(le  Irailcr.  il  rrsiillc  (jiic.  sm\anl  les  cas,  11  ^  a  des  niélhode-^  |)lu^ 
simple^  (jiie  lu  niéllinde  i.';('ii(ra]e  du  11"  1  5S,  lorscjn'il  s'a^^il  d"  i« - 
soiK.li-e  iiîK'  écjualion  veelonellr  lifu'aire  donurc. 

\ /d  lîK'lliodc  t;«'iiéi'al<:  a  cela  d  iinporlanl  ([ii\dle  nous  donne  le 
iiioven  de  caleider  1  expression  i\K'>  l'onelions  inverses,  telles  que 
-j  ^  (  '^  +  :,  r '.  à  l'aide  (\v>  lonelions  direcles.  En  second  lieu,  eu 
nous  iaisanl  eonnaîlre  1  ('([iialion  du  n"  1  18,  la  niélliodc  géiiéiale 
nous  donne  iniinédialenH.'nl  la  euhiqrn:^  fondamenlalc 


ni  '-   -,    /-'m  '^ 


///  =::  o, 
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doDt  l'interprétation  sera  de  la  plus  haute  importance  dans  la 
théorie  des  axes  des  surfaces  du  second  ordre,  et  de  celle  des  axes 
principaux  d'inertie,  dans  l'analyse  des  déformations  d'un  solide, 
et  dans  d'autres  questions  du  même  genre. 

163.  Dans  le  cas  où  la  fonction  ^  est  sa  propre  conjuguée, 
c'est-à-dire  lorsque  la  relation 

a  lieu  pour  des  directions  quelconques  de  p  et  de  o*,  les  vecteurs 
qui  sont  les  solutions  de 

forment  un  système  de  directions  réelles,  deux  à  deux  rectangu- 
laires. 

Dans  certains  cas,  ce  système  se  dégrade  en  un  vecteur  défini, 
les  deux  autres  étant  indéterminés  et  situés  dans  un  plan  perpendi- 
culaire au  premier;  il  y  a  encore  des  cas  plus  spéciaux,  dans  les- 
quels Téquation  {<f  — g)^  =  o  est  satisfaite  par  un  vecteur  quel- 
conque. 

Désignons  par  ^i,  g2j  ffz  les  racines  de  mg=  o  (n"  147).  Sup- 
posons que  ces  racines  soient  réelles  et  inégales. 

Soient  alors  pi,  p2,  p3  les  vecteurs  satisfaisant  respectivement  à 

?P3  — ^jpa; 

ces  vecteurs  seront  déGnis  et  déterminés  en  direction  à  l'aide  des 
cléments  qui  entrent  dans  la  constitution  de  (p. 

De  ce  que  ^  est,  par  hypothèse,  sa  propre  conjuguée,  nous  au- 
rons 

^i^«SpiP,  =  S«ppj<ppj  — Spio»pt  =  Sp,^*Pj. 
Mais 

?*P2-^;?j,  ?'pi=^îpi» 

d'où 

et  comme,  par  hypothèse,  g^,  g 2  sont  inégaux,  nous  en  concluons 


\Hl  CHAPITRE    V. 

que 

Si  doux  racines  sont  cgalcs   entre  elles,  par  exemple  ^o  ^r  ^'.. 
nous  aurons  toujours 

k^     '  I    ^  O  O^  O     ••     ^'1  0« 

<  hianl  à  Sc^C;,,  on  ne  peut  pas  en  conclure  qu'il  soîl  nul.  Les  deux 
Nccleurs  p-j  t't  C;,  seront  tous  les  deux  perpendiculaires  à  c,,  mai> 
«Mitre  eux  ils  peuvent  fain^  un  ani;le  quelconque. 

Si  les  trois  racines  4'  sont  égales  entre  elles,  r     ^^  tout  veclrur 
réel  satisfera  à 

D'après  le  rr'  HT,  nous  avons 

la  valeur  de  ,:;'■  élJint  queleonquc. 

liOi:?i|ue  ,.;''  |>ren<l   hi  valeur  de  l'une  ^"1  des  racines  réelles  de  réquall"H 
nf^r=  o  (et  il  y  a  au  n)nins  u/tr  rarinc   réelle,  même   lorsque  o  n'est  |)as  l.i 

<  onjupuée  d'elle-même),  l'expression 

Hi'vient  indéterniinée.  ]Mais,  dans  le  ras  où  ^  -   ,^1,  nous  avons 

o[  |)Dr  suite,  qucN  que  soient  ).  et  |x,  il  vieni 

S  À  (  ':.      .i'j  Vo  1  -    S  c ,  (  'i'  —  :r  1  ■)  À    -  o 

S;x(  -^       A'é)?r  -  >>Pi<'f'       A'i  )IJ-       o. 
d'où  nou>  tirons 

Di  <''lanl  un  senlar  qui  d/qxMidra  ^énrialoment  de  X,  a  el  des  él«''ments  «le  ;:. 
\oiis  aurons  donc,  en  vertu  de  eelle  rqualion  et  en  vertu  des  i'i]ii<ili"n" 
f  i-rlcssu<, 

p,l),       i/ny  1— A'i/-     A^i)^  ^^!^- 

HempInrrnU  /// w"'  et  y  j)ar  leurs  exjuessions 

/nr:.-^  —  Dix-     ?)}>-:>  -     -:.'-     cl     7  ~  /;/>   -  'i  (n"^'  i  i7  cl  1 48), 

rr  fonsidérant  que  \'/;x  est  un  vecteur  tout  à  fait  arbitraire  que  nous  pour- 
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rons  désigner  par  une  seule  lettre  co,  nous  aurons 

p, Di  =  [(/ni  —  gi  m,  -^  ^î)  —  ( '^î  —  ^i )?  -+-  ?*] w. 

Dans  un  Mémoire,  inséré  dans  le  tome  XXVIII,  I^  Partie,  des  Transac- 
tions de  la  Société  Royale  d^ Edimbourg,  le  traducteur  a  trouvé  pour  Di 
l'expression  suivante 


D,=  -, 


—  Sp',ci)  [ /dm^\* 


'[m>''-'^-"^l 


TpTp'  LV  dff 
}',  étant  le  vecteur  satisfaisant  à  l'équation 

Vp'.?'p'.  =  o. 
et  e  étant  défini  par 

(?  — ?')p  =  2Vep. 

D'après  cette  expression,  la  valeur  absolue  maxima  de  Di  correspond  à 
w  parallèle  à  p'i,  et  le  minimum  zéro  correspond  à  (i>  perpendiculaire  à  p\. 
Quelle  que  soit  la  direction  de  (i>,  Texpression  de  piD]  donnera  toujours 
pour  Upt  une  même  direction  déterminée. 

L'objet  principal  du  Mémoire  cité  a  été  d'établir  les  conditions  de  la  réa- 
lité des  trois  racines  de  l'équation  m,  =  o,  et  cela  dans  le  cas  général  où 
ç  n'est  pas  sa  propre  conjuguée.  Nous  renvoyons  au  Mémoire  le  lecteur  qui 
voudrait  connaître  nos  résultats.  Nous  nous  permettons  seulement  de  faire 
remarquer  que  la  condition  de  réalité  des  trois  racines  y  a  été  établie  dans 
rhypothèse  où  les  trois  éléments  qui  constituent  e  sont  seuls  variables,  et  où 
les  six  éléments  qui  constituent  la  partie  cp,  qui  est  conjuguée  d'elle-même, 
savoir  de  {•  (cp  -4-  cp'),  soient  constants. 

Dans  cette  hypothèse,  la  condition  de  réalité  des  trois  racines  de  m^=  o 
en  satisfaite,  lorsque  l'extrémité  du  vecteur  e  se  trouve  en  dedans  d'une 
surface  du  sixième  ordre  à  centre,  dont  les  particularités  sont  esquissées 
^ans  le  Mémoire.  Dans  le  cas  de  e  =  o,  lequel  correspond  à  (p  conjuguée 
d'elle-même,  le  produit  des  carrés  des  différences  des  racines  est  exprimé 
par  la  tomme  des  carrés  de  deux  tenseurs,  sous  la  forme 

où  les  vecteurs  r,,  x',  Ç,  t,\  sont  définis  à  l'aide  des  éléments  de  ^(<pH-  <p'). 
Cette  expression,  développée  suivant  l'expression  du  carré  du  tenseur 
d'un  quaternion  ou  d'un  vecteur,  présente  les  sept  carrés  connus,  à  laquelle 
on  a  réduit  la  valeur  du  premier  membre,  et  elle  montre  a  priori  que  les 
trois  racines  sont  réelles,  et  cela  à  l'aide  de  la  méthode  seule  des  quater- 
nions. 

164.  Pour  ce  qui  concerne  la  réalité  des  directions  de  pi,  p2,  ps» 


-  I 


i8  \  eu  Ai'i  rui:   v. 

suppo'^ons  (|ii('  (toujours  diiris  le  cas  de  '^  conjui^iu'o  (rcllr-rn.  ;•: 

/// .  -  :  ()  ait  une  l'acinc  imil^illai^o  i,' j    ,-//:.\     -i,otsoil':-    - 'j\ 
le  Necleur  correspondant  (i,'..,  /i-^  étant  des  notnljre>  réeU  cl  z.  7. 

étant  d<'s  veclcuis  i<'els,  i   -     *  étant  riina^inaire  ordinaire  de  lAl- 
Lièbre  I.    Mors  nous  aurons 


A, 


\       '     .:i    -  '.\       '   • 


Celte  é([ualion  se  j)arlat;era,  connue  en  Algèbre,  en  dvu\  autre' 


•^7        A. 


.1  j 


Traitant  resjx'clivrfrM'ul  par  S.t-j.S.o^,  retranchant  la  deuxiriii' 
de  la  preunère  et  aNant 

S  7 .  'j  :     -  :  S  :.>'-■  7 . , 


nous  obtenons 


//>  (  7- 


)       o. 


Puixjue  -T.,  et  ^  .  sont  Ions  les  deux  des  vec^leurs  rt'cN,  la  sonna' 
de  leurs  earrés  iie  peut  ])as  être  nulle.  11  Tant  donc  (pie  //-  soil  nul, 
et  (pir,  |)ar  suite,  la  racine  de  nf,      -  o  ne  S(>it  pas  inia::inairo. 

Ki^J.  Nous  a\ons  ainsi  dénn)nti'é  cpu',  lorstpie  '^  est  sa  piopn 
conjuj^uée,  l'é(juation 


/jf 


m ,:: 


m ,  ::     -  m     -  o 


a  trois  racines  réelles,  i;éin.'rale]n<Mit  inéi;ales. 
La  c(d)i<pie  en  '^  pourra  s'écrire 

(  -.      -  ,-,  )(  '^  -  -  -..  )(  -  —  A'-i  ' 


o, 


1 1  xuis  celte  forme  nous  pouNons  aisément  intciprélcr  la  sif;f:Hi 
cation  de  celle  éipialnui.  Va\  ellel,  soient  p,,  Oj,  *:  j  les  tn^is  n»' 
teurs  satisfaisant  à 


.-  1  •  .  1 


(  t 


.      1  " 


<  • ,      i  •- 


_  _  '  I 


>i: 


S 


.  l  ' 


(». 


('onnue  tout  vecteur  ^  pcul  élre  repré.^enlé  pv'.r  i  r,     i:"'.-!  !. 
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nous  voyons  que,  lorsqu'on  opère  sur  p  par  l'opérateur  complexe 

(l'ordre  des  facteurs  symboliques  étant  Indifférent),  il  arrive  que  le 
facteur  ç  —  g^  opérant  sur  le  terme  en  pi,  fait  disparaître  ce 
terme;  le  second  facteur  (©  —  ^a)^  opérant  ensuite,  fera  disparaître 
le  terme  en  p^  î  et  le  troisième,  ('^  —  ^3),  fera  de  même  disparaître 
le  terme  en  03.  Autrement  dit,  l'opération  successive  des  opéra- 
leurs  cp —  giy  y  —  g2y  ?  — o^  prive  la  valeur  de  p  successivement 
de  ses  composantes,  respectivement  parallèles  à  po  p2,  p3.  Le  ré- 
sultat sera  donc  nul,  puisque,  gi ,  g^,  gi  étant  inégaux,  les  vecteurs 
?o  p2>  p3  seront  distincts  et  non  coplanaires. 

166.  Comme  pi,  pa,  03  forment  un  système  trirectangulaire  et 
que  leurs  tenseurs  sont  indéterminés,  nous  pouvons  les  supposer 
des  unités-vecteurs.  Nous  aurons  alors  (3'),  (n®  91), 

—  ?  ^  PiSpri  -+-  FîSpPî ~r-  fjSppa, 
d'où 

—  ??  ■-^-  .-ie5'iSpri  -^  Pîé'îS::^  -h  pzgzSpp^. 

Plus  simplement,  si  nous  supposons  que  /,  y,  A'  représentent  les 
unités-vecteurs  trirectangulaires  dans  les  directions  de  pi,  p2,  p3i 
oous  avons 

??  —  —  lé'i  Sip  —jgi  S/p  —  A'g^  S  A- p. 

II  est  vrai  que  cela  suppose  en  même  temps  que  /,  y,  k  soient  les 
directions  dans  lesquelles  l'équation  Vp-^p  -^  o  est  satisfaite. 

167.  La  forme  d'expression  que  nous  venons  de  trouver  pour  ap, 
dans  le  cas  où  cette  fonction  vectorielle  linéaire  est  sa  propre  con- 
juguée, nous  conduit  à  plusieurs  transformations.  L'une  des  plus 
importantes  est 

??  --  py  -^-  /^  V(i  -r  ek)p{i  —  ek), 

où  les  trois  éléments  scalars  ei,/,  h  dépendent  des  trois  éléments 
^calars  ^,,  g.,,  g^^  en  vertu  des  relations  qu'il  s'agit  de  trouver.  Oa 
suppose  également  que  Yp'fp  ^=^  o  soit  satisfait  par  p  ^^  «,  y.  A*. 
Nous  avons,  en  général, 

p  :-_  —  iSip  —  /  Sy p  -  -  kSkp, 


iSC)  en  V  PITRE    V. 


vSii])sliLiiant  clans  Tcxpression  ci-dessus  de  C50,  développant  cl  é;;a- 
lanl  le  rcsullaL  à  son  expression  du  numéro  précédent,  nous  avon- 


«  r 


\nus  en  tirons 


(  -■,        A'>)    '    ^//' 


(^omme  nous  supposons  (pie  la  transformation  n'introduise  |)a- 
rimaf];;inaire  el  que,  par  conséquent,  e  soit  réel  ou  c-  j)ositif,  nnii^ 
voyons  que  j,»",  —  ^'^  el  ^'^  —  î^-;^  doivent  être  de  même  signe.  I\nu< 
«levions  donc  dé>i<;u('r  par  /  et  h  celles  des  directions  auxquelles 
correspondent  la  plus  grande  et  la  plus  petite  (algébricpiemenl 
des  Irois  racines  ^, 

rSous  aurons  aKus 


c' 

Il                   If 

-     —          —  » 

'  »       _           •  t 
>  1            .-^  2 

h 

f 

'    /    r»          .   .     ir     \ 

IGS.  La  transformation   aNanl  réussi,  la  transformée  peut  èlri* 
conçue  sous  la  forme  plus  générale 

Cy         s/'--  \  À';/., 

où  les  vecteurs  A  et  «jl  sont  déterminés  quant  à  leur  direction,  nuii- 
oi'i  leurs  tenseurs  sout  indéterminés,  le  produit  seul  des  deux  lin- 
seurs 'r().'JL)  a\ant  uu(»  valeur  déterminée,  et  1(^  scalar/de  menu-. 
Les  éléments  déterminés  sont  de  cette  manière  au  nombre  de  six. 
ce  (pii  convient  à  une  fonction  vectorielle  linéaire,  ct)njui:uri 
(relle-méme,  dans  le  cas  où  les  racines  de  m ,r  o  sont  inéi^ale-^. 
('ette  translormation  est  importante  dans  la  théorie  des  surl.iee- 
du  second  ordre!,  et  nous  v  aurons  recour>  au  Chapitre  A  IL 

109.  L  ne  aulre  translormation  de  '^,  c|uand  cette  fonction  est  >.« 
propre  conjuguée,  est  la  suivante  : 

Il  k  lit' 
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a  eib  étant  des  scalars  et  a,  ^  des  unités-vecteurs.  Cette  transfor- 
mée dépendra  de  six  éléments  scalars  et  représentera  ainsi  une 
fonction  linéaire  vectorielle,  conjuguée  d'elle-même,  dans  sa  plus 
grande  généralité.  Nous  ne  ferons  que  mentionner  cette  forme  en 
passant;  elle  se  rapporte  à  la  transformation /oca/^  de  Téquation 
des  surfaces  du  second  ordre,  et  nous  n'aurons  pas  occasion  d'en 
reparler  dans  cet  Ouvrage.  Le  lecteur  se  donnera  un  exercice 
utile  en  déterminant  les  valeurs  de  a,  6,  a,  ^,  et  en  partant  de  la 

forme 

??  =  /^'i  Pi  S  p?i  M-  ^1  h  S  ppi  -+-  ^,  p8  S  PP9, 

pli  p2f  p3  étant  les  directions  pour  lesquelles  cpp  et  p  sont  paral- 
lèles. 

170.  Nous  ne  voulons  pas  énumérer  toutes  les  propriétés  cu- 
rieuses des  fonctions  fp;  nous  nous  bornons  à  en  citer  deux  des 
plus  importantes. 

Dans  l'équation  du  n°  145, 

Nubstituons  X  à  cp')w,  pi  à  ^' pi,  nous  aurons 

Changeons  ç  en  cp  -f-  g^  cp'  devenant  ç'h-  ^  et  m  devenant  nig; 
Qous  aurons  la  formule 

qui  nous  servira  plus  loin. 

171.  Ensuite,  parle  n*'  147,  nous  avons 


cl  de  même 


^  S?(»  4-  h)-'f  rr:  J  Spç-'p  -h  Spxp  'h  Ap'- 


188  ciiVPiTRi:  V. 

Prenant  la  (lifTéreDce,  nous  obtenons 


1)1..  . 


in,, 
Ti 


^^-l 


(^      AH/— 


m  >  :- 


.  - 1 


Cette  (orinule  nous  montre  (jue  les  équations 


/// 


.6  S- 


A') 


-I  . 

i 


h) 


1  . 

j 


Constante  a  ri  )i  lia  ire 


seront  itlen(i([ues    et   par   suite  représenteront  la  méuuî   série  J- 
surfaees,  non  seulement  lorscpie 

.-5  '*  > 

mais  encore  lors(pie  t^  et  Ji  (le\ieniu^nt  des  fonctions  scalars  de  *. 
satisfaisant  à 

Cette  proposition  curieuse  e>t  <liu'  à  llamiiton;  elle  a  éh'*  lioa- 
vée  ])ar  lui  à  la  suite  (Fune  i;énéralisation  qu'il  a  faite  d'un  résultat 
ol.)tenu  |)ar  Tauteur  dans  le  cas  ]»articulier  de  la  surface  de  ronJc 
{OuiU'lcrlv    Malii.  Journal,  oc  t.  iS.mi). 

172.  Les  dcJix  éouations 


n) 


i  S  v( -  -'-  A'  V"'  V       o 


sont  respectivement  équivalentes  à 


■>   ■• 


/^/  S:':^    ^:    ,    h  S:/^    :-  //- ^- 


r/; 


o. 


et  par  suite  aussi  à 


m  (  I 


'•  )  S  :o 


A' 


•  //.r)  S'/c     -  (^'•-  -  '  h'X)}'- 


*  >. 


(|uelle  ([ue  soit  la  valeur  du  scalar  représenté  par  .?' ;   en  d'aiitro 
teruH's.  les  <leu\  équ;itioiJS  {  i)  représenteront  la  menu*  surface,  >i 
la  dernière  ('([uation  est  ^ati^falt(^ 
(^onime  cas  pai'liculier>,  soient 


.r        I  ; 


ni 
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nous  avoDs  alors 

2*  g  —  hx---o\ 

dans  ce  cas, 

(._f)Sp-.o-.p^(^-A^f)-.o. 

(loù 

m  Sp""*  î&~*  p  —  l'A  ^=  G. 

I  I  I  o 

3  ^-.^, 

re  qui  donne 

''*  ('  ~  f^)  ^^^~*  ^  ^  (•"  "  ^'  f^)  ^  "'/-"  "^  ""' 
ou  bien 

n^U^  -^  ^)  S/ç^-^p  4-^A  Sp7p  =  o. 

Il  peut  être  utile  de  remarquer  que,  si  ron  pose 

\fS  =  g^  —  m^g^-h  ntig  —  m,    fy   =  o»  — m,çp*-f-/ni<p  —  m, 

on  aura 

aussi  bien  que 

<3)  /gi^  —  gy^-^/i^  -^  g/i^  -^  g'  =  o, 

(CM -à-dire  que  Ton  a  identiquemeut  (quel  que  soit  g) 

I*e  plus,  on  a  toujours  Téqualion 

pui>qu*elle  est  la  cubique  fondamentale;  mais/^  ne  sera  nul  que  pour 
iroi*  valeurs  particulières  gi,  g^y  g^  de  g. 
Si,  dans  la  cubique /ç  =  o,  on  introduit 

*  -~  ?  —  /T» 
et  par  suite 


190 

elle  (le\  ient 


CHAPITRE   V. 


/[  'I>    -  .;'  )       ()     (lU    /(  ^^  -  ■  *^  )    -  o. 


IK»  \i\  les  doux  cquatinn^î  suivante^,   clans  lesquelles/'  et  /"  «lésignenl  I' 
(léiivée>  ]»iemièi'<J  el  «Ini xii'iii;-  <ii'  /', 


•»,  »,  «  *  « 


y  î) 


l'reiKHis  la  lonciion  i  o       a' )"'  de  la  seeonde  de  eos  équations:  nou>  vin 
ions 


cl,  en  <linLrenliant  par  rapport  à  ,A^ 


(  'j 


)-        o. 


h  ■'. 


((^  : 


:.''  I 


il^ 


\\  —  I  \J" l:  ■-■.>(  -  I  j (  'v  —  i;  ) 


./"aM   -       -  ,A'  i     ■         ./"a 


A'  '  /"'"a  O. 


l)'iin  .nilié  (Mh',   prennns  la  fonclion   ( -^     -  a' )   -  de  la  ^^'e<.)nde  équali"ii 
(  î  ',  il  NJenl 


/ 


;'     I 


/'.A'f  '^^ 


A'  I 


-  1      -   '. 


/'V  ■  -  <  ? 


-  <>. 


Soubtiayant  nieinl)ie  à  membre  de  la  [>récédenl«\  un  obtient,  après  rédu« 
lion, 


/A' 


</.' 


-(r 


..^•j 


o; 


ear  le  eoelTicient  de  i  ':<     -  ,a'  )~'  e^t 


(■(dui  de  (  o  -    ij;  )^'  r.-t 


et  celui  de  y:*     ■  ^  \  l'-l 


y>  -/'o   ^  <N 


•  -^)/ 


o. 


■> 


- 1>  -  -  I  )  —  o,       (  r' l:  -  -.i.'i  ). 


.Nous  avons  donc,  |nii>quc  /a'-  n'e^l  t;én<ralemont  pas  nul. 


(  j) 


-  I  M  '^     .-  //  )    - . 


On  vérifierait  de  même  ([ue 


^^-•i)('^-:- A;-% 
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et  il  sera  facile  d'établir,  en  général,  que 


(6) 


dh 


poar  n  entier  négatif  aussi  bien  que  positif. 

11  est  évident  que  ces  formules  {S)  et  (6),  relatives  à  la  difTérentiation 
(l'une  forme  deïonction,  ont  lieu  lorsque  ^  est,  ou  n* est  pets,  conjugué  de 
lui-même, 

173.  Dans  beaucoup  de  recherches  nous  rencontrons  le  quater- 

nion 

çr  —  a  ça  4-  p  ©p  H-  -y  <PY> 

dans  lequel  a,  p,  y  sont  trois  unltés-yecteurs  trirectangulaires. 
Cette  expression  est  susceptible  d'être  mise  sous  une  forme  très 
simple,  qui  a  de  Timportance  suivant  les  cas. 

Nous  avons  évidemment,  par  les  propriétés  de  vecteurs-unités 
rectangulaires, 

^  =r  Py  ?«H-  Y*  ?P  "^  °^P  ?Y* 

Comme  nous  avons  aussi 

S«?T  — I     [n*73,(i3)], 
on  verra,  par  la  formule  du  n^  147,  que 

lorsque  (p'=^;  mais  cette  formule  a  lieu  également  lorsque  f 
û  est  pas  sa  propre  conjuguée  ;  car,  ainsi  que  nous  le  verrons  dans 
le  numéro  suivant,  on  a 

elles  termes  en  z  disparaissent  dans  S  q. 
Nous  avons  aussi  par  (2),  n®  90, 

Vy  — a(Spo^--SY<pP)4-  pSYfa  — Sa^Y)  -HY(Sa?p—  P?«) 

=:aSpEY"^  pSY£*-f- YSaeP=^ —  (a Socs  4-  pS^s  4- ySy^)  ^=  6. 
[Nous  ferons  remarquer,  en  passant,  que  le  quaternion 

^|=aç«4-p«pP-hY?Y} 


uyi  ciiAPirnE  v. 

rsl  sus('('[>til)I(.'  dVHn'  reprcsonlc  par  la  forme 

ropcralcur  V  t'taiil  clcfiiii  j>ar 


z  ('[  ':,'j  (lanl  rcsix'clivciiuMil 
»         1 1  1 


t  'f. 


r!i 


I  >     I  ■  >  I 


.\(Mi^  r<'\  iciidroiis  sur  <*(•  snjd  à  la  fin  dc^  l'()ii\ra^p. 

Il  ('\i>l('  l)(au(M)up  <lr  j)r(>j)rirlrs  di»  -^  rolalivos  {\  un  sv^lriiir  <lr 
lr(ii>  \  (M  l>'iirs-unil('s  Irircclaîi^Mlaircs  ;  nous  pourrions  en  îmilli- 
jili:  I*  lo  «'\i  in j»l(*s  ;   ne  cilons  cpie  le  suivanl  : 

-        ///     \     I    7    V.'        ^    ■'.  'i    •^'        '      y  -'    -,  '        '    -■    \ 


/// 


\  .V-    *: 


Le  Irclciir  ]M)uria  ia(il('in<'n(  \('rMl]rr  crde  iorniuK%  en  lai-aiit 
usat^c  (1  lin  ])r(K('d«''  analogue  à  celui  rpif  nous  \enons  d  ('inpl<)\«'r. 
ou  nuruv  «•nc(M('  à  l'aide  de  (  \  ),  n"  J  \k).  (^^u«l.|ue>  aulirs  <'\einjil  ^ 
Si  Ton!  donin'"^  |)arnii  les  (pie.sli.«ns  propos^i'-s  à  \\\  (in  Ac  ce  (Jui- 
juli  e. 

I"  Ma-.'' a  -    S^y^'-'a  -.  -     -  ïi'-;', 

|toin-  //  l'iilifi-  pnvitifnii  n'-until.  a'î.  A'^j.  A';  <''I;nH  li'S  liUMiio^  (\(^ 

,A'  '  —  -  //.'  j  A'  '        '''  :  •■'•''       "'  --  (>  ; 

j  '  \  X  a  '^  -  a        -     ;  -  —  nt  ^  \  z       y  :  ;       .... 


A  I  ai^lc    (le  l'i'»ni;ili'>n   cnliiqno   lond.imciilaK',    et    (•<iin).ii>sanl   \  Ix 
\   l'y-7.  N   la-:/- a,  i>n  pHuira  ihiliiiro  <le  piMx  lie  on  j)r<i(  lie 


^   Xa-^^'a 


|)HJ|-    //    <llli('I*   (]IK'1("M||(JI1«'   , . 

175.    lN)ur  lerniiner  ce  cpie  nous  avons  à  dir<'  rtlaliNcmcnl  au\ 
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lonctîons  ©p,  nous  établirons  la  relation  qui  existe  entre  cpp  et  sa 
conjuguée  ^'p. 
Nous  avons 

Sp  <p'<ir=:  S^cpp 

Vjoutant  ces  deux  égalités,  nous  obtenons  la  relation 

s?(?-+-?')^  =  S(i(cp  — 'y)p, 

qui  montre  que  la  fonction  (^-h'f')p  est  conjuguée  d'elle-même. 

De  plus,  de 

Sp^p  — Sp'f'p 

nous  tirons 

S?(?— ?')?  — o. 

Nous  en  concluons  que 

(?  — ?')?  =  V'.p. 

Dans  celte  relation,  à  moins  que  o  ne  soit  sa  propre  conjuguée, 
î  sera  un  vecteur  actuellement  existant  (non  nul). 
Nous  pourrons  donc  mettre  cpp  sous  la  forme  suivante  : 

Il  en  résulte  qu  une  fonction  vectorielle  linéaire  non  conju- 
A'tttV  d'elle-même  diffère  d\ine  fonction  conjuguée  décile- 
même  (déduite  de  la  première)  en  ce  quelle  contient  en  outre 
>tn  terme  de  la  forme 

Vep. 

1-1  signification  géométrique  de  ce  résultat  se  nc^tu  clairement  au 
Chapitre  relatif  à  la  Cinématique. 

j  Lorsque 

??  =  2«S??. 
•'t  que,  par  conséquent, 

n<»us  avons 

(o-^^')p=:p2Sa3-  ^Wxyi, 

(?~p')p  =  i:V(Va3.s  . 
D'après  le  n*  J47,  nous  avons   . 

Tait.  —  Quaternions,  I .  >  > 


"J4 

cl,  >i  nous  j)0<oFis 

nous  |)Ouvoiis  remarquer  que 


CHAPITRE    V 


1\  a':} 


la  j  —  /;?>  -•-  i. 


17^).  iSOiis  venons  donc  (l'('lal)lir  la  solulion  ncncralr  (1*1111»' 
('■([ualion  vc'cl(>ri(*ll('  cl  linéaire  conlcnanl  un  vecteur'  Inconnu;  à 
l'àulc  (le  celle  solulion,  et  par  les  lelalions  élahlies  au  n"  J.'ÎS,  non- 
{)ourrons  lron\er  nn  </in((('rin(ui  inconnu^  lorsque  ce  qualernicn 
enlre  clans  nne  é(|ualion  linéaire  d'une  <;énéralilé  suffisante.  l*oiir 
qu'une  pareille  écjnalion  soit  sulfisamnient  générale,  il  faut  qu'ell»' 
contienne  nne  partie  scalar  et  une  [>artie  vecteur.  La  prcmltre 
|)arlie  donne  une  seule  écpiation  entrer  scalars,  et  la  seconde  en 
donne  f/'ois:  ces  quatre  équations  sont  indisjiensables  ponr  la  d< - 
terniination  complète  des  quatre  éléments  scalars  du  (lualerniou. 

170.  Par  exemple,  l'équation 

(pii  n'est  (ju'une  seule  équation  à  scalar,  donne 

Y  —  a  l  /', 

/  élant  un  cpiaternion  tout  à  fait  arbitraire. 

De  même, 

S  Y  =--  a 

donne 

0  étant  un  vecteur  tout  à  (ail  arbitraire. 

Dans  ces  deux  cas,  l'écpialion  [)roposée  ne  donne  qu'une  seule 
condition  i'eliili\e  aux  scalars  contenus  dans  l'inconnue,  cl,  )»ar 
suite,  la  solulion  renferme  trois  scalars  arbitraires. 

LIne  remarque  semblable  .>'ap])lique  à 


pii  donne 
De  nn^me 


T  \^/--ra, 


S  U7  =::  COSa 
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donne 

j  et  6  étant,  dans  ces  deux  cas,  respectivement  un  scalar  et  un 
vecteur-unité,  qui  sont  arbitraires 

■ 

177.  On  verra  semblablement,  et  avec  facilité,  que  IMquation 

a  étant  un  vecteur  donné,  se  trouve  résolue  de  la  manière  suivante. 

On  pose 

S<7  =  ar, 


doii 


ou 


Faisant  ensuite 


nous  aurons 


{>ar  suite. 


aç=/4-xa4-p; 


^  =  j?  4-  ra~*  -+-  a-^p. 


Dans  ce  cas,  la  proposée  étant  équivalente  à  deux  équations  de 
condition  entre  les  éléments  scalars  de  Tinconnue,  la  solution  ne 
contient  que  deux  scalars  arbitraires,  j  La  troisième  équation  scalar 
déduite  de  la  proposée  est  Sa^  =  o,  c*est-à-dire  indépendante  de 
lincoonue.  i 

178.  Considéroùs  encore  Téquation 
Opérant  par  S.a*',  nous  obtenons 

La  proposée  devient  ainsi 

on 

V.  a  V^  =  p  -  a  Sa-»  p  —  a  Va*'  p. 


1  ()G 


cnvpiTRi:  V. 
(>c(le  (.'«juallon,  <''l;inl  Irailrc  coniiiio  ((.'lie  du  n"  ITJS,  diiniic 


Ny  _    'j.    M./'  -r    a  A  a-'  [i), 


(Toù  Ton  lire' 


<j       Sa 


1  '^. 


',    r-  a-  '(.r  -^    a  N'a"'  '^ 


<j  \ ^- 1  j    ».  o  \ 


La  propose''^  rlaiil  CMpiivalcnlc  à  Irois  iWpialioiis  riilrc  Ir-s  s(alai>'!r 
l'imonnur,  la  solullon  ne  rcnlrriiir  (priii)  seul  s(\ilar  arbitraire. 

On  amail  ])U  ()l)l(Miir  la  solulicni  par  iiiu»  voi<*  plus  dlroclr,  m 
consulci  anl  (pic  la  proposT'C  ne  (IrU'iinnK*  (pic  le  rectrur  du  j)i«)- 
diiil  ay.  cL  lai>sc  le  scalardr  y.y  ind(''l(*rinln(''.  Si  donc  x  iH^pirsriiîr 
ce  scidar,  nous  avons 


a  Y        S  7  fj 


m 


7 


.^' 


179.  FinalrnicnL  1  (•(|uali(Ui 


77 


(■ipuNaiil   à  <pialrc  iNpialions  rulrr  les   ('h'inenls  scalar>  d«'  !  uir.ui 
uuc  :  cl  noU'<  ohlcuons  une  »^oluhon  dclciinincc 


7 


'/    I  *■' 


IHO.  A\ant  de  (piillcr  le  sujcl  des  i''(jualions  lim'airrs.  nou>  di- 
rons (|uc  II  luidlon  a  ('lal)li  la  niclliodc  de  r(''S(duhon  d'une  r<pi.i- 
tion  rnn'airc.  <l(Uil  I  incouuuc  c^l  un  tjinid'rnutit :  la  nn-lliodc*  d"ii» 
il  a  iail  la  «h'couvcrlc*  c^l  analoi^uc  à  ((die  (pTil  nous  a  donner  pour 
la  î'e^olulion  d'une  (''(|ualion  luMaire  à  vecteur  Inconnu.  I)an>  !• 
cas  d'un  (pialcinion  inconnu,  la  in(''lliod(*  a  j)our  princip.d  caiac- 
[v,\\\  ind(''pcndaniincul  de  sa  coinplicahon  j)lus  i:i'andc.  de  cnndun*' 
à  nn(!  ('«pialion  du  (jmitriiim'  ilei^rè,  an  lieu  Ae.  Tccpiahon  (U- 
l)i([uc  (Oi  ropondanl  au  cas  d'un  Acctcur  inconnu;  cl  la  ion'lnwi 
inverse  >e  h'ou\o  c\piinn''c  à  l'aide  des  ordres  pi'cniier,  second  cl 
Iroi.sirinc  de  la  ionchon  dn'ccle. 

Sous  ce  rappoil,  la  soluhon  trouve  son  analogue  en  Aliièlav.  hÙ 
l'on  sait  cpinne  (Mpialion  du  (pialrii'nie  dei;r(''  e>l  ramenée,  (pianl 
à  sa  solution,  à  celle  d'une  (''(piatn)n  du  IroisièMue  dei;ré. 

Une  expositiiui  d<''tadl(''e  de  la  niélliode  ne  saurait  èAve  à  sa  place 
dans  le  [)r(}sent  ()uvra:^e,  cpii  a  pour  hul  d'entre  ('d(*inentaire,  (pioi«jue 
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le$  procédés  que  nous  avons  exposésjusqu*Ici  sufiiraientà  la  rigueur 
pour  en  établir  les  principaux  résultats.  Nous  renvoyons  donc  aux 
Eléments  of  Quaternions  de  Hamilton  (p.  491)  ceux  des  lecteurs 
qui  désirent  étudier  la  méthode  en  question. 

181.  Hamilton  a  résolu,  à  Taide  d*un  procédé  particulier,  l'é- 
quation 

laquelle  se  présente  fréquemment,  a,  6,  c  étant  des  quaternions 
donnés.  Nous  avons  déjà  employé  ce  procédé  à  la  solution  de  Té- 
qualion  (5)  du  n"  133,  concernant  un  cas  particulier  de  Téquation 
ci-dessus. 

Pour  la  résoudre,  multiplions  tous  les  termes  parKrt  et  multi- 
plions par  tous  les  termes  le  multiplicande  b.  Nous  obtenons  les 

deux  égalités 

T^a.q  -{-Ka.qb  =:Ka,Cf 

aqb  -f-  qb'^  =  cb. 
Ajoutons  membre  à  membre,  il  vient 

De  là  on  déduit  q  par  une  division. 

On  peut  réduire  à  la  forme  de  la  proposée  toute  équation  de  la 

forme 

a'qb'  -^c'  qd'^=^e'\ 

re  sera  en  multipliant  par  c'""*  et  en  multipliant  par  les  termes  le 
multiplicande  ft'~*. 

182.  Comme  exemple  ultérieur,  recherchons  la  différentielle  de 
Il  racine  cubique  d'un  quaternion  donné.  Ayant 

q^  =  r, 
n^us  en  déduisons 

q^cif  -i-q  clq,q  -h  dq . 7-  =^  dr. 

Multiplions  tous  les  termes  par  q  et  en  même  temps  multiplions 
7~*  par  tous  les  termes;  nous  obtenons 

q^  dq  q~^  -\-  q^dq  -\-  q  dqq  ^=  q  drq-K 


KjS  CHAPITRE   V. 

llclranclîons  membre  à  meniljrc  «le  la  précédente,  il  vicnl 

(hj .  (f-  —  7^  (l(j  7   '  —  flr  —  (j  dvq   ' , 
(10  II 

(hi  .rj^  —  /y'*  (hj  -^  dr .  q  —  q  dr. 

J)e  celle  rqualion  or)  lire  d<i  par  le  pioccdi*  du  niim/ro  pr«'ci - 
denl. 

Fji  mélliode  einpIoNc'e  ici  peul   s";ippli(pier  à  la  drlernilnalKm  «!• 
la  dinV'reiiticlKî  de  loiile  aulrc  raeiin'  d'un  quaternion. 

\%\,  (^uand  rr<[uali(>n  lin^'airc,  dans  lacpielle  eîitre  un  qualcr- 
nion  inconnu,  n'est  pas  coinplrlc,  la  solution  présente  des  parlieu 
larit('S  caraclérisliques  pour  chacun  des   cas.  Monlrons   en  dilail 
les  calculs  relatifs  au  cas  Irrs  simple 

Ajqdiquant  le  proc(''d(''  de  Flamiiton,  nous  obtenons 

T- (1  .(j  ■--  T\  a .qb, 
qlr  77_  (iijh. 
(^n  en  tircî 

q  (  T-  a  -\-  h-  —  >  h  S  a  )  —  o. 

JI  \\\  aura  donc  ]>as  de  valeui*  fini(*  pour  7,  à  moins  que 

T-  a  -f-  //-  -  -  i  h  S  <i  --  o, 
d  Où 

[i  étant  un  vecteur-unité. 

Ln  procédé  analogue  nous  fournira  de  même  la  condition 

a  étant  un  autre  vecteur-unité. 
Mais  Técjualion  proposée  donne 
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j  oulrc  Sa  =  Se  |,  c'esl-à-dîre 

S*a4-T*Va  =  S*6  4-T«Vô 

[  ce  qui  donne  TYa  =  TV6  L  et  nous  voyons  que  nous  pouvons 
poser 

Sa  S6    

Si  donc  nous  exprimons  q  par  un  scalar  /*  et  un  vecteur  p, 

i'équation  proposée  devient 

il)  (a-ha)(r4-p)  =  (r  H- p)  (a  4- P). 

Développant,  il  reste 

r(«-?)  =  pp-ap, 
d*où 

Sp(a-?)  =  o, 
»*t  par  suite 

p  =  VY(a-?), 

7  étant  un  vecteur  arbitraire. 
Nous  avons  maintenant 

--.Y(Sa?  +  i)-(a-p)SpY-(«-P)SacT  +  YS(a-p)ct 
-^-(a-?)SY(?4-a) 

loù  S(a— P)a  =  a»— SaP=:  — (i-f-  SaP)|,ce  qui  détermine  r. 
De  là  on  tire 

^7  =  -T(a-+-p)-(a+p)T-hT(«-p)-(a-P)Y  =  -aY?-2«Y. 

On  peut  prendre  —  y  à  la  place  de  y,  et  écrire  la  solution  de 

€iq=^qb 
sous  la  forme 

^  =  *T  -^  yP» 


><•"  ru  \Vl  Tl\E   V. 

-'  t'-lanl   un   \<^cl«'nr  r[n<'Unn<|no,  cl 

'/--  l    \(f,      3-1  \  h. 

Vi)\\v  \(''iili<'r  («lie  <()luli.)ii,  ou  i'^ard  à  lôcniallou  (  i\  Il  sullil  d 
nionlrcr  ([iic 


>^. 


I.;j  Nalc.'iir  rijinimiiie  de  ers  (l<'ii\  iiicrnhi'es  osl 


-'     -  7.-'  •>. 
I  II 


<l  .tj)rr>  la  solulion  niriiie. 

(le  <<  la  j)t)ui'  l('  Icclcni"  nu  excclli'iit  e>^t'rcic«'  (|n('  de  i'ri)ré>en- 
h  r  le>  leniM^s  de  (iq  —  «y/y  par  (\i^>  are^  de  veiseurs,  coniino  iiii 
n*'f^)5,  et  de  d<'diilre  de  rinsj)eelioii  de  la  ii^iire  la  solulion  ci- 
di>MiN.  Il  li"()n\era  «jiie  la  soliiliOn  |>eul,  de  celle  manière,  >e  dc- 
hirniner  ])resqu<'  inluillvenient. 

I<Sî.  On  n'a  [)as  encore  drcomerl  de  méthode  gi'iiérale  jmmii 
i<''>()udi\'  de>  équalions  à  < jnah'rnions  du  second  dei;ré  on  d«'  d'- 
L;n''>-  .>n|>i  rieurs  :  de  (ail,  ciunmc  cm  le  fera  Noir  de  suite.  [**'•< jualioii 
du  sc((»n<l  d('i;r.',  à  elle  >eul(',  dans  sa  (orme  la  [)lus  i;«''n<rale,  con- 
duit à  d(^s  <''(|nations  ali;<''ljrn|ues  du  sei/ième  dei^re'.  (Test  ])om(]Uiii 
nous  (  nnsacrtnons  le  re^Ie  d<'  <*e  ('Inipilro  à  lé  lu  tir  dune  ou  dr  deux 
<le>  lorrno  simples  pour  Icscpndles  une  solution  délinie  a  «'l' 
lr<)uv(''e. 

lleclierclions   d'alxu'd    (piel    est    1«'    n(unl)re   de<   racines   ipruin 
«'([ualion  du  secimd  dci^rt",  par  rapport  à  un  (juaternion  inconnu, 
dojl  ::<'n<'ral«'menl  admélire. 

Si  à  la  place  du  qualeinion  nous  mellcuis  l'expression 

w    -  i.v    -  i  y  -  ■  h  z     (  w"  80), 

•  1  <jue  non--  rem|)lacions  les  «|ualcrnions  constants  donm's  par  des 
^\pre^^ion^  de  la  méiiie  fornu',  n<)ns  ohtiendrons  i;énéraleinent 
(jualr»'  (Mjuahon.s  [)Our  la  d/lermination  de  i\\  j\  r.  z.  Le  noînlne 
do  i*acm«  >  sera  ])ar  suihî  :>  •  ou  i().  l  n  raisonnement  semldaldi 
ni)u>  dcmonlie  (pi  une  <'([uali(ui  à  ([ualernioîi  du  de^n''  m  aura  nr 
racino.  (  )n  voit  du  reste,  [)ar  la  considération  des  oxcinplcs  simple^ 
d'^nn.N  |)|ii^  haut  (n"'  ITo,  178,  .  .  .)?  q^i'il  arrive  que  \vi>  racino 
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conlîenoent  une  ou  plusieurs  indéterminées,  lorsque  Féquation 
proposée  n'est  pas  équivalente  à  quatre  équations  à  scalars. 

i8o.  Hamiltou  a  eflectué  d'une  manière  simple  la  résolution  de 
IVquation  quadratique 

q^  ■=zqa-\-  b 

(laquelle  est,  au  fond,  de  la  même  forme  que 

parce  que  dans  la  seconde  on  peut  considérer  y,  «,  b  comme  re- 
présentant les  conjugués  des  mêmes  lettres  dans  la  première). 
Nous  poserons  avec  lui 

«•  étant  un  scalar  et  p  un  vecteur. 
Substituant  dans  «y*  =  ya  H-  6,  nous  obtenons 

d^-\-  {^w  -f-  p)*4-  atva  -f-  ap  -+-  ^a^=^  2 (a* -h  wa  -h  pa)  -4-  4^» 
ce  qui  se  réduit  à 

(w  -h  p)*H-  ap  —  pa  t=  a*  -h  4^' 
Nous  posons  ensuite 

Varzza,     S(a*-f-4^)  =  c?,     V(a* -f- 4^)  =  2^; 
Téquation  devient 

(«'  -h  p)*  4-  2  Vap  ^=  c  -f-  27. 

Les  scalars  et  les  vecteurs  des  deux  membres,  étant  égalés  séparé- 
ment, donnent  les  deux  équations 

V(iv-}-a)pi=Y' 

La  seconde  de  ces  équations  peut  être  résolue  à  Taide  du  procédé 
du  n*  I06,  ou  mieux  encore  en  la  traitant  par  S. a.  De  là  il  vient 

S(iv4-  a)?  =^  --> 


•nyi  ciiAiMTRi:  V. 


re  qui  donne  ((v  +  y.)Zy  cl  par  suite  l'expression  du  tenseur  de  <  e 
([ualerriion.  Si  nous  en  éliminons  z-  à  Talde  de  lu  première  d(^s 
/•(pialions,  nous  olilenons,  par  un  calcul  facile,  récjualion 

(o-  —  7.-  )  in*  —  en-  -^  *;■  )  —  >  *  :«";  ^^  o. 

[.a  ré^olulion  de  celle  ccpiation  du  troisième  d(^p;ré,  par  i'a[>pi^i  l 
au  scalar  n-,  doniu'  six  \aleuFS  pour  iv,  et  |)our  cliacunr  d'elle-s 
nous  I  roiivi'F'ous  une  \alcur  coiresjxmdanle  de  z  el  par  suih'  de  y. 

l)auN  SCS  /.rr/f//('s  {  ^),  6X]  ).  Ilaunhon  nionlre  (|ue  dru\  ->euli-- 
menl  d('s  valeurs  de  c/  soûl  réelles;  les  ipiali'c  autres  soîil  des  lu~ 
<|ualerui(Ui^  ;  laudis  (pu*  les  dix  racines,  donl  la  ]>roposée  devrail 
<lé'|)endr<'  eu    ouli'c,   sont   inlinies. 

Maïuillon  (ail,  de  plus,  la  remar^pu^  (pie  le  proeé-dé  ci-des>UN  con- 
duit à  la  snhilion  (\r>  deux  é(pialions  simullaiiées 


7  ^    /•  — r/, 


el,  (Tapies  hii,  ce  proc(''d(''  a  une  liais(^n  inlime  avec  certaines  (rac- 
lions continues  donl  les  élément>  sont  des  (pialcrnions.  (ï  o//*  Ic^ 
(pu'stious  di\('rses  à  la  (in  de  C(?  \  olume). 

I<St).    L*é(pialion 

(pi(û(pie  du  second  dei;ré  en  apj)ai('nce,  est  ramenée  à  une  ériiia- 
(ion  i\\\  [jremier  dciiiM',  en  la  multipliant  ])ar  y'  el  en  niulliplinm 
y'   par  tous  les  termes  ri-sultanls.  hllle  devient  ainsi 

I  —  y    ^  <i    i-  Ikj    *  ; 

et,  par  celte  disposition,  elle  est  de  la  même  forme  que  ré(|uali<>n 
Iraitée  au  n"  1X1. 

187.  L'érpialion 

dans  laquelle  a  et  b  sont  des  (inaternions  donnés,  est  réductible  à 

(jidtjb)  —  (cffjb)f/. 
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Le  û?  54  montre  que  q  et  aqb  doivent  être  situés  dans  un  même 
plan. 

Un  peu  de  réflexion  fera  voir  que  la  solution  dépend  d'une  con- 
struction sur  la  sphère  unité,  dans  laquelle  deux  grands  cercles 
détermineront  sur  deux  autres  grands  cercles  respectivement  deux 
segments  de  longueur  donnée;  les  arcs  interceptés  appartenant 
aux  deux  premiers  grands  cercles  se  croiseront  mutuellement,  l'un 
des  arcs  sera  bissecté  au  point  d*intersection,  et  l'autre  sera  par- 
tagé en  deux  parties  dont  les  longueurs  seront  dans  le  rapport 
mil. 


QUESTIONS  PROPOSÉES  RELATIVES  AU  CHAPITRE  V. 
1.    Résoudre  les  équations  suivantes  : 

(ô)  appp=:papp, 

<c).  ap^-pp  — Y» 

(r/)  S.aPp4-  pSap— aVPp=zY, 

ie)  •  p-+-apP=:a?, 

Examiner  si  Tune  ou  l'autre  de  ces  équations  restreint  la  géné- 
ralité soit  de  a  soit  de  ^. 

â.   Étant  posé 

p  =  ix  -^JY  -h  kz, 
çp=:aiSip  4-  6/S/p-HcArSArp; 

il  s'agît  d'exprimer  en  fonction  de  x^y^  z  (indépendamment  de  «, 
y%  A')  les  équations  suivantes  : 

{a)  Tçp^ri, 

{b)  Sp^«p=:  — I, 

(c)  Sp(ç«-p«)-'p=-i, 

(d)  Tp  =  T.<pUp. 


2o4  Cil  A  PI  T  ai:  V. 

?).  Soit  A,  a,  V  iiii  sYstùiue  Je  Nccleurs  non  conlanaircs,  <.-l  soîi 

r/  — :  \  'J.v  .  ':./  -h  \  vÀ  .  '^'x  -1  -  \  /  fx .  c V  ; 

montrer  que  y  est  néeessaln'ment  (liMsilile  j>ar  Sajav. 
Montrer  que  le  quotient  est 

ni.>  —  y.t, 
\  zz  étant  la  partie  non  eoniuiiuc'e  (]'«llr-nièni(*  de  '^o. 

{ 1 1  \ Al  1  LTO.> ,  hir/n en  fs.  [> .   4  î  ^  •  ■• 


A.  l{ésou<lre  les  é(|Mations  sirnultanres 


ic) 


Sa-. 


() 


o{       S  .  a  >  'j.  s  -    (  > , 


S  as  --:-  <>      cl      s  :  'S s      -  (), 
S  xs    —  o      et      Sa*  >/.s  .-=- G. 


O.     ^Olt 


'^s  -   1  ;  s  -/:   -  \  /•  >, 


/•  élanl  un  quaternion  (li)nné:  montrer  (jU(; 


/n  —  1  S  a,  a ,  7.,  S  ^'^j 'i ,  '"i ,  -î  -  X  S  (  /•  \  7,  a^,  \'  ^1,  'ij  ) 
-rS/XSa^/-         r.Sa/S:i/)     r-S/T-/-. 


i      / 


l't  (|ue 


m  '; 


7  —  XVa,a,  S;i.;^i7    ;    :;:  \  .7  V(\  37./-)    -  \7/'Sr  —  \'/-S7 


/  . 


(  Lectures,  p.  jhi .  > 


().  Si  Ton  aclo|>(e  les  notations  al)réi;;''es 


\l>fj\      pour 
{pr/rs) 


désij:ru'r    //y        y/y. 


[/>/•]  S^  r  [f/p]Sr 


il  ^^^l;il  de  inonlrer  (|ue  les  <1>'U\  relalions  suivantes  ont  lion  entre 
ein(j  (|uateriiions  quelconques, 

o    -  p  (  f/rst  )  -  :   (/{ rslp  )  4-  /'  (  slprj  )  —  s{  tprjr  )   1-  /  {p'jrs  ■ , 
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et 

qiprst)  =  [rst]  Spq  —  [^stpl  Srq  H-  [tpr]  Ssg  —  [prs]  Stq, 

{^Eléments y  p.  492.) 

7.  Montrer  que,  si  cp,  ^  désignent  deux  fonctions  vectorielles 
linéaires,  et  que  a,  p,  y  soient  un  système  de  trois  vecteurs-unités 
trirectangulaires,  le  vecteur 

sera  un  invariant.  [Cela  résultera  de  Tartifice  de  mettre  0  sous  la 
forme 

Ce  résultat  est  indépendant  des  directions  de  a,   ^,  y.  Mais  un 
exercice  instructif  sera  acquis,  lorsqu'on  se  dispense  de  Tusage 
de  V.] 
Si  Ton  a 

cpp  =  St,  s  îp,      4^p  =  Sr^i  S  îi  p, 

il  s*agit  de  montrer  que  Tinvariant  précédent  peut  se  mettre  sous 
la  forme 

—  2Vt,  «J'î,     ou     bien     SVtj,oÇi. 

Montrer  également  que  Ton  a 

Le  scalar  du  quaternion,  dont  0  est  le  vecteur,  est  également  un  in- 
variant et  peut  s^exprimcr  par 

-ssST.T,jS;ç,=z-2:Sr,.K  =  -2:ST,,oîi. 

8.  Montrer  que,  lorsque 

©p  =:  a  Sap  -T-  ?  S[ip  -i-  Y  S-p, 
a,  ^,  Y  étant  trois  vecteurs  quelconques,  on  aura 

+  ?-»pS»a3Y  — «iSaip-h  ?iS?ip-hY,SY,p, 

•  .  - 

ou 

a,r-rV?Y»       .... 


2oG  CIIAlMTftK    V. 

\).  Alonlrer  qu'une  lonclioii  vccloriclle  liiirairr,  conjugni'c 
d'elIe-nR'iiK',  quelconque,  peut  s Cxprinier  à  Taide  de  deux  lonc- 
lions  données  du  même  genre,  l'expression  dépendant  du  second 
ordre  |)ar  rapj)ort  aux  lomlions  données. 

Monlrer  égalenienl  (pie  j'oîi  a 

(f,  h.  (\  j\  )',  z  élanl    d(\s  sealars,  nr  et  (o  étant  les  svmboles  de^ 
Ibnclions  données.  }  Le  terme  en  /y  ne;  serail-il  pas  mieux 

Il  s'agit  d  examiiK'r  (jnelles  s(uU  les  conditions  auxquelles  ttj  et  (o 
doivent  satisfaire,  et  dr  déterminer  (|uel  sera  le  résultai  si  l'une 
de  ces  fonctions  ou  toutes  les  dt.'ux  ne  sont  |)as  leur  propre  con- 
juguée. 

10.   Ilésoudre  les  é([ualions 

((f)  V*  ^-  •>7'  -^  ïo/, 

(//)  •         (/-  ^'>//  -hi\ 

(  r  )  (jatj  —  h>/    ^  Cy 

\  I .  Montrer  (jue 

':,  \  V  ':^z  ^-  ///  W  '^    '  0    "   O. 
^  /fi  étant  le  premier  coelïieient  <!(•  la  cuhicpie  en  's>  J. 

12.  Si  '^  rsl  conjugui'e  d'elKî-méme,  et  (pie  a,  [i,  *'  soit  un  sys- 
tème Irirectangulaire,  monlrrr  ([ue  l'on  a 

S  .  \  a  ':.a  \  1>  w  'j  \  7  ':,•'  t  .  (.). 

]',].  INIoiitrer  (juc  c^'i  et  'i^  sont  des  (onctions  donnant  lieu  à  des 
valeurs  identi(pies  pour  les  in\arianls /;/,  /;/,,  nio, 

1  l.  Si  '^'  est  la  conjuguée  de  .p,  la  fonction  '^^  est  conjuguée 
d'elle-même. 
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15.  Montrer  que,  si  a,  ^,  y  forment  un  système  d^unltés-vecteurs 
trirectangulaires,  on  aura 

yiaO  -h  V*  pO  -h  V» 76  =  26». 

16.  La  relation 

peut  être  établie. 

17.  Résoudre  les  équations 

{a)  <p*  =  w, 

Tane,  ou  les  deux  des  fonctions  inconnues  étant  définies  à  Paide 
des  fonctions  données  gJ)  6. 

(Tait,  Proceedings,  R.  S,  E.,  1870-71.) 

18.  Soient  ç  une  fonction  vectorielle  linéaire  conjuguée  d'elle- 
roéme,  i  et  7;  deux  vecteurs;  montrer  que  les  deux  relations  sui- 
vantes sont  chacune  la  conséquence  de  Tautre  : 


Chacune  des  deux  relations  donne  séparément 

1  i 

Celte  relation,  jointe  à  Tune  des  précédentes,  donne  un  théorème 
algébrique  curieux.  A  quelle  propriété  de  la  surface 

Sp  çp  ç'p  =  I 
correspond  ce  théorème? 


'^^^^  cil  A  i»i  rni:  vi. 
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1S8.  Apivs  avoir,  (InriN  les  cinc(  CJiapilres  pn'ct'elcnis,  tnn'lr  dr 
là  \Uroiir  cl  des  |)iY)prirlcs  (l<;.s  (luaPTuioiis,  nous  cohsaoïvn.n^  l. 
rf'sle  (Je  CCI  ()u\r;.:;('  aux  applicalions  praliqncs,  cl  nous  tniniucn- 
rcrons  nahncllcnicnl  avec  ia  li-nc  cl  la  suiface  les  plcis  sinipK<. 
e'csl-à-dirc  avec  la  droiie  cl  le  plan.  Dans  les  Cliapilrcs  suisant^, 
rcuïuncdans  cclni-ci,  un  ccriain  nonjhrc  des  (picslions  d/'jà  Iraih-.s 
senuU  développées  dans  l(»us  leurs  délails,  cl  ucnis  indi(p.cions 
les  pa>saocs  c(urcsp(»n(lanls  des  cin(j  prenders  Chapitres,  clia:|.h^ 
Inis  (pic  nous  Icrous  usa-e  d'une  Iranslorn.alion  déjà  ensçi-iirc: 
mais,  ;i  mesure  (pie  nous  avancen.ns,  ces  réiércnccs  cl  ces  .lé\e- 
lupi>euu-nl>  .eronl  -ra.luclleinenl  lais>és  de  colé,  r[  ^  dans  le^ 
questions  Irailées  Ncrs  la  lin,  les  ahréviations  (prautorise  la  ii.e- 
tliode  des  <|uaïernions  seront  lar-emenl  eniplo\écs. 

\H\l    A\anl  (rciilainr.rle  sujel  inéine  de  ce  Cliapilrc.  inuis  rei..,). 
unv  (lii;ressiou,  afin  dc>  donner  (piehpies  exemples  d'applicalieii^  :. 

des  quesiion^  de  (  ;éo,nélrie  élén.entaire.  Le  noFuluc  dece>  cxeniplo 
peiil  lacileiLcnl  /ire  au-inenh'^  par  le  leclcur. 

(// )   l*rol•osnl(^^  I,  5  n'iù^LiDr.  : 


ri.é.uvine  :    I.rs  a,i::h>s  à  la  hffsrd'un  trlan ::lr  isosrlle  sn,^ ( 


("^nu.r  entre  ^v/. /•....[ 


Soient  a  et  ;j  h-s   vecleurs  .\.^^  cotés  é-aux  du  triangle  i>o^célr.. 
Alors  'i  —  a  sera  la   hase,  et  Ton  a  par  hxpothésc 


J)ar  ln| 
TV:  Ta. 

L 


a  j)roposition  sera  évidemment  prouvée,  si  nous  montrons  f]u. 


•  • 
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Celte  équation  a  pour  conséquences 


0(1 


(?-a)«  =  P(.-?), 


et  par  suite 

Donc,  etc. 
(b)  EicLiDE  I,  3a  : 


Ta*  =  Tp». 


{Théorème  :  Si  l^  on  prolonge  l'un  des  côtés  cVun  triangle  y 
l  (in sle  extérieur  sera  ésal  à  la  somme  des  deux  angles  inté- 


if*fu-s  opposés;  et  la  somme  des  trois  angles  du  triangle  est 
is'dle  à  deux  angles  droits. 


Soit  ABC  le  triangle,  et  soit 


\C 


'H'iant  le  vecteur-unité  perpendiculaire  au  plan  du  triangle.  Lorsque 
'=  I,  Tangle  CAB  sera  droit  (n"  74).  De  là 


Soit  (le  même 
NOus  aurons 


Aznliî/    (n»74). 


UÂC^v'lJÂB, 
UCB=:7'»UCA, 
UBÂ  =  Y"»UBC. 

Tut.  —  Quaternions,  I.  i  I 


•/ 1  «  > 
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\)r  h. 


!  l    li  \ 


—    ,.f/i 


ri  il  nous  \  iciulia 

iNiMis  en  lirons 
ce  (|ui  (lonuc 


l   IV\  ^.  "'.-'.-'M   \n 


l     -    ///       ;      // 


A     r^lJ-C 


('.«'  ihckIc  (1(*  (Jcinonslralioii   csl    au   (oiid   iM'Iui  de   ï.ri;vniliv;  nii 
aiM'jiil  j)n  on  al)i'éi;vr  les  nolalions  el   a|>j>li(|uer  la  Jormulc  ^cnû.il' 


7. 


j 


-    I  , 


(iiii  rriifernir  la  [noposilion  comme  cas  f>arlieuiier. 
{<•)  \ A cLiDi:,  J.  3.)  : 

^  /.('S  iHU(i//rloi^i(tiHiH('s  coiisti  uils  sut'  la  mrmc  buse,  tjui  ""' 
inriNc  Imulrnr,  sniU  ('(fuisaU-iits.  [ 

Soient  J  le  veeleui-  reprc'serUanl  la  l)a>e  eoinmnne,  a  l<^  \e('l«'iif 
représrnUinl  le  eolé  adjifeenl  à  la  l)ase  dans  l'un  de>  |)aiall«l<'- 
^ramnies.  Pour  un  aulre  |)arallélo^ramme  de  mèine  liauleni-,  leeoU 
adjaeenl  à  la  hase  sera  (  n"  ^8 j  a-r-./  ,'i.  cl  la  proposition  eon?i-l'' 
dan>réi;alilé  (  ii'^^  DO,  98) 

(jui  e>l  évidemmenl  salislaile. 

{(i)  TnniV('i\  (Idtis  ht  hasr  (F un  tri(iniih\  Ir  piànt  à  imitn 
(luf/iK'l  les  (h(fit<'s,  incfirrs  jKiidlIvlciHciit  nu.r  riUrs  et  lunit'^^ 
imr  CCS  côlcs,  sa/t/  c^dh^s. 

Soient  a,  [j  les  cotés  j  le  sommet  étant  rorii^ine  de  ces  vecloms' 
du  triangle,  im  point  ipiclccmque  de  la  hase  aura  pour  \  ci  loin 
(n*:«)  ^ 
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Pour  le  point  cherché  on  a 

(i  — ;r)Ta=i:xTp, 
ce  qui  détermine  x. 
Par  suite,  le  point  cherché  est  sur  la  droite 

laquelle  est  la  bissectrice  de  l'angle  au  sommet  du  triangle. 

Cette  solution  n*est  pas  la  seule,  car  la  condition  qui  détermine 
le  point  est  plus  exactement  exprimée  par  la  condition  plus  géné- 
rale 

au  lieu  de  la  condition  ci-dessus,  qui  admet  tacitement  que  i  —  x 
et  j  sont  positifs.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  développer 
le  problème  plus  général. 

(e)  Aux  points  milieux  des  trois  côtés  d'un  triangle  onélèi'e 
des  perpendiculaires  en  dehors  du  triangle,  et  on  leur  donne 
des  longueurs  proportionnelles  aux  côtés  sur  lesquels  elles  s'a/}- 
pnient  ;  enfin  on  forme  ensuite  un  nom^eau  triangle  en  joignant 
lei  extrémités  de  ces  perpendiculaires  ;  cela  posé,  il  s'agit  de 
(dire  voir  que  le  point  moyen  de  ce  nom^eau  triangle  coïncide 
fnec  le  point  moyen  du  premier. 

On  demande  aussi  de  déterminer  la  valeur  du  rapport  des 
l(>ngueurs  des  perpendiculaires  relatii'ement  aux  côtés  corres- 
iHmdants  du  triangle  donné,  pour  que  le  triangle  ainsi  obtenu 
^*û  éf/uiiatéral. 

Soient  a  a,  a  ^  et  aa  -+-  2  ^  les  vecteurs  qui  représentent  les  co- 


tés du  triangle  J  Si  le  triangle  est  ABC,  on  supposera 

ABr=2a,     BC-2?, 
(i'où 

ÂC=XB-^BC  =  2aH-2p(. 


y  I }. 


m  MMTiu:  VI. 


Soirnl  /  l'imih''-vf'(  leur  perpendiculaire  ;ni  plan  du  lri;in;^l<', 
<'  le  rapprul  en  (picsli(Mi.  Le^  \eeleurs  des  soniniels  dii  noii\i' 
h'ian^Ie  (a\anl  pour  leur  ori';ine  eonuiiune   le   sommet  0|>]) 


.111 


vC){r  ')  |ii  )  seront 


/i 


y  ■> 


-  a  4    ('11, 


>.i    i-   'i 


ri-.. 


-^  a-f-   i 


en  -L  -r-  i  I. 


(  )n  en  lire 


..  '  /i 


-   \  —    I  I  ' 


S:,)r=    -;(   ,a4-  Vi) 


,  I  ■'.  a  -f-  (  >  a    f 


^^)l   —  !    w  -  Air  :-  \(:  :. 


ee  (pn   prou\e  la  premirie  |)arhe  de  la  pro|)0>ilion. 

Vm  second    lieu,   nous  devrons  avoir,  dans  le  cas   d'un   Iimiii:!' 
(-(piilah'ral. 


T(y.. 


?1> 


1 


<  r^H 


..  )  I- 


r 


r\ 


/.:  ' 


Si   \\m\  V   substitue  les  valeurs  de  o,,  Oo,  o,  el  ipie  Ton  dcM  l«Mip<  . 
on  aui'a,  après  réducluin. 


,)  /•-  ^^  I . 


fi 


Il  résulte  d<'  là  (pu'.  si  sur  char-un  des  colés  d'un  hian;:le  <jii<  1 
con(jue  on  construit  un  hianiih'  éfpiilalcral  el  <pie  I  on  lornu'  ii 
nouveau  li'iani;le  en  j<Hj;nanl  les  eenlres  ^<*>  Irois  lrian<4les  «'«jn'I. 
h'ranx,  !<'   nouveau   Irianj^le  sera  Iul-ni('rne  «'(piilaléial. 


ÏIM).  Les  applications  des  (pialernicns  à  <les  questions  <lii  ;:eni>' 
<le  celles  «pie  nous  venons  de  iM'*>oudre  sont  [)ar(ait(Mnenl  adnn^- 
^il)les  ;  mais  elle  ne  sont  |>as  toujours  d'un  i;ran<l  a\antaj;e  ^oii<  !<' 
ra|>|)oil  de  la  nou\eaulé  <le  la  démonstration.  Vm  clTet.  «pian»!  !•  - 
(pialernions  sont  aj)plHpiés  à  <lrs  cpieslions  de  ('léoiiM'trie  |»l.iuc.  lU 
se  réduisent  souvent  à  de  sim[)les  scalars  et  deviennent  l  n°  'X\  «^^ 
<'ooi'd<jnnées  reclili^iies  comme  celles  de  Desi'arles;  alors  <»n  ne 
^ai;n<'rien  par  rempliu  de  «piaternions  (  (pmitpTon  \\\  perde  iM-n. 
A\ant  de  (piitter  les  rpiestions  de  (léométrie  plane,  faisons  cn<  »"c 
une  application  relati\e  à  certaines  propriétés  de  rellipse. 

101 ,  Nous  avons  déjà  vu  (  n'*  »^1 ,  /  )  (|ue  I  équation 


s  -z^  a  eosO  -i-  S  siiiO 
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représente  une  ellipse,  0  étant  un  scalar  qui  peut  prendre  telle  va- 
leur que  Ton  voudra.  La  direction  de  la  tangente  à  Textrémité  de  p 
>ei*â  donnée  par  celle  du  vecteur 

w  =z  j^  = —  a  sin6  H-  3  cos6. 

On  voit  que  ce  vecteur  est  ce  que  devient  p,  lorsqu'on  remplace  6 
par  h  -h  ji:.  Il  s'ensuit  que  deux  valeurs  de  p,  pour  lesquelles  les 
Naleurs  correspondantes  de  6  diffèrent  de  jTc,  sont  des  demi-dia- 
mèires  conjugués.  L'aire  du  parallélogramme  circonscrit  à  Tellipse, 
et  dont  les  côtés  sont  tangents  aux  extrémités  des  deux  valeurs 
(le  p  en  question ,  sera  (par  le  n**  96) 

4TVp^=/|TV(«cosO-h?sine)(— asinO-hpcosO)=:4TVa?, 

résultat  qui  est  constant,  comme  cela  doit  être. 

192.  Pour  que  les  diamètres  conjugués  soient  égaux,  nous  devons 

a\oir 

T(  a  cose  -H  ^  sine)  =  T(—  X  sind  -h  p  cosO)  ; 

ce  qui  donne 

(ï«—  P«)(cos»e  —  sin»0)  -+-  4  Sap.sinO  cosO  —  o, 

<l*ûu  Ton  tire 

langue  rn — -L.. 

2  Saji 

L^  carré  de  la  longueur  commune  de  ces  diamètres  est 

, 

puisque  la  somme  des  carrés  de  deux  diamètres  conjugués  est  con- 
sume, d'après  le  n^lOI. 

193.  Le  maximum  et  le  minimum  de  p  se  trouvent  de  la  ma- 
nière  suivante.  Nous  posons  '-^=  o  (  «on  -^  =  o;  cette  dernière 


7.1, 
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i'qualion  serait  inipns^ihle,  comnio  II  rsl  facile  de  le  voir);  or 

1     ^ 

I 

Mil  é<;alanl  celle  expression  à  zéro,  nous  obtenons 

lan-^O  ^- Ç-; 

a-—  jj- 

|>ar  suite  le  diainrln'  niaxiniuin  el  le  diamètre  niinimimi  sont  inc  li- 
nés  chacun  d'un  inèiutî  aiif^lc  sur  les  deux  diamètres  «•:;aux,  com- 
ju<;urs  entre  eux.  Cela  |)rouve  aus>i  qu'ils  lormenl  entre  eux  nu 
an^le  di-oil  I  l'un  ri  raulre  élant  dirijrés  sui\anl  les  hisscclrices  <!•' 
drux  anf;les  adjacents  [. 

lyi.    Supposons,  pour  un  monienl,que  a  et  [i  soient  respeclivo- 
inenl  ces  deux  denii-diamèires  maximum  cl  minimum. 
Les  «'(pialions  de  <I<mix  lan^enles  (piclconques  sont 

p    L   ac<»>0   -h  [j^inO   -i   ./•  ( — asinO   -r-  3cos0), 
a  r(»>0, -t- 'i  sinO,  +  ./•,  (     -  a  >inO, -f-  3  (NisO,"). 

Si  ces  lani;ent<'s  sont  à  an;.;le  droit  l'une  sur  l'autre,  nous  auroii'i  li 
condilion 


S  (—  'I  >iii  0  —  3  cosO)  (—  a  sin  0,  ^  3  eosO,  )  —  o, 


< 'est-à-dire 


a-  >.i  n  0  sin  0,  H-  3-  cosO  cosO,  ~-  o 


j  parce  (pie  y.  r{  'ri,  sonl  perpendiculaires  entre  cu\et  que,  ])ar  suil<\ 
h  a  i  rT=  <  )  ^ . 

Pour  le  |)oinl  d'îniersccticm  (\t'>  deux  tanf;enles,  les  valeurs  de  : 

sonl  égales,  «l,  en  égalant  séparément  I<'S  coeflicients  de  a  et  de  J. 

on  a 

rnsO  —  ./•  sin  0  -^  c^tsf)^  — -  ./•,  sin  0,, 

sin  0  -r-  r  cnsO  —  sin  0,  -h  .riCOsOj. 
Si  Ton  détermine  ./•,  à  Taidi»  de  ces  équations,  et  que  l'on  lienn» 
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compie  de  la  relation  ci-dessus  entre  0  el  0^,  on  obtient  facilement 
Téqualion 

ijni  est  celle  d'un  cercle. 
]  On  trouve 

rt»  qui  donne 

p  =  —. — T ^--[a(sin6  — sin6,)-^  P(co5.6,  — cosO)]. 

sin(  V  —  "i  ) 

Élevant  au  carré,  et  ayant  égard  à  Sa^  =  o  et  à  la  relation  entre  0  et  0|, 
•m  obtient 

î__    ,  sin*6-4- sin*6|       ^^  cos*Q  -t-  cos*6i 

?  -*   siii«(e  — e,)  '^^    sinH6-ei) 

Si  Ion  réduit  les  coefficients  à  Taide  des  identités 

sin«(e  — 61)  =  sin»^  -h  sin*6,  —  asinB  s1n6i  cos(0  —  (i,), 
=  cos*6  -f-  cos*6i  —  2  ros6cos6icos(0  —  6|), 

«'t  que  Ton  fasse  encore  usage  de  la  relation  entre  0  et  Oj,  on  arrivera  â  la 
^a^pu^Tp*  du  texte,  j 

Comme  les  équations  ci-dessus  donnent  r  =  —  .r,,  les  tangentes 
seront  des  multiples,  par  un  même  facteur,  des  diamètres  qui  leur 
sont  parallèles;  par  suite,  la  droite  menée  par  les  points  de  contact 
sera  parallèle  àia  droite  qui  joint  les  extrémités  de  ces  diamètres. 

l9o.  Enfin,  lorsque  les  tangentes 

p=raeo5%  -H?sîi^6  -f- .r  ( — «sin©  -j-^eosli), 
p=:  «ros6,  ^  ^sinB,  -h  x^X —  asinBi-f-?cos6,) 

^  rencontrent  «n  un  point  donsué 

{ 011  a  et  ^  sont  quelconques  quant  à  leurs  directions,  mais  non 
perpendiculaires  entre  eux,  comme  au  n"  194  j,  nous  aurons 

a  =  cosQ  —  J?  sin6  =-.  cosOj —  .r,  sinti,, 
b  -=1  sin6  -f-  .r  cosO  =  sindj  -h  JO^  cosO,. 
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Oii  en  lire  les  deux  relalloiis 

./  -  j^    (t-  —  /y-  —  I  —.  ,/•-, 
a  co^O  -^  />»  sinO  ~  I  ~  d  rosO^  -f-  /y  siii  0,. 

([iil  ([('lerininenl  les  valeurs  des  ./•  el  des  0,  el  |)ar  siiile  ou  en  ilt' 
diiira  les  direehons  el  les  lonj;ueurs  des  deux,  laiigenles. 
LV'(|uali(m  de  la  corde  de  eoulacl  est 


r ( a  co*^0 


-  ",  m'iiO) 


(  I  — .>  )(2t  cosO,  -f-  [:i  >iiiOi  ) 


Si  elle  passe  par  le  point  doiil  le  vecleur  e>l 


nous  aurou> 


p  —     )■  co>0    r  (I  —  .1  )  CosO,. 
Y  ~   )  sinO    ;-  (I  —  y)  ^inOj. 

VA'rs   \aleiu's,   en    \erlu    des   équalions   cpd   détcriuineiil    0  el  'Ji- 

donnent 

dp    ;////—>•(  I —  y)-\. 

Ainsi,  élaiU  donnés  >oil  a  cl  /;,  soityy  el  y.  les  ineonnues  >c- 
ronl  liées  j)ar  uncî  rclalion  linéaire.  Celle  pro|)osilion,  joinU*  aux 
iM'sultals  (  u"  30  »,  donne  loules  les  |)ropriétés  connues  des  pôles  «i 
des  polanes. 

IIK).  Dans  les  u"  i28  à  30,  nous  avons  déjà  indiqué  (|uel(pic>- 
nnes  «les  lornies  de  ré(|ualioii  d'une  droite  et  de  celle  d'un  |)laii. 
mais  ces  é([ualions  ne  devaient  alors  ser\ir  (pic  dans  leur  applu  a- 
lion  au\  coordoiniées  aidiarîuoni([ues  et  au\  transNcrsales,  et  non 
dan>  des  leclierclies  (Tun  ordre  plus  éle\é.  Nous  sommes  maml<'- 
nanl  en  mesure  de  pouvoir  déleiiuiner  les  loni^ueurs  et  les  incli- 
riaison>  des  lij^ni's  driules.  A  I  anle  de  ces  niovens  plus  parlarl> 
d'in\esli^alion,  nous  étudierons  de  nouveau  les  équalions  de  la 
dnule  el  du  plan  sous  les  loiines  citées  et  sous  d'autres  Ibrmo. 

107.  J^'écpialion  de  la  droiti*  indélinie  menée  par  Torii^ine  O. 
donl  le  vecleur  a--  0\  déleiinine   la  direction,  est  évidcnimenl 


./•a, 
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OU  bien 

Pli», 

ou  encore 

Vap  =  0, 
ou  bien  enfin 

Up  =  Ua. 

1^  propriété  essentielle  de  ces  équations  consiste  en  ce  qu*elles  sont 
linéaires  et  qu'elles  font  dépendre  p  d^itn  seul  scalar  indéter- 
miné ou  variable. 

Nous  mettrons  cette  propriété  sous  un  jour  peut-être  plus  clair, 
si  nous  considérons,  outre  le  vecteur  constant  a,  deux  vecteurs  ^, 
Y  é«:aleinent  constants  et  formant  avec  a  un  système  non  copia- 
naire.  Opérant  par  S . Va^  et  par  S . Vav  sur  Tune  quelconque  des 
équations  précédentes,  nous  obtenons 

(i)  Sa}lp  =  o,     et     Savpizro. 

Chacune  de  ces  équations,  considérée  séparément,  constitue  Té- 
quation  d'un  plan  ;  considérées  simultanément,  elles  forment  les 
«équations  de  la  ligne  d'intersection  des  deux  plans. 

198.  Réciproquement,  pour  résoudre  les  équations  (i),  c'est-à- 
dire  pour  trouver,  p  en  fonction  de  quantités  données,  nous  écri- 
rons le  système  (i)  sous  la  forme  suivante 

SpVap=z=o, 
Sp  Va^  =  o, 

lequi  montre  que  p  est  perpendiculaire  à  Va^  et  à  Vay;  par  suite 
}  est  parallèle  au  vecteur  de  leur  produit,  d'où 

p||VVa?VaY, 

p|t-aS«?Y, 
tVst-à-dire 

p  1=  XOL. 

i99.  En  remplaçant  p  par  p  —  ^,  nous  transportons  l'origine  de 

0  en  B,  lorsque  ÔB  =  —  p,  et  que  SO  =  p.  Il  s'ensuit  que  Té- 
quation  d'une  droite  parallèle  à  a,  et  passant  par  l'extrémité  d'un 


->î8 


CHAPITRE    VI 


M'clfMir  3,  (loni   l'ori^lnf  csl  lî,   sera 


(Tim'i 


0 

J 


roL. 


L'nri;;iiH»  <1<^  p  «'Innt  primiliveiiM'iil  c\\  (K  sur  la  i!r«>ir<^  00,  on  a 


=  ./a  =  ()///. 


I''n-  i*|. 


<  hi  <l<''crir  \o  clicMiin  H///  «mi  ]>ns>;ml  ]>ar  l>;  alors 


()///  :-  oll  -     H/y/; 


<MJrst  lin  \«'<M»Mii'  «loiuït'"  (jin*  Vaw  jxmH   «l»'>i;^nor  ]>ar  — 


(Hî 


«Inmi.'     \>0  --   '-  3. 


i'\ ,  >i  l'on  «i«'-Ni;;nc  l»/y/  pars',  il  \i«'nr 


'j 


«•«'  (jui  <lonn<' 


-  ./a. 


r<trii;in('  <]<^  s' t'I   <l«'  -  -  3  <'lanj  «mi   I». 

Pnis  on  <M«*  l'arccnl .  m  i;anlanl   i'oii^ino  !>,  cl    Ton  a 


0 


./a. 


Il  esl  é\  nient  que  (l(Hi\  lignes  pjir.illrles  peuveiU   <Hre  re|>r<>»Mi 
lées  par 


•  Il  I)i 


<Mi  Dien   nar 


.-1-t-  fl^> 


\  a(;>  —  [i,  )  --:  o. 
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âOO.  L^équatîon  d^une  droite  menée  par  rextrémité  de  ^  et 
coupant  a  à  angle  droit  s'obtient  de  la  manière  suivante,  Torigine 
(le  X  et  ^  étant  en  un  même  point.  Supposons  que  la  perpendicu- 
laire ait  pour  direction  celle  d'un  vecteur  y;  alors  son  équation 
sera 

[Torigine  de  v  étant  placée  à  l'extrémité  de  p  j.  Il  s'agit  de  trou- 
ver v. 

En  premier  lieu  y  doit  être  perpendiculaire  à  a,  ce  qui  donne 

S  «Y  :=0. 

£n  second  lieu,  a,  ^  et  y  sont  dans  un  même  plan,  ce  qui  donne 
«•nsuite 

S.apY  ^=  o. 

Par  ces  deux  équations  on  a 

Y||V.«V«p, 
doù 


[le  scalar  de  aVa^  est  nul  :  donc  aVa^  =  V(aVaP)  j. 

On  aurait  pu  arriver  à  ce  résultat  de  plusieurs  autres  manières. 
Par  exemple,  nous  avons 

p  =  a-».  «?  =:  a-'  S  a?  -h  a"»  Vap. 

Par  celte  égalité  nous  voyons  que  le  vecteur  a~*  Va^  est  copla- 
naire  avec  a  cl  P,  et,  comme  la  direction  en  est  évidemment  per- 
pendiculaire à  a,  puisque'  Sa(a-'  VaP)=:  S  Va^  =  o,  ce  vecteur 
aura  la  direction  du  vecteur  cherché,  et  nous  aurons  l'équation 

<^ltc  éq[Qatton  se  confondra  avec  l'équation  déjà  trouvée,  si  nous 
supposons  jj'a~*==  j:aj,  c'est-à-dire 

y 

1  a* 

âOl.  A  l'aide  du  résultat  obtenu  au  numéro  précédent,  il  sera 


iX» 


ImciIc  Ji'liihlir  <|ii(' 


CIIAPITHE    VI 


a    '  \  '/i 


rxpriinr    j  hnil    en   Joiimiour   (ju Cii   cliicM'hon  }  !<•  Nccleui    iiicim'  «!• 
I  cvlK'inilr  de  [j,  ])('r[)cn(li(iil;ilrcinrnl  à  la  ilrnile 


./'  a 


^  r!    Icniiin!'  à   sa   rciHoiUio  avec  cel  le  fli'oiU'.  r<ui«^i]ic  tic  [i  ri  trllr 
<li'  'j  riant  la  nièiiir  ', 

r<mi  \trili«r  (jiir  — a"'  ^^.>  «'xpriiin',  «mi  lonmn'iir  <'l  ni  <lirerti«»n.  |.! 
|Ki  |>rn<li(uliui»'  ;il»iii'-^<('  tl«'  1  <'\l  i  iinil  ('•  «Ir  ^'i  sur  l;i  tlntih'  .1  t  iiioiht  jmi 
InilijiiH'  «II-  ^i,  («diiiiai  nii>  h'iim'  i\  Iciiii''  les  deux  (ijiiiinoiis 

k  I  > 


«'1     lli»ll«^    NON  iin>*    (|Uc 


/ 


>n      —  0 


■>  , 


'".  -^  ()///, 


r  a 

'  '  la' 


Ki^.  Tu». 


2    •  >a:i, 


Il    \y'^\v    «Ifilir 


///// 


—  a-'  \  a'^, 


N<ni>  pôUNoiiv  iHi>>i  c  licrclici  lu  Nalcur  de  i'  (■iirro>[M.niiliml  ù  I  inloi  ^Cv^li"!! 
<l«*s  (l(Mi\  «Irniit's  (  |)ri  pcndiiulaiio  outre  l'Ilo  ) 


j  'i. 


ra    •  \  -a'I 


Snii'-l  I  iiN  oiis  niombii!  à  iiicmln»'  la  prcniièir  <'»|iial  i<>ii  «le  la  M'cnndr.    iI<no 
{••iJiMiii"  x~i  \  ^l'i  et  i<'iiuissni|s  ii'>  trrnns  en   a  ri  «'ii  [i.  ihmi>  auroii> 


o 


1 1   N  Ii'imIi  a  (loiu 


il     Mil 


t 
Il  l 
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À'».  I 


p  et  ^  ayant,  par  hypothèse,  la  même  origine  O,  et  p  étant  le  vecteur  du 
l>ic(l  fie  la  pcrpemliculatre. 

Changeons  l*origine  ;  alors 

sera  le  vecteur  mené  de  Textrëmité  de  p,  perpendiciil  aï  rement  à  la 
droite 

p  ■=  Y  -I-  JTOL 

\  et  terminé  è  cette  droite,  p  et  y  ayant  la  môme  origine  que  ,3  j. 

L'origine  «le  p,  de  ^  et  de  y  étant  placée  en  0',  Téquation  de  la  droite 
01*  =  j*  a  sera 

p  =  O'O  -^  X%  =  '(  -\-  TOL, 


Fis.  5i. 


^7^ 


/^        P 


Mats  nous  avons,  par  ce  qui  précède, 


Avant 
d  vient 

d'où 


«•l,  par  suite. 


mp  =  —  a"*  V.(a.O/n). 


()'m  =   3,        ()'0:rzY, 


Om  =  3-Y» 


mp  =  —  «-»  Va(  ,3  —  Y  )' 


O'O  -+-  0/n  —  O'/w,     c'est-à-dire     y  -^  ^''«  =  ?; 


Îl02.   Le  \ecteur  qui  joint  B  (oii  OB  =  p)  à  un  point  qucicon 
que  de  la  droite 

p  =:  Y  "^  '^  * 
«Si 

Y  -+-  xa  —  p. 


v>'2  CIIAIMTHE    V  I. 

La  longueur  de  ce  Nccleiir  est  iniiiimji  l()rs(|iH 


vv  (|iii  iloniie 


./T(v  - 


t    TL 


Sa  (  •'   -!-   .1    Ti 


Ï) 


'U 


—  (), 


O, 


c\ 'Sl-à-ilire  lorscjuc  ce  >eetcur  est  perpejidlciilaire  à  a, 
La  cleiiiièrc  (''(jualioii  donne 


./a-   •-  .Na 


o 
■j 


d\)ù 


,ra 


-  a    '  S  a  (  -,' 


(>. 


j>ar  suile.  Je  \ecleur  perpendiculaire  en  cpirslion  esl 


j 


'  S  a  (  V  —  ::J  ) 


\'^(7 


0 


\'ai  3  —  -). 


résnllal(jui  est  le  même  <|n<!  ci-dessus. 


^{Yfi.    Jrnifsc/'  1(1  jfli(s  (•(Utric  flisUincc,  c.ijtriDircjKn'  un  rv 
trm\  en  Ire  les  dcnj'  d  mit  es  donures 


I  - 


'     ''j  -\    .IX       cl        s 


\  1 


,^l  -   ,*\ 


■'t^l 


iNuus  aurons  à  poser  la  coridilion 


t/'\{  Z  ~  y^)    -      o, 


ce  (]ui  dcMent 


ou   l)ien 


.  1        i 


S  (  *>  —   'j,  )  (  (l'j     --  d'jy  ')   --     n 

t  1    I    '    '        l  il- 


S(  s  • —  0,  I  (  7.  (Il    ■  -  a,  (ii\  )  ^-  o. 


Mais  .V  vV  ./',  s«M)L  indéj)endanls  l'un  de  l'aulre;  1  é(|ualion  >c  dé- 
compose donc  dans  les  deux  conditions 

Sa    iz  —  s,")  r-  o. 
Sa,(  s  -      s,  )  -_o, 

cl  il  en  l'c'sulle  le  lait  bien  connu  (jU(*  la  djoile,  distanc<'  niininui. 
esl  pt^rjHMidiculaiie  à  la  lois  aux  deux  li<;ries  données. 

(>elle  droite  sera  donc  parallèle  à  ^  aa,,  et  nous  aurons  en  con- 
séipience 
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Opérant  par  S.aai,  nous  obtenons 

S.«iO-^)=j(Va«.)«. 

Par  là  y  se  trouve  déterminé,  et  liai  longueur  de  la  phis  courte  dis- 
tance sera 

T(p-p.)  =  T(jV.»,)=:'^^"'v^,~^'^  =  TS.(UVa..)(?-?,). 

[Il  faut  noter  que,  dans  les  deux  dernières  expressions,  le 
signe  Ty  placé  devant  S,  y  est  inséré  afin  que  le  résultat  soit  po- 
sitif. Si  S  xoi|(^ — pi)est  négatif,  alors  (suivant  n<> 89)  SaiQtO. —  ^,) 
est  positif.  Si  nous  supprimons  le  T,  nous  sommes  dans  le  cas  de 
nous  soumettre  à  la  condition  de  ne  prendre  que  le  résultat  po- 
sitif parmi  ces  deaJL  scalars.] 

Il  s*agit,  en  outre,  de  trouver  les  vecteurs  des  extrémités  de* 
cette  plus  courte  distance.  Pour  cela,  nous  opérerons  sur  (i)par 
S.  s  et  par  S  .ai.  Cela  nous  donnera  deux  équations  qui  détermi- 
nent X  et  X|,  puisque  y  est  déjà  connu. 

Nous  traiterons  ce  problème  plus  loin  par  une  méthode  un  peu 
différente  {au  n^'âlOj. 

204.  Dans  un  tétraèdre  donné,  déterminer  un  système  d^axcs 
trirectangulaires  tel,  que  chacun  des  axes  s\tppuie  sur  deux 
arêtes  opposées,  différentes  pour  les  différents  axes. 

Soient  a,  p,  y  les  vecteurs  représentant  trois  arêtes  du  tétraèdre, 
issus  d'un  même  sommet,  lequel  est,  par  conséquent,  leur  origine 
commune.  Soit  p  le  vecteur  ayant  cette  même  origine,  et  dont  l'ex- 
trémité détermine  l'origine  du  système  de  trois  axes  ;  désignons 
ces  derniers  par  i,  /,  k  (ce  sont  des  vecteurs  inconnus).  La  condi- 
tion que  <(  dont  l'origine  est  à  l'extrémité  de  p)  rencontre  a  est 

(i)  S^«flio  =  o. 

La  condition  pour  que  i  rencontre  l'arête  opposée  à  a,  dont  l'é- 
quatioo  est 

sera 


c'cst-à-din' 


ru  \piTRi:  VI, 


^^'T^? 


t     I 


O. 


Nous   aurons,    de  plus,  deux   équiillons  analogues    à  (i)  v\  <I«mi\ 
«'(jualions  analoi^ucs  à  (  9/)  en  j  cl  (mi  /•,  qu'il  sera  facile  dV'crin?. 
Nous  poserons  ensuite 


i 

a,. 

*'  —  a 

_  0 

N  h  - 

a,. 

\  "t 

-  %. 

\  ai  a 

^v 

k  1  i 

—  0 

a 


'j  _ 


1 1 


\^'i 


lit         • 


«'I,  avec  ces  nolalions,  les  six  é(jualions  (  T),  (2  k.  .  .   de\ienn(ril 


O 


;q. 


o. 


S/. 


t  <  k 


s /a, 

s./;i. 
s/.-,-, 


i  - 


Les  deux  ('(jualions  rn  /donnent 


/  I    a  Sa>  s  —  :i  S  (  ax., 


"  ^i.'  ^ 


(  )n  a  de  lurnie 


/Il  (-1  l  \l(^  '  1>|'' 


/ 


Les  conditions  de  reclan*;ularilé,  savoir 

S  //  -  -  o,     S  /.  /  -T_  ( ),     Sy7.  -  -  o, 

donnent  ensend)le  trois   écjnalions   dn  (|uatricnie  de<;ré   en   z:  I» 
jneniière  d'entre  (dies  e^i 

^  '/'  S(  Ti-x,  --  a,  S  I  S(  n..  ^  'i.z)  —  S3>S3.,'.iSa3t,  -i-Sa,:V 

L'orii;inc   i\c  /,  /,  /.   clierelice  seia,  de  celle  manière,  à  i'inlir- 
^ection  de  trois  snrlaces  du  (|natriènie  de^ré. 


iOo.    L'é(|nalion 


Sac  — -  i: 


ii'iinj)oseà  0  d'antre  condition  (ju<'  C(dle  d'être  perjiendiciilain'  à  a. 
dette  ('(piation  <era  donc  celle  d  ////  jilnn  mené  |)ar  l'origine  per- 
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pendiculairement  à  la  direction  de  a,  puisqu'elle  est  satisfaite  par 
tout  vecteur  mené  de  Torigine  à  un  point  de  ce  plan. 

Noos  pouvons  établir  cette  équation  par  le  procédé  que  Ton  em- 
ploie en  Géométrie  analytique  pour  la  formation  deTéquation  d'un 
plan.  Pour  cela,  nous  remarquerons  que,  suivant  le  n^*  29,  nous 
pouvons  exprimer  p  par 

^  et  Y  étant  deux  vecteurs  quelconques  perpendiculaires  à  a.  Sous 

cette  forme,  Téquation  contient  deux  variables;  elle  est  souvent 

atile.  Mais  il  est  plus  convenable  de  les  éliminer,  ce  que  Ton  peut 

e/Tectuer  d'un  seul  coup,  en  traitant  l'équation  par  S  «a,  ce  qui 

donne 

S  ap  =  o. 

On  peut  aussi  mettre  l'équation  du  plan  sous  une  autre  forme, 
en  gardant  l'une  des  variables,  ainsi  qu'il  suit, 

Vppzn/a; 

la  forme  de  cette  équation  montre  que 

Sap  =  o. 

De  même,  nous  voyons  que 

Sa(p-?)  =  o 

représente  un  plan  mené  par  l'extrémité  de  P  perpendiculairement 
à  X.  On  peut  mettre  cette  équation  sous  d'autres  formes,  ainsi  que 
la  dernière. 

â06.  La  ligne  d'intersection  des  deux  plans 

l  S.a(p-?)  =  o, 
}  S.a.(p-p,)  =  o 

roniîent  tous  les  points  dont  le  vecteur  p  satisfait  à  la  fois  aux 
deux  équations.  Mais,  de  ce  que  a,  a,  et  Vaai  ne  sont  pas  copia- 
naires,  nous  pouvons  prendre  pour  p  Texpression  résultant  de 
in-  92) 

?S«»^Vatii  =  V«a4Saaip4-V(aiVaai)S»p4-V(Va«,.a^Sa,p. 
Tait.  —  Quaternions,  I.  l5 


'1*.)  CHAPITRE    VI. 

D'ijpirs  les  équations  donnéc^î,  celle  expression  devient 


(■') 


s  T-  \  77,  ^-.  \  .  (ïj  N  aa,  )  S73  -h  \  .  (  \  27,  )a  Sa,  3,  —  .^  Via,. 


./'  rlaiil  lin  scalar  Narialjle  misa  la  place  de  Saa,c,  lequel  pnil 
jucndre  à  volonté  des  vaI(Mirs  convenal)les.  NéaJinioins,  dans  Li 
praliipie,  les  deux  équations  à  sealar  (1)  sont  généralenienl,  plu- 
ulih's  (|ue  l'équalion  à  vecteur  ('^^  qui  est  partiellement  inJdcr- 
niint'e. 

Lorsque  les  deux  plans  passent  par  Toriginc,  nous  avons 


3 


.^i 


o. 


et  Téqualion 


,V  \    77, 


s\)l)lient  immédiatenicnt,  comme  celle  de  la  lii;ne  d'intersection. 

207.  L^ff/uatùm  du  ffldit  pass(fnt  jxtr  ('(H'i^iuc  ri  par  A/ 
/iiifn'fiinlei'seclinii  des  driu:  pldus  (1)  csi,  coiunif  il  r.sf  fdcil' 
de  ic  montrer^ 


S  7,  ^3,  S  7p  —  S  7^  s  7,  p  — : 


o 


OU  Ijien 


S  (7  87,  3,  —  7,  87^)0  Tn  o. 


(lar  celle  é(pialion  est  celle  d\iii  plan  passant  par  l'origine  ;  et.  on 
second  lieu,  si  0  satisfait  à 

S  7  V  — -  S  7  'v , 
l'équation  donne 

0  7,  >  —   .-?7,  .V,. 

(!les  deux  relations  sont  précisément  les  équations  (1  ). 
i\t)us  voNons  donc  <|ue  le  vecteur 

7  S  7,  3,  —  rj  S73 

est  perpendiculaire  au  vecteur  dirigé  suivant  la  ligne  d'intersec- 
tion ^2)  des  deux  ])lans  (T)^  et  peipendiculaire  également  à  tout 
vecteur  mené  de  l'origine  à  un  [)oint  situé  sur  celte  ligne  d  inter- 
section. 

Nous  proposons,  comme  exercice,  la  vérification  de  ces  propo- 
.si  lions. 
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208.  Trouver  le  vecteur  dirigé  perpendiculairement  au  plan 

H  mené  de  l'extrémité  de  p. 

Nous  remarquons  que  cette  perpendiculaire  est  naturellement 
parallèle  à  a,  et,  par  suîte,  la  valeur  de  p  pour  le  pied  de  la  pcr- 
peadiculaire  sera 

où  x%  est  la  perpendiculaire  en  question. 
Pour  trouver  x^  nous  avons 

Sa(P -H  j?a)  =0,     . 
doù 

a'a»=— Sa?, 
el 

X%:=z —  x~*  Sot?. 

* 

De  la  même  manière,  la  perpendiculaire  abaissée  de  Textrémilé 
<le  ^  sur  le  plan 

S3t(?  — t)  =  o 

esi  donnée  par  le  vecteur 

209.  L* équation  du  plan  passant  par  les  extrémités  de  t., 
,^1  Y  peut  se  trouver  de  la  manière  suivante. 

Soit  p  le  vecteur  d'un  point  de  ce  plan  ;  alors  p  —  y,  p  —  [3, 
p— Y  seront  des  vecteurs  compris  dans  le  plan,  et,  par  suite 
rfu  n»  101, 

S(?-«)(P-?)(P-y)  =  o, 

ce  qui  se  développe  en 

S.p(Vqt?4-VY«4-VpY)  — S.aPY  =  o. 
Il  scnsuit  que,  si  nous  posons 

8  =  x(Vap-HVY3[-+-VPY) 
pour  exprimer  le  vecteur  mené  de  Torigine  perpendiculairement 
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au  plan  en  (jucslion,  nous  trouverons 

0  -  I  \  (7.'i  -4- va -h-  3y)]    *S<iY. 

j  Si  a,  [>,  Y  ont  leurs  t'xtrriniU's  dans  le  plan,  il  s*cnsui\ra  qno  2— i. 
-^  -  -  Y  seiniif  silnés  dans  le  plan.  Pai'  suite,  \(a — [i  )  (  a  —  j(  »  auia  nit' 
(lireeiion  perpendiculaire  au  |dan.  Posons  el  dévcloj)pons       X 

0.  —  \'(  a  —  j  )  (  a  —  V  *  -    N  (  ^" —  "z*'  —  ^a  --  3*'  1; 


nous  trnuvons 


Ainsi  on  a  posé 


0,    rr.    \    la'i-        va-:-    'i" 
■  I  t  11 


0    ::  :    r  Oi. 


Mais  on  peul   eonsid<''rer  la  valeur  particulière  de  ::,  savoir 


z     -  0  —   r  0 1 


Nous  en  t  irerons 
<•!  de  là  .V  «^i.  sn\oir 


>  00 1  :  -  ./•  0  7  —  >a  i"' 


I  I 


0.  i 


De  eelle  expression,  on  peut  déduire  [>lusicurs  propriétés  eu- 
rieuses  relatives  au  lélrardre. 

Par  exemple,  si  nous  jirenons  le  tenseur  des  deux  nienihios,  el 
si  nous  avons  recours  au  résultat  du  n°  iOO,  nous  \o\ons  cpic  1  ex- 
pression 

T(\a;i-r  Vv^  -  ^  ;iv) 

(^st  éiiale  au  doulde  de  Taire  de  la  l>ase  du  tétraèdre.  Du  reslo.  cei.» 
se  voit  plus  sini])leinent  par  la  relation 

l  V(a  -  'i)\-: -  3)  -_-  ;  V(a,3  -  v>  ^  ti-,'^- 

11  en  résulte  cpie  ht  aoDinie  fies  rectCKis  pfnporfio/mr/s  rln"i' 
nff/ff.r  fff/.r  dires  (1rs  Jarrs  d' un  Icltardrr,  et,  par  suih\  d  ff" 
jtolvl'ilro  (jitr/coïKjue,  est  nulle.  Vax  liydroslatitpie,  cette  pn>p<>- 
si  t  ion  s'applique  à  la  résidtante  des  pressions  (^xercées  sur  les  laces 
d'un  poUèdre  par  un  fluide  non  soumis  à  des  forces  extérieure-. 

210.    Soient  deux  droites  données  ])ar 

f  —  j->   \   .1  j.y 
p  n^  [j,  -!-  .r,  a,. 
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L'équation  d'un  plan  à  la  fois  parallèle  à  ces  deux  droites  est 

Saa|(p  —  o)  =  0; 

la  valeur  de  0  détermine  la  position  du  plan. 

Lorsque  S  =  ^,  le  plan  contient  la  première  de  ces  droites  ;  si 
0=  ^,,  il  contiendra  la  seconde. 

Si  yWoLOLi  représente  la  plus  courte  distance  entre  les  droites, 

nous  avons 

Saa,(P--p,  —  rVaai)=:o, 

ou  bien 

T(rV«.)  =  TS.({i-p,)UV«ap 

ce  qui  est  le  résultat  du  n^  203. 

211.  Trouver  f équation  du  plan  passant  par  l'origine  et 
incliné  d'un  même  angle  sur  trois  droites  données.  Trouver 
Ui  valeur  de  V angle  d'inclinaison  sur  les  droites. 

Soient  a,  p,  y  les  unités-vecteurs  dans  les  directions  des  trois 

droites,  et  soit 

Sop  =  o 

Téquation  du  plan. 

Nous  aurons  évidemment 

Sao  =  S  po  =  Sy^  =  or, 

en  dësig:nant  par  —  7=-^  la  valeur  du  sinus  de  l'angle  d^nclinaison. 
Mais,  par  le  n^  92,  nous  avons 

SS.ajiY  —  (Va?  4-  Vya  -h  VpY).r  ; 

Je  sorte  que 

Sp(Vap4-VYa4-VpY)  =  o 

^ra  Téquation  demandée,  et  le  sinus  en  question  sera  égal  à 

s.«Pr 

T(Vap-hVY«-hVpY)' 

212.  Trouver  le  lieu  des  points  milieu  dune  suite  de  lignes 
droites,  parallèles  à  un  même  plan  donné  et  ayant  chacune 
«s  extrémités  sur  deux  droites  directrices  données. 
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Soil 
If  plan  «'l 


1 1 


?    ^.^•3c,      0  ~:  à,  -f-.r,ai 


les  lii-nes  (lircctricos. 

Supposons  que  les  valenrs  de  .r  et  de  jr^  se  rapporienl  aii\ 
exlrérnilés  de  Tune  des  droilcs  varial)les,  et  soit  tts  le  vecl<ur<lu 
point  niili(ui  de  ec^Uc  droite.  Alors,  on  a  évidemment 


;l  ou 


;  m  --  (  ?  -h  .rit)  -^  (  JB,  -^  ./•,  a,  )  --  m, 


'>t;t  _-    3  H-  .11    *-  3j  -r  ./',  2,. 

De  plus 

S7(  Ci  —  (^,  ^  .rx   -.r,a,)~(>. 

ISOus  avons  ainsi  une  relation  linéaire  entre  jr  el  j'|.  Si  nous  niel- 
lons la  \aleur  de  .r^  dans  l'équation  qui  précède  la  dernière, 
nous  obtenons  un  résultat  de  la  forme 

où  0  el  c  sont  (\c>  \eeteurs  connus,  l.e  lieu  eherclié  sera,  en  cori- 
sécpience,  une  droite. 

213.  ('<>/isif//'f'offs  i l'Ois  jthtus  (jifi  se  coupctil  r/t  un  point, 
rty  par  les  fl  roi  tes  ((intersection  de  deux  quelconques  de  ces 
jdans,  menons  un  jdtui  jterpendiculdire  au  troisième.  H  s\i^il 
d  établir  t/ue  /es  trois  plans  ainsi  obtenus  se  rencontrent  tntts 
les  trois  suii'a/ft  la  même  li^ne  droite. 

l?renons  |)Our  origine  le  point  de  rencontre  des  trois  j>lans  don- 
nés ;  soient 

Sao  :^  o,      S3^  n^  o,      Svp  Tz.  o 

les  équations  de  ces  |)lans.  La  ligne  d'intersection  du  premier  |)laii 
et  du  second  sera  parallèle  à  V  a|j,  et,  par  suite,  le  plan,  perpen- 
diculaire au  troisième  plan  et  contenant  Vaji,  aura  pour  normale 

inéquation  de  ce  plan  perpendiculaire  sera 

S.pV.7Va3..zo, 


•        _      • 
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c'esl-à-dîre 

S  pp  S  Y»  —  Sap  S  3y  =  o. 

Les  équations  des  deux  autres  plans  perpendiculaires  se  déduiront 
de  celle-ci  par  la  permutation  circulaire  de  a,  p,  y* 

Or  il  est  facile  de  voir  que  l'une  quelconque  de  ces  trois  équa- 
tions se  déduit  des  deux  autres  par  Taddition  (ou  la  soustraction) 
des  premiers  membres  de  ces  deux  équations;  ce  qui  prouve  le 
théorème.  |  De  fait,  on  a  identiquement 

V(aV?Y)-+-V(pVv5t)-HV(YVa?)  =  o.!. 

214.  Étant  donné  un  nombre  quelconque  de  points  ^\,  B, 
(i,...,  dont  les  vecteurs  (à  partir  de  F  origine)  sont  ai,  a2, 
ïi,...,  déterminer  le  plan,  passant  par  V  origine,  pour  lequel 
la  somme  des  carrés  des  perpendiculaires  abaissées  de  ces 
points  sur  le  plan  soit  un  maximum  ou  un  minimum. 

Soit 

Smp  =1  o 

l'équation  du  plan,  où  nous  supposons  Tw  =  i  (ce  qui  est  permis). 

I  Cela  revient  à 

Tm  =  const. 

la  différentiation  :  nr  étant  la  normale  au  plan,  il  s'agit  uni- 
quement de  la  direction  de  cette  normale,  et  non  de  sa  longueur, 
laquelle  est  arbitraire,  mais  constante,  j 

Les  perpendiculaires  sont  (n**  208)  —  ra~*  S  wai ,  . . . ,  et ,  par 
suite,  SS^raa  doit  satisfaire  à  la  condition  du  maximum  (ou  du  mi- 
nimum). Cette  condition  est 

ZSm^S'xdm:=:Oy 
et  m,  étant  un  vecteur-unité,  fournit  la  condition 

S  w  dhs  ■=.  o. 

Comme  dm  peut  avoir  une  infinité  de  valeurs,  les  deux  équa- 
tions ne  peuvent  être  simultanées,  à  moins  que  Ton  n'ait 

^  étant  nn  scalar. 
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Les  valeurs  des  a  sont  doiinces,  cl  si  nous  posons 

Ci  sera  une  fonction  vectorielle  linéaire  connue,  conjuguée  d\ ll< - 
même.  11  en  résulte  que  w  prendra  trois  valeurs  (gi ,  ^oj  g:\'  n°  161 . 
qui  correspondent  à  trois  directions  de  tïï,  mutuellement  perpendi- 
culaires entre  elles.  A  Tune  d'elles  correspondra  un  maxinunn,  ^i 
une  autre  un  minimum,  et  à  la  troisième  un  maximuni-niininuui). 
au  moins  dans  le  cas  le  plus  général,  lorsque  ^^i,  i,'^.,  ^^3  sont  dill«> 
rcnts  entre  eux. 

215.  Nous  allons  traiter  rinléressante  question  suivante,  duc  à 
Mac-Cullaglj  : 

U/i  S]  sfcnie  de  trois  lycfcffrs^  niutuelleinrfit pcrj)Pndiculairc^ 
entre  eux  et  passant  par  Loi'{giju\  est  assujetti  à  avoir  deuj 
des  veeteurs  plaeés  eliaeun  sur  itn  plan  donné.  Il  s\tgit  de 
détermine/'  le  lieu  du  troisième  veeteur. 

Soient  T7T,  p,  7  les  trois  vecteurs  perpendiculaires  entre  eux. 
Alors,  on  aura 

et 

SXTTT  r^  O,        SfJp  =1  O. 

La  solution  dépend  de  l'élimination  de  ttt  et  p,  à  l'aide  de  ces  équa- 
tions. [Cette  élimination  serait  a  priori  impossible,  puisque  Ion 
n'a  que  cinq  équations  et  que  l'on  doit  éliminer  les  six  scalars  qui 
entrent  ensemble  dans  ttj  et  p  ;  mais  il  faut  observer  que  les  ten- 
seurs de  CT,  p  ne  sont  assujettis  à  aucune  condition  ;  par  suite,  le> 
six  scalars  inconnus  se  réduisent  à  quatre  cpiantités  indépendante^, 
et  les  cinq  équations  seront  donc  en  nombre  suffisant  pour  l'élimi- 
nation. Si  l'on  voulait  conserver  au  problème  toute  sa  généralité, 
on  pourrait  se  donner  les  deux  équations 

Ter  i=-  a,     Tp  =r  //, 

en  attribuant  à  a  et  à  0  des  valeurs  tout  à  fait  arbitraires.] 
De 

S  ara  ^3  0 ,         S  TT37  =  o 


6É0XBTBIE  DE  LA  LIGNE  DROITE  ET  DU   PLAN.  a33 

nous  tirons 

wzizx  Vow. 
De  même, 

Spp  =  o,     Sffp  =  o 
donnent 

Substituant  dans  la  cinquième  équation 

Swp  =  G, 

nous  obtenons 

S.VaciVP(j  =  o 

pour  Féquation  cherchée.  Au  Chapitre  suivant,  nous  verrons  que 
cette  équation  est  celle  d'un  cône  du  second  ordre,  dont  les  sec- 
tions circulaires  sont  perpendiculaires  à  a  et  à  ^.  [La  disparition 
de  jr  et  de^  rend  compte  de  la  remarque  que  nous  venons  de  faire 
relativement  au  nombre  des  équations.] 


QUESTIONS  PROPOSÉES  RELATIVES  AU  CHAPITRE  VI. 

^ .  Quelles  sont  les  propositions  de  Géométrie  élémentaire  dont 
la  démonstration  repose  uniquement  sur  la  forme  même  de  Fé- 
quation 

p  =  (i  — a?)a-h  J?P, 

en  tant  que  cette  équation  représente  la  droitequi  joint  deux  points 
quelconques  de  Tespace? 

2.  Montrer  que  la  corde  de  contact  des  tangentes  à  une  para- 
bole,  rectangulaires  entre  elles,  passe  par  un  point  fixe. 

3.  Établir  les  principales  propriétés  du  cercle  (ainsi  que  dans 
le  Livre  III  d'Euclide)  à  Taide  de  Téquation 

p  =:acos6  4-  psin6, 
en  y  supposant 

Ta=Tp     et     Sap=:i. 


'■»  / 
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i.    (^ucl  est  le  lieu  gx'onu'lricinc  représonlé  par  réqualion 

S- a;.  -\-  S-—  o, 
l()i'S(|nc   Vy.    -  I  ? 

o.    (  hiellc  C'.sl  la  coiulilion  |ioiir  que  les  deux  droites 

<('  coiipenl?  Celle  eondilion  n'élanl  pas  généralement  sallsliill». 
<pielle  sera  la   |)lus  courte  distance  entre  les  deux  droites? 

0.   Trouver  1  écpialion   du    plan   (jui   contient   les   deux    dnnh'- 

parallèles 

Va(o  —  'y)  --■  o,      \  a(c  _  ;iJ,)  -  o. 

7.    Trouver  Técpiation  du  plan  qui,  passanl  par  la  droite 

Va(;.     -3)-:c., 


ot  |)erpendiculaire  à 


1 1 


8.  (Quelle  est  l'éfpiation  d'une  ligne  droite  assujettie  à  pa->«i 
|)ar  un  j)oiiit  donné,  et  à  former  un  angle  donné  avec  un  pliHi 
donné  ? 

Déduire  de  la  solution  l'équation  générale  d\in  cône  droit. 

\),  (Quelles  sont  les  conditions  ([ui  doivent  être  satisfaites  ]>i«r 
un  certain  nond>re  de  droites  données  dans  Tespace,  ]>our  qu  il 
soit  possible  de  mener  par  cliacunc  d'elles  un  plan,  de  telle  manière 
(pie  tous  ces  plans  se  coupent  suivant  une  seule  et  même  droite". 

10.  Trouver  lérpiation  du  lieu  géométrique  des  points  }><Mir 
<liacun  desfpiels  la  somme  des  carrés  de  ses  distances  à  certain-^ 
plans  donnés  soit  constante. 

11.  Même  problème,  en  substituant  des  droites  données  aux 
plans  donnés  dans  l'énoncé  de  (10). 

1î2.   Chercher  l'équation  du  plan  coupant  à  angle  droit  vl 
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le  milieu  la  droite  qui  est  la  plus  courte  distance  entre  deux  droites 
données. 

Trouver  le  lieu  géométrique  d*un  point  situé  dans  le  plan  précé- 
dent, qui  soit  à  égale  distance  des  deux  droites. 

13.  Trouver  les  conditions  en  vertu  desquelles  les  trois  équations 
simultanées 

puissent  représenter  une  droite  et  non  un  point  unique. 

li.  Quelle  est  la  signification  géométrique  des  équations 

S*«.o  =  S«pp  =  S«Yp, 
dans  lesquelles  ol,  p,  y  sont  trois  vecteurs  quelconques? 

15.  Trouver  Téquation  d^uu  plan  qui  passe  par  deux  points 
donnés  et  qui  fasse  un  angle  donné  avec  un  plan  donné. 

16.  Trouver  Taire  d'un   triangle  dont  les  sommets  sont  aux 
'•xlrémités  des  vecteurs  a,  p,  y. 

A  Taide  du   résultat,  établir  Téquation  d*un  cylindre  droit  à 
Itase  circulaire,  dont  Taxe  et  le  rayon  sont  donnés. 

17.  (IIamilton,  Bishop  Law^s  Premium,  Ex.,  1858.) 

(n)  Mentionner   quelques-unes  des   transformations    de   Tex- 
pression 

ô" ' 


xet  p  étant  les  vecteurs  de  deux  points  donnés  Â  et  B. 

[h)  Montrer  que  l'expression  représente  le  vecteur  y,  soit  OC, 
d  un  point  C  situé  sur  la  ligne  droite  AB. 

(o)  Déterminer  la  position  du  point  C. 

18.  {Ibid.) 

[a)  Si  X,  p,  y,  0  sont  les  vecteurs  de  quatre  points  A,  B,  C,  D, 
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(juello  esl  la  condition  pour  que  ces  poinls  soient  dans  nn  mt'in» 
[)lan  ? 

(/>)  Lors(juc  CCS  quatre  poinls  ne  sont  pas  situes  dans  un  mèiii<- 
plan  (les  vecteurs  a\anl  une  origine  coniniune),  quelle  est  Tov- 
[)i'es>ion  du  volume  de  la  pvraniide  dont  les  quatre  poinls  sont  ii - 
sommets  ? 

(r)  Trouver  l'expression  de  la  perpendiculaire  o,  abaissée  <i' 
Torigine  sur  le  |)lan,  passant  par  les  extrémités  A,  H,  C  des  vec- 
teurs donnés  a,  [3,  y- 

10.   Trouver  le  lieu  géométrique  d'un  point  équidistant  des  troi> 

j)laiis 

S^>  -  -  o,     S  ^c  -.  o,     Syp  =  o. 

tiO.  Si  d'un  point  donné  on  mène  trois  vecteurs  perpendicu- 
laires entre  eux,  et  que  l'on  détermine  leurs  extrémités  par  leur 
intersection  avec  un  jdan  donné,  il  s'agit  de  montrer  que,  pour  une 
position  (pielcontpie  du  svstème  des  trois  vecteurs  trireclangu- 
laires,  la  somme  des  carrés  des  réciproques  de  leurs  longueurs  o>l 
constante. 

tîl.  Trouver  la  forme  générale  de  l'écpiation  d'un  plan  d'aprc? 
la  pro])riété  des  ])lans  d'avoir  pour  intersection  deux  à  deux  unr 
ligne  droite  (lacpiellc  propriété  peut  servir  de  délinition  au  plan  en 
général  ). 

i2i.  Montrer  «pie  la  somme  des  vecteurs,  représentant  les  face? 
d'un  [)olyèdre,  est  égale  à  zéro. 


■t»  ij» 
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CHAPITRE  VII. 

DE  LA  SPHÈRE  ET  DU  CONE  CYCLIQUE. 


216.  Après  Téquation  du  plan,  viennent,  dans  Tordre  de  simpli- 
ci  lé,  les  équations  de  la  sphère  et  celles  du  cône  du  second  degré. 
Nous  consacrerons  ce  court  Chapitre  à  ces  dernières,  comme  pré- 
paration à  l'étude  des  surfaces  du  second  ordre  en  général. 

217.  Uéquation 

Tp=:Ta 

ou  bien 

exprime  que  la  longueur  de  p  devra  être  la  même  que  celle  du  vec- 
teur donné  a,  et  que,  par  suite,  p  sera  le  vecteur  d'un  point  de  la 
sphère  dont  le  rayon  est  Ta,  et  dont  le  centre  est  à  l'origine.  Au 
n®  107,  nous  avons  énoncé  un  certain  nombre  des  transformations 
dont  l'équation  proposée  est  susceptible.  Nous  en  reprendrons  ici 
plusieurs  d'entre  elles  avec  leurs  interprétations. 

Ainsi 

S(p4-a)(p  — a)  =  o 

montre  que  les  cordes  menées  d'un  point  quelconque  de  la  sphère 
aux  extrémités  d'un  diamètre  (dont  les  vecteurs  sont  4-  a  et  —  a) 
^ont  à  angle  droit  l'un  à  l'autre. 

Ensuite 

T(p  -f-a)(p  — «)=:aTVap 

montre  que  le  rectangle  construit  sur  ces  deux  cordes  est  égal  à 
quatre  fois  Taire  du  triangle  dont  deux  côtés  sont  a  et  p. 
La  transformation 

p=(pH-a)-*,a.(p  -h  a) 
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iiionlre  [voir  ii^  lOo)  cfiic  l'angle  au  centre  diin  cercle  quclcoii- 
(|ue  rsl  double  do  l'anj»le  inscrit  dans  la  circonférence  et  soiis-lon- 
dant  le  niènie  arc. 


I  (Mlles  CCS  propositions  peuvent  être  facilement  établies  à  l'aille 
des  |)rocédés  (pie  nous  avons  déjà  expliqués  pour  linterpréliilion 
des  expressions  fpialernioniennes. 

S<H«'Hl 


\!o|  .s 


(>\  r     a.       OA-    --a,       ()//!  -:  p. 


AO    r~—1.         A'O   r_.     u   a. 


A' //i  r-  A  O   1-  i) m  ~  %-  0, 


\///    —    A()      H    ()„i    :^- 


.0. 


De  h'i,  (^11  voit  II  <lo  To  —  Ta,  nous  avons 


S  A'  ///  >:  A  /;/  — -  S (  a  4-  p  m  —  a  -h  p  )    -  —  a-  !-  p= 


r'»>l-à-(lire 


S  m  A  X  /^/  A'   -  o. 


l'.nsiMir.  (le  ce  cpic»  (  o  sralar  es!  nul,  il  vient 


o. 


T  A' 


/;/ 


A/;/  -  T\   A'///  X  A//I  r^  T\  (a-4-p)(— a   ^    p) 


>,  T  \  (  2p  )  -   •>.  T\  .  ()A  X  <)/7i  --  I  aire  \C)//i. 


l'infin,  si  l'on  nu'nu*  A'//  syin('lriqu(^  de  A'O  par  rapport  à   A'//?,  on  aura 
l;i  relation 


A'O  X   \'m  —  Km  x  A'//, 


(•'e<l-à-(lir(^ 


(  X  -:   p  )  ~  (  a  -^  s  ).  A'/^      (  où   A'///    -  A'O   i-  Om  -  -  2   :   p). 
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Mai»  on  a  aussi 

a«=p«,     ap  =  ap; 

ajoutées  membre  à  membre,  ces  égalités  donnent 

a(a-f-p)  =  (a-f-p)p. 
Fis.  53. 


(^imparanl  cette  égalité  à  celle  qui  détermine  A'/i,  nous  voyons  que 


A'/i  =  p  =  Om. 

Or,  par  construction,  A'/t  forme  avec  A'O  un  angle  double  de  Tangle 
mA'O;  donc  on  a  aussi  Tangle 

AO  m  =  2  angle  A  A'  m. 

218.  Lorsque  le  centre  de  la  sphère  est  placé  à  l'extrémité  d'un 
secteur  a  |  le  vecteur  qui,  daus  le  numéro  précédent,  joue  le  rôle? 
de  a,  est  remplacé  par  ^  dans  le  présent  paragraphe,  et  Tongine 
de  p  et  de  a  est  un  point  arbitraire,  qui  généralement  n'est  pas  le 
centre  de  la  sphère  |,  Téquation  de  la  sphère  sera,  sous  la  forme  la 

plus  générale, 

T(p-a)=Tp. 

lorsque,  comme  cas  particulier,  nous  avons 

Ta:=:Tp, 
d'où 

l'origine  se  trouvera  en  un  point  de  la  surface  de  la  sphère.  L'équa- 
tion devient  alors 

p« —  aSaptn  o. 

Mettant  celle-ci  sous  la  forme 

Sp(p —  2ol)  mo 
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OU,  si  Ton  veut,  sous  la  forme 


S 


^?{—?-^'^^)--  o. 


on 


l'I'ri.    )| 


s  "-  ()  /y/,  (  -  z    r  :>.  ?)  —  m  ()  -f-  (  )B  -  m  H    , 


nous  aurons  de  nouveau  la  preuve  (|ue  l'angle  inscrit  dans  un  drnii 


cercle  est  un  an;^le  droit. 


!2i9.    Lr'  problème  inverse  sera  : 

Troitvrr  If*  liru  des  ])irfls  des;  prrprudiciflalrcs  abdissres  d'un 
judnl  donné  (z  -^  |j)  sur  dea  j)lans  passiUit  par  l\triifinc. 


Soil 


i 


() 


l'un  des  plans;  alors  (  n°  !2()8)  \c  \ecteur  perpendiculaire  sera 

et  le  lieu  du  pied  de  cette  perpendiculaire  sera 

[On  voit  ici  un  exemple  de  la  manière  singulière  dont  les  qualer- 
nions  nous  donnent  qnelquefois  l'équation  d'une  surface.  L  équa- 
tion que  nous  venions  d'obtenir  est  vectorielle  et  doit  être  équiNi^- 
lente  à  (rois  é(pialions-scalar.  Mais  le  vecteur  variable  a  v  entre 
d'une  manière  indépendante  j>ar  rapport  au  tenseur  de  a;  par 
suite,  a  doit  élre  envisagé  comme  ne  renfermant  que  deux  élé- 
ments indéterminés.  Il  sera  donc  jiossible,  en  principe  du  moins, 
d'('*li miner  ces  deux  éléments  et,  par  suite,  a,  à  l'aide  des  trois 
équations-scalar.] 
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Nous  avons  alnsl^  par  Péquation  ci-dessus,  en  premier  lieu, 
en  second  lieu,  en  la  traitant  par  S.  p,  on  obtient 
Ajoutant  membre  à  membre,  nous  trouvons 

p«— SPp=:0 

OU  bien 

Le  lieu  géométrique  cherché  est  donc  une  sphère  dont  l'un  des 
diamètres  est  ^. 

220.  Trouver  V intersection  de  deux  sphères  données 

T(p-a)  =  Tp,     T(p-a,)  =  Tp,. 

clevant  au  carré  les  deux  équations,  et  prenant  la  différence  des 
deux  résultats,  nous  obtenons 

ce  qui  est  Féquation  d'un  plan  perpendiculaire  à  a  —  ai  ;  ce  der- 
nier vecteur  est  celui  qui  joint  les  centres  des  deux  sphères.  Ce 
plan  est  toujours  réel,  que  les  sphères  se  coupent  ou  non  ;  c'est  ce 
que  l'on  appelle  leplan  radical  des  deux  sphères. 

221.  Trouver  le  lieu  des  points  dont  les  distances  à  deux 
points  donnés  sont  dans  un  rapport  constant. 

Soient  O  et  A  les  deux  points  donnés,  situés  respectivement  à 
Torigine  et  à  l'extrémité  du  vecteur  a.  Soient  P  un  point  du  lieu 
eiÔP=p. 

Si  n  est  la  valeur  du  rapport,  nous  devons  avoir 

T(p-«)  =  /iTp, 

ce  qui  nous  donne 

p*  —  aS«p -h  «*='/*' p* 

Tait.  —  Quaterniant,  I.  i6 
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et,  par  une  transformation  facile, 


t(,=  -~)=^(^'> 


Le  lieu  clicrché  est  donc  une  sphère  dont  le  rayon  est  T    _  -  ^ 


et  dont  le  centre  est  en  B,   où  OB  = ;>  c'est-à-dire  en  un 

certain  point  de  la  droite  OA. 

222.  Soit  une  ligne  droite  OP,  menée  de  l'origine  vers  un  plan 
donné,  et  ayant  son  extrémité  dans  ce  plan  ;  sur  cette  droite,  on 
délermine  un  point  Q  de  telle  sorte  que  l'on  ait  OQ.OP=conil.: 
il  s'agit  de  trouver  le  lieu  de  ce  point  Q. 

Soient 

S  3tp  rm  a 

l'équation  du  plan  donné  et  w  le  vecteur  du  point  Q.  Alors  nous 
avons 

h'  étant  la  constante  en  question.  De  plus,  il  vient 

Lm=:Up, 

d'où 

Substituant  cette  valeur  de  p  dans  l'équation  du  plan,  nous  obtien- 
drons 

aTs^-\-  b^S'XTaz=i  o, 

ce  qui  montre  que  le  lieu  cherché  est  une  sphère  dont  le  point  le 
plus  éloigné  du  plan  donné  forme  l'origine  de  xs, 

223.  Tromper  le  lieu  des  points  dont  les  carrés  des  distances 
à  certains  points  donnés  forment  une  somme  constante.  Trou- 
ver aussi  la  valeur  minima  dont  cette  constante  est  susceptible, 
et  le  lieu  correspondant  à  ce  minimum. 

Soient  a,,  aj,  • . .,  a„  les  vecteurs  des  points  donnés,  comptés  à 
partir  de  l'origine  du  vecteur  variable  p.  Nous  aurons  à  poser 

—  c'z=  (p  — a,)îH- (p- a,)«4-.  .  .+ (?  -  a«)»= /ip'— 2  Sp2:ût-+-22«. 
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Nous  en  tirons 


/    2*v_*_  c^-HSg*    f^^y 


ce  qui  est  Téquation  d'une  sphère  dont  le  vecteur  du  centre  est 
—  ;  ce  centre  est  donc  le  point  moyen  des  points  donnes. 
Si  Ton  place  Torigine  à  ce  point  moyen,  Féquatlon  devient 

^  n 

puisque,  dans  ce  cas,  Sa  r=  o  (n®  31)  (e). 

Le  second  membre  sera  négatif,  et,  par  suite,  Téquation  sera 
une  surface  réelle,  si  Ton  a 

c«>2Ta', 

comme  Ton  devait  s'y  attendre.  Quand  ces  deux  dernières  quanti- 
tés sont  égales,  le  lieu  se  réduit  à  un  point,  la  nouvelle  origine, 
qui  est  le  point  moyen  du  système. 

2Î4.  L^équation 

Tp  =  T«, 

étant  différentiéC;  nous  donne 

Spdp  =  o. 

Cela  montre  (n®  137)  que  p  est  normal k  la  surface,  ce  qui  est 
Tune  des  propriétés  bien  connues  de  la  sphère. 

Si  nous  désignons  par  w  le  vecteur  d'un  point  du  plan  tanguant  à 
la  sphère  menée  à  l'extrémité  de  p,  m  —  p  sera  une  droite  située 
dans  ce  plan,  et,  par  conséquent,  w  —  p  sera  perpendiculaire  à  p. 
De  cette  sorte 

Sp(in  — p)  =  o, 

ou 

STiipr=— Tp«=:a* 

sera  réqnatioQ  du  plan  tangent. 
225.  Si  ce  plan  passe  par  un.po.int  donné  B,  dont  le  vecteur  est 
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[j,  nous  aurons 


??  =  .\ 


Consiclciéc  en  cllc-mrmc  jp,  qui  tout  à  l'heure  était  constant  cl 
vecteur  d'un  point  de  la  sphère,  étant  maintenant  regardé  coiiimo 
la  variable  j ,  celte  équation  est  celle  d'un  plan  perpendiculaire  à  3, 

déterminant  sur  ce  vecteur  une  portion  dont  la  longueur  est  Tp? 

à  partir  de  rorigine. 

sera  l'équation  de  ce  dernier  plan,  p  étant  le  vecteur  d'un  point 
quelconque  de  ce  plan,  j 

Si  ce  i)lan  |)asse  par  un  point  lixe  dont  le  vecteur  est  y,  nou"^ 
devrons  avoir 


Sr^V 


^^ 


et,  en  regardant  [î  comme  la  variable  dans  celte  équation,  ccllo-ci 
montre  (pie  le  lieu  de  [j  est  un  plan.  Ces  résultats  renferment  k^ 
propriétés  dos  pôles  et  des  polaires  relalivenient  à  la  sphère. 

220.   Une  droite  menée,  par  l'extrémité  d'un  vecteur  [j,  parallè- 
lement à  un  vecteur  y,  et  a>ant  pour  équation 

p=:.3-}-,rv, 

rencontre  la  sphère  y-—--  a-  en  des  points  pour  lesquels  lesxaleur? 
de  ./•  sont  donnée??  par 

Les  valeurs  de  x  seront  imaginaires,  si 

et  il  n'v  aura  pas  d'intersection  dans  ce  cas.  Au  contraire,  les  va- 
leurs de  .r  seront  égales  entre  elles  et,  par  suite,  la  droite  touchera 
la  s[)hère,  si 

a=^Y'-HV^pY=:o, 

c'est-à-dire  si 
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Cette  équation  |  pour  y  variable  l  représente  un  cône  qui  est 
semblable  au  cône  formé  par  les  tangentes  à  la  sphère  issues  de 
Textrémité  de  ^,  et  semblablement  placé  ;  le  premier  de  ces  deux 
cônes  a  son  sommet  à  Porigine.  Il  est  clair  que  Féquation  repré- 
sente un  cône,  puisqu'elle  est  homogène  par  rapport  à  Ty,  et, 
par  conséquent,  indépendante  de  la  longueur  du  vecteur  y. 

[On  peut  faire  la  remarque  que,  par  Téquatlon  ci-dessus,  x  et 
x'  désignant  les  deux  racines,  on  a 

(xTy)X(^'Ty)  — a'— PS 

ce  qui  est  l'expression  des  théorèmes  d'EucKde  (Livre  III>  35,  36) 
généralisés  pour  la  sphère.  ] 

227.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  pieds  des  perpendicu- 
laires  abaissées,  d'un  point  donné  de  la  sur/ace  de  la  sphère, 
sur  des  plans  tangents  quelconques. 

Prenons  le  centre  pour  origine;  l'équation  d'un  plan  tangent 
sera 

La  perpendiculaire  sera  parallèle  à  p,  et,  si  nous  supposons  le 
point  donné  sur  la  sphère  à  Textrémité  de  a,  nous  aurons,  doux 
Tune  des  valeurs  de  tst, 

in  =  a  H-  a?  p. 

Entre  ces  équations  et  l'égalité  p^  =  a^,  nous  devons  éliminer  p 
et  X. 
Nous  aurons,  en  opérant  par  S  .m  sur  l'équation  vectorielle, 

1»'=:  S«m  -f-  xSpm:=zSoaa  H- a? a', 
doù 

w  —  a a*  (m  —  a) 

^  X  m* — Sam 

Prenant  les  tenseurs,  nous  obtenons 

(m*  —  S  aw)»  =  a«  (m»  —  a«  )•, 

ce  qni  est  l'équation  demandée.  On  peut  la  mettre  sous  la  forme 

S«mU(w  — a)=— a», 
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et  rinterprétatioîi  de  celte  (''([nation  (Jonne  runc  des  propi'it'lr> 
(•aract(jristi(|ues  appartenant  à  la  surface  ohlenne  par  la  rolatinii 
(le  la  courbe  cardioïde  autour  de  son  axe  de  sviii(-*trie. 

228.  Xous  avons  vu  qu'une  sph(!;re,  rapporl(,^e  à  un  point  qud- 
con(]uc  pris  comme  origine,  a  pour  é(|uation 

T(,o-a):^T? 

a  étant  le  vecleur  du  centre. 

De  là,  pour  trouver  le  rectangle  construit  sur  les  segmrnis 
(Tune  corde  menée  (Cun  point  donné  pris  pour  origine,  non? 
poserons 


jr-' 


z  cliinl  le  vecteur  de  Tune  des  extré-mités  de  la  corde  ,  où  *'  dési- 


s 

gne  un  vecteur-unité  arbitraire. 
L'é([uation  de  la  sphère  donne 

eï  le  produit  des  denx  valeurs  de  x  sera 


>A 


[  de  ce  que  Y'  =  —  i  {•  Celte  valeur  sera  positive,  et,  par  suite,  les 
segments  de  corde  seront  dirigés  dans  le  nitime  sens,  lorsque 

T?<Ta; 
cela  a  lieu  lors([ue  Torigine  est  en  dehors  de  la  sphère. 

229.   Soient   V  et  B  deux  points  Jixes^  et  soient  O  Torigine  cl 
\}  un  point  de  res|)ace  ;  posons 


il  s'agit  fie  troucer  le  lieu  géométrique  de  P  et  d'expliquer  A' 
résultat  dans  les  cas  où  l'an ii le  AOB  est  aii»u^  droit  ou  obtus. 

Soient 


O.V  — a,      UB  =  3,      OP  =  p; 
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nous  avons 

{^-ot)«+(p-p)«=p«, 

ce  qui  nous  donne 

p»—  2  S(a  -h  P)p  =—  («•-+-  P*) 

OU  bien 

Or  Sa^  est  négatif  lorsque  l'angle  AOB  est  aigu;  le  lieu  sera,  dans 
ce  cas,  une  sphère  dont  le  centre  est  à  Textrémité  de  a  +  ^.  Lors- 
que Sa^  =  o,  Tangle  AOB  ==  |<  ic  ;  le  lieu  se  réduit  au  point 

p  =  a4-P.  • 

Enfin,  lorsque  l'angle  AOB  est  obtus,  il  n*y  a  pas  de  point  réel  qui 
satisfasse  à  la  question. 

230.  Construire  la  sphère  dont  le  centre  se  troui^e  sur  une 
droite  donnée,  guipasse  par  un  point  donné  et  qui  soit  tangente 
à  un  plan  donné. 

Soit  xoL  le  vecteur  du  centre,  x  étant  un  scalar  à  déterminer  ; 
soient  rie  rayon  de  la  sphère,  ^  le  vecteur  du  point  donné  et 

Stp  =  « 

Téquation  du  plan  donné. 

Le  vecteur  perpendiculaire  abaissé  du  point  xol  sur  le  plan  est 

(n-  208) 

-/"•(a  —  xS^ol), 

L'équation  du  plan  peut  se  mettre  sous  la  forme 

SY(p-~aY->)  =  o. 

U  perpendiculaire  abaissée  de  re\trémité  de  xoi  sur  le  plan  sera  donc,, 
d'après  le  n»  Î08, 

Nous  aurons  donc  les  équations 

T[r*(«  —  ^ s Y«)]  =  T (dfa  -  p)  =  r. 
£Ues  détermineront  x  et  donneront,  en  général,  deux  solutions 
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('e  sera  un  exercice  utile  que  de  rechercher,  à  l'aide  des  équations 
précédentes,  quelles  sont  les  conditions  poup  qu'il  n\  ail  pas  cl<^ 
solution  réelle  ou  bien  pour  que  les  deux  solutions  se  confondent. 

î23i.  Consf/'ffi/e  lu  s/j/ièrc  dont  le  cctilie  se  trtm^e  sur  nnr 
li^nc  cboitc  (/on/u'e  et  r/ui  jnissr  jta/-  deux  points  donnés. 

Soient,  comme  dans  le  numéro  précéd(*nl,  ^a  la  droite  sur  la- 
(juelle  se  trouve  situé  le  centre,  p  et  y  les  vecteurs  des  points  don- 
nés. On  devra  avoir 

T ( 7  —  .vx)  — -  T ( ^  —  u* a )  — _  /•. 

il  en  résulte  une  sphère  unique,  exce|)té  dans  le  cas  où  l'on  aurait 

T3zl:Tv     et     Sa3  — Sav, 

ce  qui  en  Tournirait  une  infinité. 

Le  lecteur  devra  comparer  le  résultat  de  ce  numéro  à  ceux  du 
précédent,  et  se  rendre  compte  de  la  raison  pour  laquelle,  dans  l'un 
des  cas,  il  y  a  en  c^énéral  deux  solutions  et,  dans  l'autre,  une  solu- 
tion  unique. 

Si  ce  n'est  i»as  le  simple  fait  de  caltml  qui  résulte  des  condili»)ns,  serail-oc 
pane  que,  dans  le  prenn'er  eas.  le  point  de  contact  (eonsidt'ré  en  lui  ^cul 
eoinnie  l'un  de-^  points  (pii  déleriuine  la  sphère)  peut  a  priori  cliansi^r  il»' 
place,  tandis  que,  dans  le  second  cas,  tous  les  deux  j)oinls  sur  la  splièr»' 
>»ont  donnes  et  (ixc^? 

232.  l  ne  sp/icrr  est  à  la  fins  tangente  à  deux  droites  qui  i^'' 
se  re/teontrent  /)aSf  ehercher  le  lieu  du  centre. 

Prenons  l'origine  au  point  milieu  de  la  plus  courte  distance  ào^ 
deux  droites  (n'*  203);  leurs  é(|ualions  seront 

?  —  »  -^  ^-'^  P,     ?  =  —  2t  H-  .r,  p,  : 

on  doit  nécessairement  supposer  que 

Sxp  =-  (>,      Sa3,  -=.  o. 

vSoient  s-  le  vecteur  du  centre,  p  celui  d'un  point  de  la  surface 
de  la  sphère  et  r  le  ra\on.  L'équation  de  la  sphère  sera 

T(D--  i)t^-  r. 


DE  LA  SPHÉBrE  ET  DU  CONE  CYCLIQUE.  %fg 

Les  droites  données  étant  tangentes,  il  faudra  que  les  deux 

équations 

T(«-hAP  — a)  =  r, 

T(— à4-j:,Pt  — (j)  =  r 

aient  chacune  deux  racines  égales. 
L'égalité  des  racines  fournit  les  conditions 

S«p<r  =  P«  [(«-<!)• -h  r»], 

Eliminant  r,  nous  obtenons 

p-«  S*p(T— ?7»  S«pi(y  =:  (a  —  ct)«— (a  4- <r)«=:  —  4  San, 

ce  qui  estTéquation  du  lieu  géométrique  cherché. 

[Comme  jusqu'ici  nous  n'avons  pas  encore  abordé  la  considéra- 
tion des  équations  des  surfaces  du  second  ordre  à  l'aide  de  la  mé- 
ihode  des  quatemions,  nous  traduirons  cette  dernière  équation  en 
coordonnées  rectilignes,  selon  la  géométrie  de  Descartes,  afin  d'en 
trouver  la  signification.  Si  nous  prenons  les  axes  des  x^y^  z,  res- 
pectivement parallèles  à  Pt  ^ij  ^f  l'équation  ci-dessus  devient  la 
suivante 

meip  étant  des  constantes  ;  elle  montre  que  le  lieu  est  un  parabo- 
loîde  hyperbolique.  De  pareilles  transformations,  très  faciles  à 
effectuer  dans  tous  les  cas,  seront  souvent  d'un  grand  secours  pour 
ceux  qui  sont  versés  dans  la  Géométrie  analytique,  du  moins  pen- 
dant leur  période  d'initiation  à  la  méthode  des  quaternions.  A  me- 
sure qu'ils  prendront  l'habitude  du  nouveau  calcul,  ils  sentiront  de 
moins  en  moins  le  besoin  de  s'aider  de  pareilles  transformations.] 
Quoique  la  solution  ci-dessus  soit  très  simple,  la  méthode  des 
quaternions  nous  met  en  état  d'en  trouver  une  autre,  dont  la  sim- 
plicité est  bien  plus  grande.  Car  on  peut  poser  le  problème  de  la 
manière  suivante  : 

Trouver  le  lieu  des  points  dont  les  distances  à  deux  droites 
données  soient  égales  entre  elles. 

Gardant  la  notation  précédente,  nous  exprimerons  l'égalité  des 
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perpendiculaires  par  (ri"  201) 

TV.(a-7)i::i-r^TV.(a-f-cr)U?,, 

et  Ton  verra  aisément  que  cette  équation  est  équivalente  à  celK' 
(]uc  nous  avons  obtenue  précédemment. 

233.  Deux  sphères  riant  données,  montrer  {/t/e  d'au  tir  s 
sphères,  qui  les  coupent  chacune  sous  un  angle  donné,  seront 
elles-mêmes  coupées  à  angle  droit  par  une  certaine  sphère  Jui' 
et  déterminée. 

V\n  général,  lors(]uc  c  est  la  distance  des  centres  de  deux  sphère-^ 
et  que  a  et  h  sont  leurs  rayons  res|)ectils,  Tanglc  sous  lequel  dit > 
<c  cou|)ent  aura  pour  cosinus  Texpression  suivante 

rr-  4-  l)'  —  r* 

-  '  —  ■    • 

•>.ab 

Cela  posé,  soient  a,  ai,  p  les  vecteurs  des  centres  et  a,  <t\.  r\^^ 
ravons  d(*s  deux  sphères  données  et  de  Tune  des  sphères  varia- 
Idcs  ;  soient  de  plus  A  et  A|  les  angles  d'intersection.  Nous  auroii> 

(p  —  a)*  +  a-  H-  /--i—  9.ar  ces  A, 
(p  —  ^'i)^  ^  ^1+  r^—.  lUx  r  cos  A,. 

Si  nous  éliminons  la  première  puissance  de  /*,  nous  devron> 
obtenir  un  résultat  de  la  forme 

(p  -  :i)^+ /y^ -h /•-.-.  o, 

et,  d'a[>rès  ce  qui  précède  j  en  considérant  que  le  second  membre  de 
cette  équation  est  censé  = -2  ^/-cos  Jt:  =:  o  et  que  /*,  f^  et  ï(p  —  } 
jouent  les  rôles  de  a,  b^  r  nvspectivement  {,  ^  sera  le  vecteur  iln 
centre  et  h  le  ravon  d'une  sphère  iixe  et  déterminée,  dont  Téqua- 
tion  est     p  n'étant  pas  le  même  que  le  précédent  • 

(iCtle  sphère  fixe  sera  donc   coupée  à  angle  droit  par  toutes  lc> 
sphères  variables. 

En  elTectuant  l'élimination  de  la  première  puissance  de  r  par  un 
calcul  explicite,  on  trouvera  les  valeurs  de  ^  et  de  [5  en  fonction 
des  données. 
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234.  Inscrire  dans  une  sphère  donnée  un  polygone  fermé, 
plan  ou  gauche,  dont  les  côtés  soient  respectivement  paral- 
lèles à  des  vecteurs  donnés. 

Soit 

la  sphère,  et  soient  a,  p,  y,  • .  • ,  r^,  0  les  vecteurs  donnés  en  nombre 
/7,  Pi,  p^f  •  M  Pu  l^s  vecteurs-rayons  menés  aux  sommets  du  po- 
lygone. 
Nous  avons  alors 

pi— Pi  =  «3:4  a,      .... 

Opérant    sur    cette    équation   par    S.(p3  +  pi)(  )    et   par 

V«a(  ),  nous  obtenons 

PÎ  —  PÎ  =  O  =  a?i(Sap,  -h  Sapi), 

o  =  V«p,  —  Vap,, 
d  où  nous  tirons 

o  =  ap,  -H  K  api  trr  ap,  -H  pi  « 

el,  par  suite, 

p,  =  — a-«pia. 

[On  aurait  pu  trouver  ce  résultat  à  Taide  de  celui  du  n"  lOo.] 
De  même . 

er,  de  proche  en  proche,  puisque  le  polygone  est  fermé, 
p«^,  =  Pj  =  (-  i)«  e-«  ti  ». .  .p-*a-*piap. .  .T.e. 

Nous  pouvons  faire  la  supposition  que  les  tenseurs  de  a,  ^^ . . . , 
7..  h  sont  tous  égaux  à  Tunité.  Si  donc  nous  posons 

nous  aurons 

ce  qui  est  un  qiiaternion  connu,  puisque  le  premier  Test;  notre 
condition  devient  donc 

p,  =r(— i)»a->pia. 

foi  il  faudra  distinguer  deux  cas,  suivant  que  h  est  pair  ou 
ifàpair. 
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Si  n  est  pair,  nous  aurons 
Supprimant  la  partie  p,  Sa,  commune  aux  deux  membres,  il  re-lo 

Cette  condition  assigne  à  p,  les  deux  directions  dclermin('e> 
-h  \  /f  et  —  VV^  ;  elle  montre  que  le  nombre  de  solutions  n'est 
ni  moindre  ni  |)lus  grand  que  deux. 

Si  n  est  impair,  nous  aurons 

ce  qui  exige  que  Sr/  =  o  et  que,  par  conséquent,  a  soit  un  v«v- 
leur.  La  condition  devient  donc 

et,  par  suite,  le  nombre  des  solutions  est  indéfini,  puisqu'il  siiHit 
(pie  pi  soit  un  rayon  du  grand  cercle  perpendiculaire  au  vecteur  '/. 

233.   Pour  appliquer  ces  résultats,  considérons  le  cas  de  n  =3. 

Nous  devrons  avoir 

S<iv^o, 

(•'est-à-dire  que  les  trois  vecteurs  donnés  doivent  être  parallèles  a 
un  même  plan  (ce  qui  résulterait  d'ailleurs  d'autres  considé- 
rations). 

Le  produit  a^iv^  dont  la  valeur  est  {  =  <?  {  un  vecteur  égalemonl 
l^arallèle  à  ce  plan,  est  (n^  lOC)  le  vecteur  tangent  a  la  sphère  au 
point  où  les  ecités  parallèles  à  a  et  à  ^'  se  rencontrent,  et  ce  ^<*o- 
teur  est  nécessairement  perpendiculaire  au  rayon  de  la  sphère 
jnené  en  ce  point. 

Dans  le  cas  où  n  =4?  nous  avons  p,  parallèle  à  V.a|iYS  ^^' 
qui  confirme  ce  que  nous  avons  annoncé  au  n°  100. 

236.  Hamilton  {Lrctiirrs,  p.  674)  a  traité  le  problème  (lan> 
lequel  chaque  c(jté  du  polygone  inscrit  est  assujetti,  non  plus  à 
être  parallèle  à  une  direction  donnée,  mais  à  passer  par  un  point 
donné,  11  a  résolu  cette  question  par  un  procédé  simple  et  ingé- 
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nieuxy  qui  dépend  de  rintégration  d'une  équation  linéaire  aux  dif- 
férences finies.  En  appliquant  les  propriétés  des  fonctions  vecto- 
rielles linéaires  expliquées  au  Chapitre  Y,  on  peut  généraliser  les 
solutions  ci-dessus  en  les  étendant  à  des  surfaces  du  second  ordre 
en  général. 

237.  Trouver  Véquation  d'un  cône  de  rés^olution  dont  le 
sommet  est  à  l'origine. 

Soient  a  funité-vecteur  qui  donne  la  direction  de  l'axe,  e  le  co- 
sinus de  l'angle  que  les  génératrices  forment  avec  Taxe  ;  si  p  est  le 
vecteur  d'un  point  quelconque  de  la  surface  du  cône,  on  aura 

SaUp=:qie, 

ou  bien 

S*«p=: — e*p'. 

238.  Changeons  l'origine,  en  la  plaçant  dans  Taxe  en  un  point 
dont  le  vecteur  est  j? a  ;  l'équation  devient 

( — j74-Sflray)*  =  — e*(xoL-^xsy 


[pour  p  =  ara-f-w 


Supposons  j  que  le  cône  varie  de  manière  |  qu'une  section  circu- 
laire, perpendiculaire  à  l'axe  et  de  rayon  6,  reste  invariable,  pen- 
dant que  X  et,  par  suite,  e  varient  |  le  sommet  du  cône  se  déjAa- 
çant  en  conséquence  sur  l'axe  [.  On  aura  alors  constamment 


X 


v/6*T^ 


Lorsque  x  converge  vers  Tinfini,  e  convergera  vers  l'unité,  et  l'é- 
quation de  la  surface  j  dans  laquelle  on  aura  remplacé  e  par  son 
expression  en  Xf  développé  les  résultats,  opéré  les  réductions,  puis 
divisé  par  x^  les  termes  restants  |  se  réduira,  pour  x  =  go  ^  k 

S*  ocw  -4-  m*  -4-  6'  =  o, 

9 

et,  comme  telle,  elle  représente  un  cylindre  dont  la  section  nor« 
maie  à  l'axe  est  un  cercle  de  rayon  b.  Comme  vérification,  il  suffira 
de  remarquer  que,  si  ta  est  le  vecteur  d'un  point  du  cylindre,  on 
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devra  avoir  (n^  201) 

♦'(jiialion  qui  esl  au  fond  la  morne  que  la  précédente 

a-  étant  =  —  i  j. 

239.    Troiaer  Véquation  d'un  cône  rjui  a  une  section  ciiru- 
Idire,  mais  qui  est  généraletnent  oblique. 

Plaçons  le  sommet  du  cône  à  Toriginc,  et  prenons  pour  é(|Ud- 
tions  du  cercle  celles  d'un  plan 

S  ap  —-.  I 
<'t  d'une  sphère  (passant  par  l'origine) 

On  peut  mettre  ces  équations  sous  la  forme  suivante 


S  a  U  p  =  ??;-  ) 


1 

—  Tp=:S?Up. 


Nous  pouvons  maintenant  éliminer  Tp,  ce  qui  nous  donne  une 
relation  devant  être  satisfaite  par  Up,  cVst-à-dire 

SaUpS;îUp^— I. 

On  tire  de  là     introduisant  toute  autre  valeur  de  Tp  à  volonlé! 

P'— SapS?p=zo, 

ce  qui  est  l'équation  demandée  du  cône. 

Puisque  a  et  j3  entrent  dans  cette  équation  de  la  même  manière, 
on  voit  que  la  forme  de  l'équation  prouve  à  elle  seule  l'existence 
des  sections  circulaires  antiparallèles  découvertes  par  Apollonius. 

210.  L'équation  que  nous  venons  d'obtenir  peut  se  mettre  sous 
la  forme 
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eif  puisque  a  et  ^  sont  perpendiculaires  aux  plans  cycliques 
(n^  59),  on  en  tire 

sinp  8in/>'  =  const. 

p  et  p'  étant  des  arcs  décrits  à  partir  d^un  point  quelconque  de  la 
conique  sphérique  et  dans  des  plans  respectivement  perpendicu- 
laires aux  plans  des  arcs  cycliques.  Cette  propriété  est  bien  con* 
nue. 

I  Les  plans 

S  gep  =  o    et    S  pp  =  o, 

c*esl-i-dire  les  plans  passant  par  l'origine  et  respectivement  parallèles  aux 
sections  circulaires  du  cône,  sont  appelés  lesplans  cycliques  de  la  conique 
sphérîque  déterminée  par  Tintersection  du  cône  et  de  la  sphère-unitéi 
cette  dernière  ayant  son  centre  au  sommet  du  cône  en  question.  1 

241*  Si  nous  coupons  le  cône  cyclique  par  un  plan  passant  par 
l'origine,  tel  que  ' 

les  traces  de  ce  plan  sur  les  plans  cycliques  seront 

Va-f     et    VpYf 

etToD  pourra  représenter  un  vecteur  p  quelconque  du  plan  S.yp  =  o 
par  (n«  29) 

p  =  xUVotYH-vUVPY. 

Substituons  cette  valeur  de  p  dans  l'équation  du  cône  ;  nous 

obtenons 

—  X* — y*  "h  Vxy  =:  o, 

P  étant  un  scalar  déterminé  par  Téquation  du  cône.  Il  suit  de  là 

que  les  valeurs  de  j;  et  de^  prennent  les  mêmes  couples  de  valeurs 

I  c*est-à-dire  si 

d?  =  a,    y=^h 

est  une  solution,  on  aura  aussi 

x-^zmhy    yz=:may 

m  étant  un  facteur  qui  n^influe  en  rien  sur  la  direction  de  p  j. 
De  là  découle  la  preuve  de  la  proposition  du  n®  59  *,  en  vertu 
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de  laquelle  (dans  la  dernière  ligure  du  numéro  cité)  on  a 


PL  =1  M(). 


î2iî2.  Lorsque  .r  et  j-  sont  égaux,  Tare  transversal  }  ^\LJij,'.  lo. 
[).  ()i  j  de\ienl  langent  à  la  conique  sphérique,  et,  dans  ce  cas,  ccl 
arc  sera  é\ideinm('nl  partagé  en  deux  moitiés  par  le  point  de  con- 
tact, ^îous  aurons  alors 

I'  ^-  o.  =.  ■>.  s  U  V  av  U  \-  3 Y  +  J^^J^  . 

1  (  V  ay  V  ^'(  ) 

(À'ite  équation  est  celle  du  cône,  dont  les  génératrices  ^  sont  me- 
nées parlurigine  perpendiculairement  aux  plans  tangents  du  conc 
cNclique  pr()|)osé.  En  partant  de  la  définition  de  ce  dernier  cùnc. 
on  trouverait  l'équation  que  nous  venons  d'obtenir. 

tJ43.  Il  >era  utile  d'observer  que  les  propriétés  des  projecUon> 
>léiéograplii([ues,  à  l'aide  de  la  sphère,  peuvent  se  déduire  dt*  la 
forme  de  récpiation  ci-dessus  du  cùnc  e\ clique,  principalement  h 
propriété  en  vertu  de  laquelle  un  cercle  se  projette  suivant  un 
cercle. 

iii.  Dans  les  premiers  paragraphes  du  Chapitre  suivant,  nous 
serrons  que  l'équation  du  cône,  au  n*^  t239,  exprime  l'équation  la 
plu>  générale  du  cône  du  second  ordre,  dans  le  cas  où  l'origine  o?l 
au  sommet.  Il  î>era,  en  ellét,  démontré,  au  n°  !2i9,  que  l'équation 
du  cône  du  second  ordre  peut  toujours  être  mise  sous  la  forme 

«l  que  le  premier  membre  peut  s'exprimer  par 

'j>  étant  une  fonction  vectorielle  linéaire,  conjuguée  d'elle-même, 

e\ primée  par 

..p  =  i;V.a:?-t-(.\  +  v:Sa3)?. 

Par  le  n**  108,  on  peut  la  transformer  en 

cpp— /.p-h  V.Xs|x; 
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par  suite,  l'équalion  générale  devient 

{p  —  SX[x)p*-H  aSXpSfif  =  0, 
ce  qui  e»t  la  forrae  du  n*^  239. 

2tô.  Prenons 

Sp<pp  — o, 

comme  étant  la  forme  la  plus  simple,  el  diflférentions  ;  nous  obte- 
nons 

S  e/p«p,s -h  S  p  É^( <pp  )  =1  o     ou     2Se/pîpp  =  o. 


\ 


On  voit  que 

r/^p  — £/VaS3p— 2aS?e/przz(p(^p)     ^t     Spcp(^/p)  —  St/p.<pp.j 

]|  suit  de  là  que  ;pp  est  perpendiculaire  au  plan  tangent  à  Textrc- 
mité  de  p.  L'équalion  de  ce  plan  sera  donc 

S^pCnJ  — P)  — o, 

BJ  étant  le  vecteur  courant  d'un  point  du  plan  ;  IVquation  du  cône 
rt'duii  celte  dernière  à 

Swîpp  --  o. 

216.  Véqualion  du  cône,  formé  par  les  normales  à  un  cône 
donné,  se  déduit  de  Véquation  de  ce  dernier  comme  suit.  Nous 

a\ons 

o~Spçp--Sç>--»(o.s)op. 

Si  nous  posons  <pp  rrr  o-  [  t  sera  normal  au  cône  donnr  j,  rrqualion 
do\ienl 

I 

ê 

l)e  celle  équation,  jointe  à  celle  du  cône  donné,  on  peut  déduire 
de  Donibreuses  propriétés  entre  ces  cônes  corrélatifs,  entre  autres, 
\i"i  propriétés  qui  se  rapportent  aux  coniques  sphériques  corres- 
p<uidanle$.  Nous  laissons  ce  sujet  au  lecteur. 

247.  Comme  dernier  exemple,  recherchons  Véquation  dun 
cône  cyclique,  lorsque  cinq  de  ses  génératrices  sont  données  ; 
«•n  d^autres  termes,  déterminons  le  cône  du  second  ordre  dont 

Tait.  —  Quatcr nions,  I.  IJ 
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/(*  somnx't  rst  à  /'oriai/f*'  el  dont  la  surface  cotUirtU  les  vccfruis 
y.y  -j,  *',  0,  î  (1(^/1  nrs. 
l/éciualion 

(r)  o  _    S.\  (\  aSX  oç)\  (\'V\  s;.)  V(--:Vsa) 

ri'pn'seiilc  un  ccme  dont  le  .soinin<4  vsi  à  Torif^ino,  car  ré(jujili"ii 
ne  cli;ini;('  pas  si  l'on  v  rr'ni|)lac<*  o  |)ar  .rz.  \)r.  plus,  la  snrhm 
reprcscnlrc  srra  un  cône  du  second  ordre,  |>uls([u<*  c  \  eiilre  d-  nv 
lois  eoninn^  l'aelenr.  l'.nfin,  a,  ^'ii,  ^',  o,  t  seront  des  ;;énéralii<'«'> '. 
ear,  >\  Ton  reni|dace  o  par  l'un  de  ces  \ecleurs,  l^'cpialion  d^vi' "' 
une  idenhté.  l\u*  <'\einpl<'.  en  r<Mnplaeanl  z  par  ^j,  nous  aun»\i^. 
potu'  le  sr<<)nd  ineinhre, 

>  )  lit  >  >  1  ( 


s  \  3:^^  \  01     \  ^a  s  \  -  0  \  '^  '  \  £  i         \  -0  S  \  'iia  V  V'  \  i^ 


Lr  prcuiii'r  terme  e>t  nul.  j)arc(^  <pi(* 


S.\  a'i  \  oi\  S 


S.(\  a'ir  \  03 


o; 


le  S('er)nd  tenue  e>L  nul,  parce  rpu-  les  trois  vecteurs 

t  k      i  1 

>-onl  enpIanairt'N.  étant  tous  h's  Irois  per|)<'ndiculair<'s  à  [i  ;  r«(|iia- 
lion  (I)  sera  donc   l/Njualion  diMuandée. 

\in>i  <[ue  llaïudlon  la  (ait  refuar([uer,  l'écpiation  (  i  wlonn»  K» 
d('inon>lral  ion  du  lli('nrèin<'  <!e  Pascal;  car  cette  «Mpialion  inoul»^' 
<pu'  les  iutcrscctiitus  des  plans  de  7..  [j  et  d(^  o,  î,  des  [)ians  d<'  /»  "' 
et  de  3,  z,  des  i>lans  d<'  •',  o  l't  d(*  c,  a,  sont  trois  droites  silni«'< 
dans  un  ini'nic  plan.  Ou  autrement  :  en  e\[)rimant  le  ré-^tdlal  .« 
l  aide  d'uiK'  s<'chon  plane  du  côiu' ),  si  les  j)oints  d  intersection  ^n'^ 
<m\|(''s  opp«>>(''s  d'un  hexaj^onc  iu>cril  dans  une  courbe  sont  en  lii;'J«' 
droite,  la  courhe  srra  um*  section  conicpu'. 


orKSTioNS  pH()iM>si:i:s  roi  k  lk  ciimmtrk  mi. 

1.    On   prend  un   poirrt  (^  sur  le  vecteur  tiré  de  l'origine  à  im 
|)0int  P  du  plan 
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(le  lelle  sorte  que  OP  et  OQ  satisfassent  à  la  condition 

QO.ÔP  =  consL  ; 
trouver  le  lieu  géométrique  du  point  Q. 

â.  Quelles  sont  les  sphères  qui  coupent  le  lieu  de  P  et  celui  de 
Q  dans  (1),  de  telle  sorte  que  les  deux  lignes  d'intersection  soient 
Mtuées  sur  un  même  cône  à  sommet  O? 

3.  On  donne  un  plan  et  une  sphère,  et  Ton  considère  une  sphère 
variable  qui  soit  tangente  au  plan  et  qui  coupe  la  sphère  donnée. 
11  s'agit  de  démontrer  que,  si  le  point  de  contact  reste  invariable, 
les  plans  d'intersection  des  deux  sphères  passeront  tous  par  une 
Jroite  fixe  dans  l'espace. 

Pour  les  mêmes  données,  mais  pour  un  point  de  contact  varia- 
Me,  trouver  le  lieu  du  centre  de  la  sphère  variable,  sous  la  condi- 
tion qu*elle  coupe  la  sphère  fixe  par  un  point  donné  invariable. 

i.  Trouver  les  rayons  des  sphères  qui  soient  tangentes  à  la  fois 
à\i\  quatre  plans  donnés 

Sat3  ^i::  o,       S^p  =  o,       S^p  rrt:  O,       S  Op  ---  l. 

[Quel  est  le  volume  du  tétraèdre  compris  entre  ces  plans?] 

o.  Si  une  droite  mobile,  passant  par  l'origine,  forme  avec  des 
li^'nes  droites  fixes,  en  nombre  quelconque,  des  angles  variables 
\  ^ii,  H29  • . .  et  que  ces  angles  satisfassent  constamment  à  la  re- 
lation 

a  cosO  -f-  «i  cosOi  -h.  .  .-Tz  const., 

le  lieu  de  la  droite  mobile  sera  un  cône  droit  à  base  circulaire. 

6.  Déterminer  les  conditions  en  vertu  desquelles 

exprime  un  cône  droit. 

7.  Quelle  est  la  propriété  d'un  cône  (ou  d'une  conique  sphérique) 


'A\.>  cil  A  I>1TUK    VU 

qui  tioiJNc  son  expression  dans  la  forme  de  son  équation 


o  . 


X.    (  hielles  sonl   les  c(jndilions  [)our  que  les  surlaees  rejni- 
lées  par 


sri! 


So'vO  _    O      ri      S.  •.Z'/."^ 


o 


lé^riièrenl  en  deii\  plans? 


•  )ii 


\).     Iionver  le    heu  ;;é<unélri(pu'  des   soniniels  des  eone-*  <!i 
;  de  r<''Nolulion  )  (|Ui  <»nl  une  idlipse  donnée  |)Our'  [>ase  e<uniniiin  . 


10.  l)ru\  cnuc^  di'oils  oui  Irurs  axes  parallèles.  ■Montrer  <.jii'' 
la  projerllon  orllioij;onale  de  \cuv  eourhe  d'inlerseelion  ^ur  le  |>!iii 
de^  deux  axes  e>l  une  paralxdc. 

11.  iJrux  splièiu"^  élauL  doiuuM^s  de  |H)silion  el  de  ^nui«irui. 
rnonher  (pie  loulc  aulr<'  sphère,  (pii  les  eoup(^  eha(Mine  ^nu-  un 
;5n^le  domu',  scia  laniifiiUî  à  deux  >phère>  fixes  el  e(»uprr«É  ;i  iifijli 
dioil  une  dernière  sphèie  hxe. 


1*2.    Montrer  «(uc,  iorsrpi'une  >j>hère  est  plaeé*e  sur  une  i  ihl 
largeur  de  sou   oinhre   porh'-r  elliptique   .sera    iiuh'pendiuih' 
posili«)n  de  la  sphère  à  r(''i;aid  du  point  lumineux  (ixe. 


f.   M 


«J.'    !.« 


1  M.  Kdrnier  l'iMpial  ion  d  un  e\  lindre  axant  pour  seelion  un  roi'  !• 
donné  el  p<uir  axe  une  «Iroile  (humée,  livuner  la  norniiilo  <l  '  ' 
seehon  eireuhnre  -on^-eonh  au»'. 

!  i.    ÎJaul   doum's   la   Inj^c  d  un   lriani;le  splu-nque  el   le  pinJniI 
de.-i  eo>inus  de>  (oh's  adjacents,    prouver  (pie  le  lieu  iiénimli  :'[i" 
du  '  oiuiuel  oppo>é  à  la  hase  <'«>l  une  eonique  sphi'rnpie  el  «pjf  '''^ 
p(')h;s  <hvs  ares  eNeTupies  de  eelh- eonicpie  sonl  aux  exlrt'-inih'- <l'' '•' 
hase  dfuiiK'e. 


IT).    (llAMii.rox,  />/s/i(f/f  Lf(\\'s  l*rcniiuin.  l'.x.  18r>8. 

K")   ^^^nel'.e  e<t  la  propriété  d  une  eonupie  sphérique  (pu  li"i'^» 
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>on  expression  immédiate  dans  la  relation 

SP.S?=.-i? 

r 

(h)  Prouver  que  Téqualion 

(VXp)*4-(S(.?)»=r.O 

représente  un  cône  du  second  ordre,  et  que  \  représente  la  direc- 
tion d^une  des  droites  focales  et  [x  la  perpendiculaire  au  plan  dii^c- 
leur  correspondant. 

16.  Montrer  que  les  aires  de  tous  les  triangles  sphériques  sont 
égales  entre  elles,  lorsque  les  triangles  sont  formés  par  un  arc  tan- 
gent à  une  conique  cyclique  et  par  les  segments  des  arcs  cycliques 
correspondants. 

17.  Montrer  que  le  lieu  d'un  point  sur  la  sphère  sera  une  co- 
nique cvclique,  lorsque  la  somme  des  distances  du  point  (mesurées 
par  des  arcs  de  grand  cercle)  à  deux  points  donnés  de  la  sphère 
est  constante. 

IK.  Si  Ton  mène  deux  plans  tangents  à  un  cône  cyclique,  les 
quatre  lignes  d'intersection  qu'ils  forment  avec  les  plans  cycliques 
l'ont  partie  des  génératrices  d'un  cône  droit  (de  révolution). 

19.  Trouver  l'équation  du  cône  dont  les  génératrices  sont  les 
intersections  de  couples  de  plans  tangents  à  un  cône  cyclique 
donné,  l'angle  des  plans  étant  un  angle  droit. 

20.  Trouver  les  conditions  à  remplir  par  cinq  points  donnés 
pour  qu'ils  soient  situés  sur  une  sphère. 

il.  Quelle  est  la  surface  représentée  par  l'équation 
lorsque 

ï,  ^,  Y  étant  des  vecteurs  donnés,  et  x,  y,  z  étant  des  scalars  va- 
riables? 
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Exprimer  r('(|iKUion  de  la  surface  à  Taide  seulement  de  a,  'i.  • 
et  c. 

!2t2.  Trouver  Téqualion  du  cône  dont  les  p;énératrices  sniil  1.^ 
bisseelrices  des  angles  lonnés  par  une  droile  fixe  el  par  loulcauln' 
droile  située  dans  un  plan  donné  el  rencontrant  la  trace  de  la  li^u- 
fixe  dans  ce  plaru 

(Quelle  est  la  proj)iiété  de  la  conique  spliérique  (|ui  résulte  dire» - 
lement  de  celle  construction? 
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CHAPITRE  VIII. 


DES  SURFACES  DU  SECOND  ORDRE. 


248.  L'équalion  générale  à  scalar,  dans  laquelle  le  vecteur  p  se 
trouve  engagé  au  second  ordre,  doit  contenir,  en  premier  lieu,  un 
terme  indépendant  de  p  ;  en  second  lieu,  des  termes  de  la  forme 
S.ârp6,  dans  lesquels  p  se  présente  au  premier  degré,  et  enfin  des 
termes  de  la  forme  S.ap6pc,  dans  lesquels  les  éléments  de  p  en- 
trent au  second  degré,  a,  6,  c,  • . .  étant  des  quaternions  con- 
stants. 

Or  le  terme  S.ap  6  peut  être  mis  sous  la  forme 

S.p\{ba) 
ou,  si  Ton  veut,  sous  la  forme 

S(Sa-+-Vfl)p(S^>-+-Vô)i=:SaS.pV6-+-SôS.pVa-+-S.pV6Va. 

et  chacun  de  ces  termes  peut  être  mis  sous  la  forme  Svp,  où  y  est 
un  vecteur  connu. 

De  même,  le  terme  S.apbpc  peut  être  ramené  à  un  ensemble 
de  termes  dont  chacun  affecte  l'une  ou  T autre  des  trois  formes 

Ap«,  (Sotp)»,  SapS?p, 

la  seconde  forme  étant  un  cas  particulier  de  la  troisième.  En  effet, 

S.ap6pci=iS.cap6p=:Sa'. p6p  =  {2Sa'  Sb  —  Sa'6)p'H-2Sa'pSfep; 

et,  comme  cas  particulier,  nous  pouvons  avoir 

\a'=\b. 

Ainsi  (en  introduisant,  pour  plus  de  convenance,  le  facteur  a), 


9.(i  î 


<:\i\  iMTiiii:  VIII. 


nous  pouvons  ccrirr  Irqualion  i^ôn/'ralc  à  sralar,  du  second  dt'u 
comnio  suit 


11- 


(  I 


■>  ""^^   S'y-  ^  '-i'  -^   \  '- 


C, 


^W.   Tiansporlons    Tori^^ine   do  ()    vu   1),  cl   j)osons   01)-    o: 
-   dc\  ioni  0    |-  p,  cl  l'équation  prrnd  la  l'orme 


S  fis  S  ao  I    -  ■.>.  A  S  es 


I 


■K  >"Z     > 


*  >. 


\ 


\a\  première  j)uissanee  de  i  disj>araili'a  el  l?i  surlaec  sna  rap|i<nlrt 
à  son  (M'ulre,  si  nous  posons 


i->0 


1  (  a  s 


3  S  ao 


<  ^. 


(lellr  rqualiiMi  au  \eeleur  o,  du  prcn.ier  de^rr,  donne.  (Mi  ^^ciuTal. 
un<»  Nali'ur  unirpn»  à  o  à  I  anlr  drs  procédés  du  (Ihapili-e  \  .  [\iui^ 
dé'j)as<cri()ns  Ie>  limilc>  d  un  liail(''  «'Icmcnlaire,  >^i  nous  vonluui^ 
considiVrei'  les  cas  pai  I  iculicis  où  ré(juahon  (  •>.  )  rcprc-scnle  on  mn' 
droilc  ou  un  plan,  doni  chacun  {\ç>  jioinls  (dans  les  deu\  ca-»  i  ^^'- 
rail  un  cenire  de  la  surlaec.  \ou^  avons  e\jdi(pn'',  au  (Jiapilre  \. 
les  pr(M'('Ml<''S  à  suiMC  dans  de  pareils  ca>.  1 

Diiiio  l'aniilN-^t'  rpii  \  ;i  siiixic.  on  l'ait  «''palnm'iU  ah>t  laïf  ion  «lu  •  .i- <•" 
Icipialion  (  •>  1  «-('lail  iiiipnvvihlc  ;  c-  (•a>  <«'  jné^fiUfiail  loi<«|m'.  tiaii*  I' 
eiil)i(nn'   londaiiM'nlal»',    nii    amail    jn        o.    Na(  urcileiiienl .   («•  ia<  it'iiriini'' 

SupjM)sant  la  valeur  de  o   tiou\ée.  on  posera,  pour  celle  valciu. 

t  I 

el  l'on  rann'n(^ra  par  là  l't'cpnilion  iicMu-rale  à 

\J   i    ■>.  iSasS  ^.         I). 

[.ors(ju<'  [)  '—-  o,  la  >inrae«!  .-era  coni(|ue  i  ('a>  <pie  nous  aven** 
liaité  dans  le  (lliapilre  |)récé(l<Mil  ).  Si  L)  n'est  j)as  nul,  la  surfine 
sera  un  ellipse  ïde  ou  un  In  perholoïde.  Dans  ce  qui  va  siÛmo. 
nous  suppoSiMOns  toujours  (|ue  la  surface  5oil  nn  ellipsoïde,  *' 
moins  cjue  nous  ne  lassions  e\pr(  ss('menl  l'hvpotlièse  contraire.  1-' 
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CCD  sidéra  lion  des  hyperboloïdes  demande  certaines  précautions, 
dont,  pour  le  moment,  nous  voulons  éviter  de  nous  occuper. 

En  admettant  que  D  soit  différent  de  zéro,  nous  diviserons  par 
D,  et,  par  cela,  nous  ne  faisons  que  changer  les  tenseurs  des  vec- 
teurs constants.  L'équation  des  surfares  centrales  du  second  ordre, 
rapportées  à  leur  centre,  sera  (en  excluant  les  cônes) 

âaO.  Si  nous  diflerentions,  nous  obtiendrons 

3^Sp</p  H-  2  2:(SarfpS3p  -h  SapSprfp)  —  O, 

r'esl-à-dire 

S.«^?[^p^2(aS?p-+-pSap)]::=o. 

Par  application  du  n"  137,  le  plan  tangent  aura  pour  équation 

S(TiT  -  p)  [^p  4- S(aS?p -t- ?Sap  )]  ^r  G, 

»t,  par  (U),  celte  équation  deviendra 

S.m[^p+2:(aS?p-h?Sap)].=:i. 
Si  nous  posons 

.'0  v^-p-+-2((aS?pn-?Sap), 

Tcquation  du  plan  tangent  deviendra 

Svm  r=:  I, 

<'l  Téqualion  de  la  surface  sera 

Svp  znl, 

Puisque  v*  satisfait  à  Téquation  du  plan  tangent,  et  que  la  direc- 
tion de  V  est  celle  de  la  normale  à  ce  plan,  il  est  évident  que  v"* 
>era  la  perpendiculaire  abaissée  de  Torigine  sur  le  plan  tangent  ; 
|>ar  suite,  v  est  appelé  le  vecteur  de  proximité. 

JOn  a 

Svw  =  I  =  V  X  v~*,     d'où     Sv(tïï  —  V-*)  — o; 

par  ïtuite,  w  —  v^  est  un  vecteur  situé  dans  le  plan  tangent  et  compris 


>(')(>  en  A iM tri:  VllI. 

cuire,  lo  pii^l   «lo  la   pf rpondiculairo  ci-dessus  cl  le  point   quelconque  rr  il< 
(•<•  plan  tan«:enl.  [ 

tjril.  llamilloii  représente  v  |)ar  la  noialion  '^g,  v  étant  évidoiu- 
incnl  une  lonetion  veeloriclle  linéaire,  el  'w^,  coninic  auChapiticA  . 
e\[)rinianl  un  opérateur  ou  une  lonetion  d'opérateurs.  A  1  a\.iii- 
la^c  (les  li*eleurs  (pii  ne  s<'  seraient  familiarisés  (pi'a\ee  les  partir- 
éj('inenlaires  (lu  (^liapilre  \  .  nous  allons  re|)ro(Juire  eertaines  p.u- 
lies  (Je  ee  Chapitre. 

Nous  poserons  donc 

s  i    I  ~     I  \  I     I  I  I 

l'ji  vertu  de  eelle  délinilion,  on  peul  aisément  voir  cjue  Ton  a 

(  /f  )  'w  (  0  —  7  )        '-:•-':, 7, 

4  1  1     <  l  ' 

pour  deux  ou  |)lusieurs  \eeieurs; 

eas  particulier  de  (a),  .r  étant  un  sealar  : 

•    I  al 

e'est-à-dir(j  (pie  '^z  est  conjugué  de  lui-même.  Cette  dernière  pi'»- 
priélé  de  re\j)rrssi()n  (  (^  )  (\si  d'une  grande  importance. 

!2')-î.    I^'eipiation  «générale  des  surlaees  du  seeond  ordre  à  cenli'' 
(les  cônes  exceptés)  peul  donc  s'écrire 

(  I  )  S  s  '^  :        I . 

En  dilïérenlianl,  on  a 

S<^/s  'vi  -;-  S  :  (lz>z   -   o, 

lit  lit 

ce  (pii,  en  appli(pianl  (  c)  et  ((l)  au  seeond  terme,  donne 

.1  S  </:  o:  1   o. 


I    •  t 


el,  par  suite,  comme  au  n"  2^)0,  mais  avec  plus  de  concision,  lé- 
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qnallon  du  plan  tangent  à  Textrémité  de  p  sera 
c'est-à-dire 
Si  ce  plan  passe  par  Â  (en  posant  OA  =  a),  nous  avons 

el,  par  (rf), 

pour  tous  les  points  de  contact.  En  conséquence  Téquation  (9.) 
représente  le  plan  de  contact  des  plans  tangents  passant  p^r  Â. 

253.  Trouver  le  cône  enveloppant  dont  le  sommet  est  en  A. 
Remarquons  que  Téquation 

(Sp^p  —  l) -+-/>(  Sp^ai  —  l)»r=o, 

p  étant  un  scalar  quelconque,  représente  une  surface  du  second 
ordre  tangente  à  Tellipsoïde  (i)  le  long  de  la  courbe  d'intersection 
avec  le  plan  (2). 
Pour  le  point  A  même,  on  aura 

ce  qui  donne  la  valeur  de  />.  LYquatlon,  à  Taide  de  cette  valeur, 
devient 

(i)  (Sp?p  —  l)  (Saoa  —  1)  —  (Spoai  —  i)*=no, 

el  donne  le  cône  cherché. 

Pour  vérifier  ce  résultat,  transportons  l'origine  en  A,  en  rem- 
plaçant p  par  p  +  a. 

Si  nous  appliquons  (a)  et  (d)^  le  résultat  deviendra 

iSoop  H-  aSp  ^«  4-  Saça  —  i)  (Saïpa  —  1)  —  (Spoa  -+-  Saça  —  i)*^=i  o 

ou  bien 

Sp  çp(Sa<pa  —  1)  —  (Sp  ça)'=i:o, 

équation  qui,  étant  homogène  en  Tp,  sera,  par  conséquent,  celle 
d'un  cône. 


»()S 


<:ii  \piTRr-   viii. 


Snj)j>()>()iis  que  la  disiaiire  de  A  dc\  lenne  infinie,  lioiis  rcmpl.i- 

«•(•loiis   pour  eelii  a  par  ./a  dans  (  i),  en  laisanl  eonverijer    r  mï^ 

rinfini.    \l()r>,  en  iKM'onscrvanl  fjue  les  termes  alleetés  de  ./-.  ikui^ 

aurons 

(  S  c'^  >        1  )  S  3t'^a  •   -  (  S  S'^a  )  - .  -.:  »  > 

pour  r«''<piiilion  i\y\  e\lindre  cineloppanl  druil  les  j^rncralriee^  •^ont 
parallèles  à  a. 


tjrJi.    Pour  <''lu«li<'r  daxanlai^c  la  nalmc  de  la  surlaee  So'w':=^i. 
rlieiTlions  h'  lieu  (h's  pninis  imlicur  duit  s\  slènh'  de  ntidcs  fm- 

Su|)|>osons  <[u'(*llrs  soirni   parallrh's  à  un  vcMlcur  j.\    <\   m  ♦'>!  !< 
\('<*(cur  du  point  milieu  dr  l'une  <l<*  ees  eordes,  les  exlrénulé-^  •!•' 
la    eorde  auroni    ^        ./y.  d   ^tt        .r  a  ]>our   Nceleurs.    (les  verli'iu> 
seront   do    \;il«'uis   parhculières  de   c,  (lui  d()i\enl   •^alislam*  à  I  r- 
(pialion  (  i  )  du  n"  !2*)t2. 

Nous  d<'\  rons  doue  a\  on* 


S  (  rrr      :  .ry.  i  ':  (  ^ 


l'T.  ]      .       I  . 


I  )<•  là.  en  apj)l!<pianl  \  ti  )  l'I  u/  i,  nous  ohlcnons  les  deux  é<piiili'Mi! 


SrTT:.r7T         ./-  S:('-a 


et 


I  r  1 


Srrt'^a 


o. 


(]<'llt'  dcrniri'c  (''(|u;ilion  montre  (pu*  le  heu  du  point  niillen  i  e\- 
lr(''milé  de  tt;  )  d'uue  (orde  |)ai'allèle  à  a  est  un  |)lan  pa^^ant  pnr  !<' 
<'en(re,  la  nornmle  à  ce  |)I.Mi  clanl  'j^a  :  par  suilt*.  I(*  pl;ui  est  p;t- 
lallèh'  au  ]>lan  lancent  nn-m''  par  l<'  pcnnt  où  0\  ;  a  reneonlre  la 
"-urlaee.  Par  raj>plieal jon  de  (  d  )  à  (  i  ),  nous  \ovons  que  relh'  pro- 
priété est  ré(:i[)r(Kpie,  e'es|-à-dire  <jue,  si  [j  est  Tune  quele()n(]iir 
des  valeiiis  de  tt?,  savoir  <pie  'j  soit  un  \eeleur  «lonné  situé  dun^ 
l«*  plan  (  I  ),  a  sera  un  \ cm  leur*  situé  dans  un  |)lan  diamétral,  c  est-a- 
dii'e  un  plar)  j)assaiit  par  le  e<'ntreet  eoupant  ]3ar  leur  milieu  loute^ 
l«'S  eordes  parallèles  à  [ï. 

[.es  é(piatn)ns  de  ees  plans  sonl 

SrTT'^a  :  -  o, 

S  777'-^  S  -:-     O. 


DES   Sl'RPAGES   DU   SECOND   ORDRE.  ^69 

Supposons  V.f acp^  =  y,  qui  est  la  ligne  d'intersection  de  ces  deux 
plans  ;  nous  aurons 

el(i)  donnera 

Il  V  aura  donc  un  nombre  indéfini  de  systèmes  de  trois  vecteurs 
2,  3,  V,  tels  que  les  cordes  parallèles  à  chacun  d'eux  seront  bissec- 
lées  par  le  plan  diamétral  passant  par  les  deux  autres. 

*iSo,  Par  le  n®  23,  nous  savons  que  tout  vecteur  peut  être  exprimé 
par  une  fonction  linéaire  de  trois  autres  vecteurs  quelcon(|ues  non 
parallèles  à  un  même  plan.  Soit  donc 

où  nous  ayons  entre  a,  ^,  y  les  équations  (2)  du  paragraphe  précé- 
denly  et  soient  de  plus 

Syçy  — M 

de  sorte  que  a,  p,  y  sont  les  vecteurs  de  points  de  la  surface  el 
expriment  un  système  de  trois  dcmi-diamèlres  conjugués. 

Mettons  la  valeur  de  p  dans  Téquation  de  la  surface;  si  nous 
avonfi  égard  aux  relations  entre  a,  ^,  y,  ainsi  qu'aux  relations  (a), 
\h)  et  {€/),  nous  obtiendrons 

Pour  transformer  ce  résultat  en  une  équation  à  coordonnées  ordi- 
naires, nous  avons  à  observer  que  jr  est  le  rapport  qui  existe  entre 
la  composante  de  p  parallèle  à  a  et  a  lui-même,  et  ainsi  de  î*  et  de  z. 
Si  nous  désignons  par  $,  r,,  Ç  les  coordonnées  de  rexlréniité  de  p, 
rapportée  à  des  axes  parallèles  aux  demi-dinmètres  conjugués  a. 
%  V,  et  si  nous  représentons  par  a,  6,  c  les  longueurs  de  ces  demi- 
(liamètresy  nous  aurons,  pour  l'équation  ci-dessus, 
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ce  (|ui  est  ré(|ualion  connue  de  rellipsoïde  rapporté  à  un  svsl*  11 
(h;  diamètres  conjugués.  I  On  a 


ir 


et 


aj\, 


;l 


-    fn: 


r  z 


'i  -\- 


■A 


o 


ri 


|>oui*  la  eonslruction  du  point  d(^  la  suriaee.  ! 


^riO.  Si  nous  éeri\ous  — 'V-  au  lieu  d(î  '^^  les  écpialious  pr/rr- 
dnites  preiulronl  une  lonue  iulrressanh.'.  Celle  substitution  cl»*  y- 
sup|>ose  (pie  la  loiielion  •!>  puisse  élre  Irouvée  ;  nous  adm^'lliun^ 
pour  un  inoinent  (jue  celle  espèce  d  evlracliou  de  racine  soil  lè^^l- 
time,  ce  (pie,  du  resle,  nous  ('UihJii'on^  l)ienl(')t  (au  numéro  sui- 
vaul  )  ;  de  même,  nous  admrllrruis  pro\  isnirenicnt  (pic  les  propru- 
lés  (y/),  (  //),  ((•),  (//  )  du  n"tirii  a|)parliennenl  aussi  à  la  fonction  *!. 

L  écpialioii  de  la  ^m  laeo  des  ienl  donc 


r'esl-à-dire 


<  .'  -  .>  - 


I  , 


1  , 


ou   l 


)I<'U 


TrV.) 


I. 


Si  nous  ciHuparons  ce  lésullal  à  léipialion    de  la  s|)lière-uiiilf    ■« 
iM\on      -  I  ) 


nous  d('*cou\  l'ons  ^analo^ir  «'iilre  les  d(Mi\  surface^,  e'esl-à-dire  <|ii' 
f(f  sphi'i't'  Si'iff  rlnfni:rr  r/f  un  rffip>inï(h>,  r/  nico  \(Msa,  i)fU'  iinr 
(h'InrnKffmn  hncain'  </<'  chiniin  fl's  rcch'ff/s  (  mené  du  ceiilrc  ii 
un  |)(unl  de  la  snrfiice  ),  r/  /' (>!>('' talc  ni'  de  ci'Uc  tiansf(ii'ni<ili"ii 
sein  hi  JnfKfinn  -L  <ni  snn  i/n-r/sr.  Nous  reprendrons  ce  sujet  an 
(llia|>ilre  sur  la  (lini''mali(pie. 

D«'*-ii:nant  \);\v  s  lo  vr< icnr  «l'iiri  poiiU  «le  la  «iurfiioi'  do  rollipsoùle.  ri  pu 
(')  le  \('(hMn  (lu  p<»int  foirc-^puinlinit  sur  la  snrfai-o  «le  la  >j»hère-inut«-.  iit'H"^ 
po'itiii?  non  '^(Miloinent 


mais  aii><i 


•:s 


(O, 


DES  SURFACES   DU   SECOND   DEGRÉ.  IJI 

Par  suite,  nous  avons 

Ainsi  4^  est  l'opérateur  qui  transforme  l'ellipsoïde  en  sphère-unité,  et  ^-i 
e!)t  l'opérateur  inverse  qui,  appliqué  à  la  sphère-unité,  la  transforme  en 
ellipsoïde  correspondant. 

237.  Les  équations  (2)  et  (1')  du  n°  254  deviennent 

Vinsi  'ia,  4^,  «ly,  ou  les  vecteurs  de  la  sphère-unité,  forment 
un  système  trirectanf^ulaire  lorsqu'ils  correspondent  dans 
Ci'Uipsoide  à  trois  diamètres  conjugués  a,  p,  v. 

11  est  utile  de  remarquer  ici  que  Téquation  de  Tellipsoïde  au 
ir  !2oo,  rapporté  à  un  système  de  diamètres  conjugués,  comprend, 
romme  cas  particulier,  l'équation  de  rellipsoïde  rapporté  à  ses  axes 
principaux.  Soient,  dans  ce  cas,  1,  y,  k  les  unités-vecteurs  dans  les 
«lirections  des  axes  principaux,  Téquation  de  l'ellipsoïde  rapporté 
à  res  axes,  étant 


x^        V»       z^ 


a^    '    b^  "^  c*  ^  ' 


prend  la  forme 


c,„,  _  (S*»'        (Syp)'       (S^p)'  _ 


\  On  suppose  ici  que 

^  —  ix^jy-\-kz, 

S«>--.  — .r,     Sy>^— V,     S^p  — —  5.  j 

Nous  admettons  tacitement  Texistence  des  axes  trircctangulaires  ; 
mais,  dans  tous  les  cas,  par  la  méthode  de  Hamilton  établie  au 
Chapitre  V,  nous  pouvons  trouver  (à  l'aide  de  l'expression  géné- 
rale de  la  fonction  ^p  donnée)  l'équation  cubique  dont  dépendent 
les  valeurs  et  les  directions  de  ces  axes. 

De  l'équation  de  l'ellipsoïde  rapporté  à  ses  axes,  écrite  en  der- 
nier lieu,  nous  déduisons 

iSip        /S/p       A'SArp 
^^         a*  ù^  €» 


J'I. 
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et 


6  s  - 


f 


a 


-  r-  ) 


('.('tic  dcruirrc  cxprcssiun  doit  rire  admise,  parce  ([irclle  siiliNhn' 
à  la  déiinilion 


¥^ 


■  I 


l'j)  «MIVl.  iioii->  éi\(ins  piir  (li'iinitinn 


(i 


[)i'iiiiiiil  In  iVuulioii  ']/  <l('S(l<Mi\  (ùh'S.  il  lions  \\vni 


•    1 


-v.^^^.'? 


?/ 


[Nmr  rîilriiliT.  •!/ /,  'J//,  ']//,  n«»n«'   laison-^    s 
<lo  «i^s  :  (•«'  (iiii  nou>  <l<nin«' 

«   \  1 


/.      ^  y.      T  /,    jliiMs  rt\|»j.'-*i 


'li 


<i 


f 
il 


\v<  autr*"*  triiiio  «'laiit -iHiU,   |nii-(mc  S// 
1  >«•  in^'iiK*,  iinii«i  aurons 


<», 


S/./     -  «1 


'i.i 


h 


'IL 


(.is  \al«'m>.  r-laiil  suh^iii  iKMs  ilaiis  'l-z,  la  r«''<lui-cnl  à 


<    t 


</ 


S /s 


</ 


/S/o 


<^/ 


rr  <|iii   ol   «''i;al  à  —  ':, 


L  (î\pre>^i«)ii  iiiriiie  dr  'io,  tjii<'  nous  nciioiis  d'écrire,  noms  nnui- 
(rr  (jiie  1rs  pi'oprjrh's  (jiK*  nous  avons  admises  an  |)arai;raj)Iic  pu- 
cédcnl  apparlienm'nt  lécllrmcnt  à  'Iz. 

(.omme  S  /  o         —  ./  , /",   )',  ^   rlanl  les  coordonnées  caiir- 

>ienn('s  r(dalivrs  aux  a\rs  piincipanx,  nous  >ommes,  jiar  cl' 
niéiiH',  en  «lai  de  pon\oij'  lianslormer  en  écpialions  alj;él)ri»jiie^ 
ordinau*e>  lonlc  e\[)rcssion  en  (piaternions  concernant  rellip>ei<le. 


tJr'')S.  Axanl  de  considérer  d'anlres  formes  de  Téqualion  de  l'ellij'- 
scn'de,  faisons  usai;e  des  formrs  d<''|à  ohteiiiics,  cl  résolvons,  avri 
leur  aid<*,   nn  cerlain  nomhrc  de  prohlènirs. 


DES  SUEPACES  DU  SECOND  ORDRE.  2y3 

Trouver  le  lieu  d^un  pointy  lorsque  la  distance  de  son  plan 
polaire  au  centre  de  Vellipsolde  reste  constante. 

Soil  m  le  vecteur  du  point;   son  plan  polaire  (par  rapport  à 
rdlipsoïde  ci-dessus)  est 

Sp  cpnj  =  I. 

La  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  le  plan 
est  (n«  208) 


Le  lieu  cherché  sera  donc 

T<fTn  =  C, 

d^où 

ce  qui  est  Téquation  d'un  ellipsoïde  concentrique  à  Tellipsoïde 
donné  et  ayant  des  axes  de  même  direction.  D'après  le  n°  257, 
Téquatioii  en  coordonnées  du  lieu  trouvé  sera 

x^       r'       5*      ^, 
a^       o*        c* 

259.  Trouver  le  lieu  d* un  point  dont  la  distance  à  un  point 
donné  est  dans  un  rapport  constant  avec  la  distance  du  point 
variable  à  une  droite  fixe  donnée. 

Soient  tsj  =  x^  la  droite  fixe  donnée,  et  A  le  point  donné,  pour 

lequel  nous  supposerons  OA  =  a.  Supposons  Sa^  =  o  j  ce  qui 
détermine  le  point  O  sur  la  droite  fixe  |.  Le  vecteur  p  du  point 
variable  devra  satisfaire  à  la  condition 

T(p  — at)  =  cTV.pp. 
C'est  Téquation  d'une  surface  du  second  ordre,  que  Ton  peut  écrire 

p«— 2Spa^-^a*=e«(S«pp■-p*p*)• 
Changeons  Torigine,  en  la  plaçant  au  centre  de  la  surface,  ce  qui 
se  fait  en  remplaçant  p  par  S  +  p,  8  étant  le  vecteur  du  centre  par 
rapport  à  Tancienne  origine.  Nous  aurons 

p«-h  2  Sp(8  —  a)  H-  (§  -  «)«=  e»[S«.  p(p  -^  8)  -.  p«(p  -i-  8)*]. 
Tait.  —  Çuaiernions,  I.  l8 


n  I 


ciiAPiTiu:  VII  r. 


oii> 


Min  rie  lairc  (lisparailrc  la  première  puissance  de  p^  nous  p<»s«  r 
léfj  nation 

Ia«piellr  est  linéaire  en  o.  Pour  la  n'^soudre,  rappclon^-niMis  qu- 
S  a|i  1-^  o;  en  opérant  par  S.  |j,  nous  obtenons 


d'où  il  vient 
ou  bien 


0  — a.-.— (^^3^0, 


a 


e-  i- 


!/é(juation  en  o  devient,  [)ar  cette  valeur  de  o, 


■^3--^a^ 


er  ipii  montre  <jue  la  surface  du  second  ordre  trou\ée  est  nii»* 
sin-race  de  révolution  dont  l'axe  est  |>aranèle  à  3;  car,  pour  le  plin 
S|jp^r</  |)er[)endiculaii*e  à  [j,  la  surface  esta  Tintersection  (i«M' 
|)lan  et  de  la  sphère 


e-  Zi'  r- 


De  lait,  si  le  point  fixe  est  situé  au  fovcr  d'une  section  méridlennt\ 
dans  le  cas  d'un  ellipsoïde  aplati,  la  droite  lixe  sera  la  directrice  «!•' 
la  sei'tion  méridienne  en  cpiestion  }  ^' 1  [i  sera  le  rapport  de<  dis- 
lances au  (over  et  à  la  directrice  ,. 


Î2(>().  On  (lonnr  imr  .ypliac  Ji.rr  (jffi prfssr  j)ff/'  /c  crnfrr  tl  ii" 
rllipsoïdc  rioiiDr.  Crttc  sjt/ir/r  est  atupvv  par  ddutres  sphrrf^ 
fftridblrs  qiti  /xtsscnt  <'i^(fl<'incttl  jkw  U*  ventre  de  /\'//ijKsn/dr  : 
liKiis  Iciti  s  pinjurs  f'cnties  sont  sur  ht  surface  de  1' eH\i>s**iiih  . 
On  denauah'  tjtu'Uc  est  V en\'elt)ppe  des  plans  (/'i/ffersrrffu/i  d' 
ecs  sphcres  cfK'ee  la  spJière  jLre. 


Sait 


(? 


a  y-:^  T.- 


ré(]ualion  de  la  s[>lière  (ixc,  ce  rjui  revient  à 

:J  —  '>.  Sao  -^  o. 


DES  SURFACES   DU  SECOND  ORDRE.  ^y'i 

L'une  des  sphères  variables  sera 

^9  satisfaisant  à 

Smçpw^:  I. 

Le  plan  d'intersection  est 

j  (p»  —  2  Sxp)  —  (p*  —  2  STnp)  =  2  S(nï  —  a)p  z=:.o,     ou  j 

S(nï  —  a)  p  =io. 

Pour  Tenveloppe  (voir  au  Chapitre  suivant,  n°  300),  nous  de- 
vons poser 

Sw'tpnj  =  o, 

Sw'p  =  o, 

où  m'^  rfm.  De  là  (comme  m'  est  tout  à  fait  arbitraire ),  nous  dé- 
duisons 

•)ii  Vj:  =  o,  et,  par  suite, 


wz=z  j;;p"-*p, 


il  s*agit  d'éliminer  m.  Pour  cela,  nous  avons 

Smp  =z  X  Sp©~*  p  z=z  Sap. 

Éliminant  jt,  il  vient 

Sp<p-»p  =  (Sap)«, 

ce  qui  est  l'équation  d'un  cône  du  second  ordre. 

281.  lyun  point  variable,  situé  sur  la  sur/ace  d'un  elli/,- 
solde,  on  mène  le  cône  tangent  à  un  ellipsoïde  concentrique 
entièrement  compris  dans  l'intérieur  du  premier.  On  demande 
ffr  trouver  l'enveloppe  des  plans  de  contact. 

Soient 

les  équations  respectives  des  deux  ellipsoïdes,  l'un  extérieur  et 
Tautre  intérieur,  cp  et  ^l^  étant  des  fonctions  vectorielles  linéaires 
dont  chacune  est  sa  propre  conjuguée. 
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Le  plan  de  conlacl  sera  ■  n*'  252  j 


S'TT!  'IZ  ^    I 


Pour  l'enveloppe,  nous  devons  avoir 


Par  suite,  11  vient 
et 

Nous  aurons  donc 


^T75     OS    --  <), 


'^^rTj  .— :  .Z'-l/- 


1  t 


à  \     t   i      / 


(t 


Eliminant  ,2",  il  nous  vient 

ou  bien 

ce  qui  est  un  autre  elli])SOïde  concentrique,  puisque  'i['v''(yv    «'^^ 

une  lonclion  vectorielle  linéaire.  En  désignant  par  yp  !  la  parti»' 

conjuguée  (relle-inéme  de  j  la  précédente  fonction,  on  peut  m'ilr-' 

l'équation  sous  la  Tonne 

S  s  / 1  --  I  . 

202.    Ti'ou^er    h*   lieu   des   intrt sections  des  /dd/ts  tungrnt^ 
menés  aux  ejt/éniitrs  de  diamètres  conjugués. 

Soient  a,  Jï,  "'  les  demi-diamètres  \ecteurs   d'un  svstènio.  Le- 
plans  en  question  sont 

S  TH  -1/^  a  — -■  —  I , 

en  même  temps  que  Ton  a  les  conditions  du  n"  257. 

De  ce  que  '}a,  V^j  'Iy  forment  un  système  trirectangulairc  d  uni- 
tés-vecteurs, on  aura,  par  le  n®  92, 

—  ^m  S.  ^1  V,i  <V'  =   •^r;T  -.-_  6a  -1-  Vi  -f-  -^7. 
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En  conséquence,  il  vient 

Ce  résultat  peut  s'écrire 

Sm^p'wT^i —  3. 

On  voit  donc  que  le  lieu  cherché  est  un  ellipsoïde  semblable  à 
TelUpsoïde  donné  et  semblablement  situé,  mais  agrandi  dans  le 

rapport  de  longueur  y/Zli. 

263.  Trouver  le  lieu  des  intersections  des  trois  sphères  dont 
les  diamètres  entiers  sont  les  jyEiii-diamètres  conjugués  d'un 
ellipsoïde. 

Soit  a  Tun  des  demi-diamètres  ;  on  a 

S  a  ^'  a  =  —  I . 

La  sphère  correspondante  sera 

p' — Sap  =  o, 
ce  que  Ton  peut  écrire 

il  y  aura  deux  équations  analogues  respectivement  pour  ^  et  y. 
Par  le  n®  92  et  la  dernière  des  équations,  on  obtient 

4/ -»p  S^i^a^^p^^Y  =  —  4^"*?  =  p'C^'* -^  ^^P  +  4'Y)- 

Prenant  les  tenseurs,  il  vient 

Tr»P  =  (v^)Tp', 
d'où 

T[+-«(p-')]  =  v/3, 

OU  bien 

Sp^J/'^p  = —  3.p*. 

C'est  Féquation  de  la  sur/ace  d'élasticité,  de  Fresnel,  dans  la 
Théorie  ondulatoire. 

264.  Avant  d'aller  plus  loin,  nous  établirons  quelques  proprié- 
tés utiles  de  la  fonction  f ,  lorsqu'elle  est  de  la  forme  dont  nous 


y 


-8 
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nous  occupons  en  ce  nionmnl,  savoir 


'^''?    ,    ./"^i?    .    /'^/'? 


•^  j 
i  I 


~V 


a 


b' 


-\- 


V 


Nous  avons 


—  p^^^-./^yr  — /^s/»?, 


cl,  comme  l'on  a  cviclenimcnl 


'i/ 


a 


^  '     'iJ 


J_ 
h' 


./.=:_ 


/. 


il  vient 


r  / 


.  S  /  0        .  S  /  s        ,  S  /»  s 


fY' 


r* 


D 


e  jnemc. 


-I 


V  ,y 


c!  ainsi  de  suile. 


i 


De  p  1  /  S  /p,  on  (ire 


?-'? 


..  —  l^i-'/S/v. 


.Mai< 


A   — 


r( 


T,i 


«lonncnl,  en  lunijinl  par  ci    ', 


'w-'/ 


<r 


Y 


(I  (Hl 


.i   W  —  —  a  -  /,      o    '  / 


—  />2y\         .^-1/, 


-  -  r 


•^  /  : 


<l Où.  Ole. 


.  ' 


Ilii  oulie.  si  a,  ^j,  y  ^^l'i^^^^^'l  "^i  svslènie  (juciconquc  <le  \cclour 
unités,  on  a 


^X'^a 


rr 


//^ 


c 


S  3  '-  'i  — 


.Mais,  puisque 


j  (Ton 


(S/>)^-|-iSys)M-(S/::)^-^-_:^ 


S-/a-f-S^/?-i-S^/v 


c-       ^   •    •    • 


\' 


il  vient 
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Sa^a  H-  Sp©p  4-  S^[Y(  =^  ^  "^  ^î  "^  Jl 
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D'ailleurs, 


a' 


a' 


e  Si'Y 


a' 


S  l'a      S/a      Ska 


I    a' 


r.l 


I  Si?     S/P     S^P 


,.  '  i;r> 


Si  Y     Sy'v     SAry 


rt^ 


a*6»c* 


S  la,    Sya,    S  A" a 

Si'p,    S./P,    SX"? 
s  «Y»    Sy'Y,    S  A:  Y 


-f-i 


a*^^*r;- 


On  calculerait  de  même  d^autres  résultats.  Ces  calculs  sont 
donnés  ici  dans  leurs  détails  à  l'avantage  de  ceuK  qui  n^auraient 
pas  lu  le  Chapitre  V.  Tous  ces  résultats  s'obtiennent  d'une  ma- 
nière beaucoup  plus  simple  à  Taide  des  formules  du  Chapitre  V. 

■ 

Le  ^p  du  présent  numéro  ne  doit  pas  être  confondu  avec  la  forme  du  rzp 
(lu  n**  141.  D'après  la  formule  (5)  du  n**  146,  nous  aurons 


«•u  bien 


Or 


m  Sa^Y  =  Scpa^^çpY, 
ni  S  ijA  =  S  çp  I  çpy  o  k. 


<ioù 


.,.W  =  s(-i)(-i)(-i)  = 


—  S  ijk 


m  = 


—  I 


rtiÔ«C*' 


''l,  puisque 
nous  avons 


SaPY=-i, 


263.  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  d'un  système  de 
frois  tangentes  à  ^ellipsoïde,  qui  sont  rectangulaires  entre 
dles. 


Soient  m  le  point  de  rencontre  et  a,  ^,  y  ^^^  vecteurs-unités  dans 
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les  dircclioiKs  des  trois  tangentes.  Alors  tth -i- .ry.,  par  exemple, 
sera  rime  de  ces  tangentes,  et,  lorsque  la  valeur  de  .r  correspoml 
iui  |)oinl  de  contact,  Téquation  de  rdlipsoïde,  écrite  pour  ce  ])t)inl, 

S  (  T7I  -I-  ,r  a  )  '^  (  m  4-  .r  a  )  — -  I , 
devra  assigner  à  x  deux  valeurs  égales.  Or,  Téquation  étant 

a'-  S  a  '^a  ~i-  :>.  ,r  S  rrr  '^^a  -I  -  S  TJT  '^TïT  —  I  —    u, 

la  condition  de  Tégalité  des  racines  sera 

(  S  TTî  'va  ) -  —  (  S  a  '^a )  (  S  cr  '^nr  —  i  ) . 

Aous  aurons  deu\  autres  équations  de  uiénie  forme  pour  ^3  cl  * . 
\joutant  c(^s  équations  membres  à  mend)res,  on  obtient 


c'est-à-dir(" 


/  .  -  .   , 


d'où  Ton  tire 


Srr 


JL  _  _L  ^_  J.\  ^ 


TlT  tz: 


^? 


I 

7? 


—  ^ 


ce  cpii  représente  un  ellipsoïde  concentrique  à  rellipsoïde  prinillil. 

î206.  S(\  r/'[/;i  painf  /)ris  (/a/is  liutrricur  (/\//f  r//i/tsn'Kl(\ 
on  tirr  un  syafc/nr  de  trois  l'ccteurs-cordes  pcrjjcndicuhiirr^ 
entre  eux,  l.v  sommr  des  nÉciPROQiES  des  reetfinftles  eo/rstruiK 
sur  les  deux  se^rments  de  chaeune  des  eordes  est  eonstante. 

Conservons  les  nolations  du  problème  précédent,  el  désignons, 
dans  cr  cas,  par  tît  le  vect(Mir  du  point  pris  dans  TintérieMU'  (1<' 
rellipsoïde.  W  est  évident  que  le  produit  des  valeurs  de  x,  |)ris  no- 
galivenicnt,  sera  l'un  des  rectangles  en  question 

La  somme  demandée  sera  donc 


—  X  Sa  '^a 

S  TJ5  'JTTÏ I 


\a'    '    h'^  e'  ! 

S  nj  '^TS  I 
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On  voit  que  ce  résultat  dépend  de  m  seul  et  non  des  directions 
particulières  de  a,  ^,  y.  La  valeur  du  résultat  restera  la  même  pour 
tous  les  points  w  situés  sur  un  ellipsoïde  semblable  à  Tellipsoïde 
donné,  et  semblablement  placé.  [On  peut  donner  une  interpré- 
tation au  résultat  dans  le  cas  où  le  point  m  est  situé  en  dehors  de 
rellipsoïde  donné.] 

267.  £yun  point  de  la  sur/ace  de  Vellipsoïde,  on  tire  trois 
vecteurs  perpendiculaires  entre  eux  Iles  extrémités  de  ces  vec- 
leurs  étant  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde  j  ;  il  s'agit  de  démontrer 
que  leurs  extrémités  déterminent  un  plan  qui  passe  par  un 
même  point,  quelle  que  soit  V orientation  du  système  des  vec- 
teurs  trirectangulaires.  Quand  le  premier  des  points  varie,  le 
second  varie  en  conséquence.  Il  s'agit  de  trouver  le  lieu  géomé- 
trique du  second  de  ces  points. 

Avec  les  notations  précédentes,  nous  avons 

el 

d'où 

2  Saçw 

X=: ^ ^• 

Le  plan  passera  donc  par  le  point 

3  Soc 9m 


m  —  a 


Sacpa 


LfC  plan  passera  de  même  par  les  points  dont  on  obtient  les  vec- 
teurs en  permutant  a  avec  ^  et  y,  dans  Texpression  précédente.  Le 
plan  passera  donc  aussi  par  le  point 

I  Car  soient 

'ï'  —  *    Sg<pg    ~  *'*     w— ...=  pi,     .... 

On  sait,  par  le  n*  30,  que,  si  quatre  points  0,  «i,  ^i,  yi  sont  dans  un  mémo 
plan,  on  a 

0  =  Aai-+-Bp, -+-Gyi, 


.wcc  In  rondilioii 
l*i'(Mions,  dans  ce  ri\<, 
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A         13(1     -  I. 


Mil  (n-^  17;J) 


/n  )  /fil  f/iA 


<]("<  valeurs  satisfuiil  à 
<  hi  en  tire 


A  -    H-    C 


-  -  I . 


0     _-   T7T  X  A   —    >.  X    : '—    -   TTT 


^  a'i.7 


»,  ( 1  X  aSa'vTTT, 


\oiis  avons  donc 


1  a  S  a'^TTT       —  '^Tï7  '. 


TTT 


ec  (|ni  proiiNc  la  première  paiiie  de;  la  |)roposilion. 
iJe  là.  il  nous  vient 

♦M,  par  suite,  Téqualion  de  rellipsoïdc  nous  donne 

ee  qui  est  ré<|uali()n  d'un  ellipsoïde  c<utcenlrique  au  premier. 

t208.  Dans  riivpotlu'sc  (juc  deux  surjact's  du  srrond  oïdr* 
f'f  cruii  r  (de ni  un  svsicDic  de  dif/ufè/res  conjugués  resj)ee/i\'('- 
/ue/tf  //(ffv/lic/eSy  deux  à  deux,  chejclier  ees  directions. 

1  lansportons  les  eenlies  de  i  es  snrfaees  à  Torigine,  et  soieni 


I  ) 


i   Sp'wv  :^   I    OU   ]>ien    --  o, 
/   Ss'i^y—  I    (Ml   i)ien   "-  o 


I   1 1 


les  équations  résiillanles  des  deux  snrfaees. 

Si  a.   |j,  "'  sont   les  dii'eelions  des  diamètres  conjugnés  dont  \\ 
>'agit,  nous  <levons  avoir  (  n^*  t^^Ji) 


(O 


\ 


Sa'^:^> 


<    s  7'^  a 
S  3^7 


o. 


o. 


o. 


Sa 

t  1 

— 

*s 

^V 

• 

^— 

o, 

Sa 

■Y: 

'.  — 

o. 
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De  là,  nous  déduisons 

^3  parallèle  à  V^y  parallèle  à  ^^a,     .... 

Par  suite,  les  directions  demandées  seront  les  racines  de  Téquation 

(3)  V.;ppiJ/p  =  o. 

Ce  résultat  est  encore  évident  pour  d'autres  raisons  ;  car  cette 
équation  exprime  que,  si  l'on  fait  croître  ou  diminuer  Tune  des 
surfaces  (en  la  laissant  toujours  semblable  à  elle-même)  jusqu^à  ce 
qu'elle  rencontre  Tautre  surface,  elle  lui  deviendra  successivement 
tangente  aux  points  situés  sur  les  directions  des  vecteurs  cherchés. 
Nous  pouvons  mettre  (3)  sous  les  formes  suivantes 

,f,  {  Vp^-»'J/.:=o, 

f     Vp'l.-»03=:0. 

Or  f  et  ^  sont  des  fonctions  données  ;  on  peut  donc  trouver  les 
solutions  par  les  procédés  du  Chapitre  V. 

[jVote.  —  Comme  f "' ^  et  ^~*y  ne  sont  pas,  en  général,  des 
fonctions  conjuguées  d'elles-mêmes,  les  équations  (4)  n'expriment 
pas  que  les  directions  de  a,  p,  y  sont  des  vecteurs  parallèles  aux 
axes  principaux  des  surfaces 

Dans  ces  dernières  équations,  la  non-conjugaison  d'elles-mêmes 
(les  fonctions  n'est  d'aucune  influence,  tant  que  Ton  ne  diflerentie 
pas  les  équations;  il  en  serait  autrement  si  on  les  difliérentiait  pour 
la  détermination  des  axes,  etc.]  //  r  / 

I^Nuus  uuus  demandoJi&  si  les  équations  (4)  n/devraient^s  être 

Vp9<^-"*p=:0,      VpiJ/<p-*p  mO? 

Car,  si  Ton  pose 
on  aura 

Vop  'Vp  ^= —  Va©Ç/"~*ff  =:  o 

pour  la  première  ;  et,  si  l'on  pose 

^p  ■=:  »,     d'où     p  =  3~*  », 
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cm  aura 

pour  la  seconde  ;  or  7  esl  un  veclcur  quelconque  ;  on  peut  donc 

1  a j) peler  p 

(hioi   qu'il   en    soil,    par  suile    de   la    non-conjugaison    dellrs- 
niênies  des  fondions  z>~^  'l  el  '^•}~\  il  peut  arriver  que  les  équalion? 

A  s 'i    '  'v  0  — :  o     el     \'  p  ':,'!/•'.  =77  o 

n'aient  chacune  quV//?r  sei{/<'  s(tJution  réelle  pour  p.  Cela  aura  iirii 
loi'sque  la  valeur  absolue  de  t  d<'q)assera  certaines  limites,  î  éljnl 
défini,  dans  le  cas  de  la  preinirre  cMpialion.  par  (n"  17  i> 

\  î'>  .-:  ('^    '  '!>  —  •!/-:,    ')  s, 

el  d'une  manière  analogue  dans  le  cas  de  la  seconde  équation. 
(domine  la  relation  cpii  donne  £  doit  a\oir  lieu  quel  que  soil  p.  on 
peut  en  établir  la  valeur  en  donnant  à  0  les  valeurs  /,  y,  A,  puis  on 
faisant  la  somme  des  résultats  suivants 

ce  ([ui  peut  être  Iranslormé  ultérieurement. 

l)an>^  le  cas  d'une  soluticm  réelle  unique,  la  question  se  in- 
duira à  la  suivante  :  a,  [j,  y  étant  un  svslèmc  de  diamètres  conju- 
gués de  S  0 '^0  ^^  I ,  et  a,  [i,,  *',  étant  un  s\stème  de  diamètres 
conjugués  de  S  p 'ip  n^  i,  quels  sont  les  s\stèmes  pour  lescjuels, 
y.  étant  comnum,  les  (pialre  autres  diamètres  |j,  v,  j5j,  *',  seront 
coplanaires?  j 

Soient  données  deu.r  surfaees  du  seeond  ordre  j  généralement 
non  concentricpies  !  qui  se  eou/te/U  sui\'(int  une  eerlaine  lifnr 
Ji.ie.  (\jneeK'()ns  d^ruf/es  surfaees  dti  seeond  ordre  j  variables 
dans  la  question  •  assujeides  éi  jn/sse/-  pur  lu  lii^/ie  d'inter- 
section fixe  :  on  peut  démontrer  quen  général  ces  dériderez 
sfiifuees  ont  toutes  un  système  partieuiier  de  dieunètres  e>>H' 
j  floués  en  commun. 

lin  eilet,  soient  les  surfaces 

S  0  '^  >  i^  I      cl     S  i  ;>  —  a  )  -v  (  p  —  a  )  -^  e. 
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L'une  des  surfaces  qui  passent  par  leur  intersection   sera,  par 
exemple, 

(Sp?p)/—S(p  —  a)4/(p  —  a)  =/•—«, 

ft\.e  étant  des  scalars. 

Les  axes  |  généralement  les  diamètres  conjugués  |  de  cette  sur- 
face dépendent  uniquement  du  terme 

Sp(?/— 'l')?. 

Par  suite,  le  système  de  diamètres  conjugués,  qui  est  le  même  dans 
toutes  ces  surfaces,  est  déterminé  par  les  racines  de 

V(?/— 4')p(?/i— 'V)?  — o    ou     V^p^/p=zo, 

comme  on  a  pu  le  prévoir. 
Le  lieu  des  centres  est  donné  par  l'équation 

(*— /?)p  — 4'»  =  o, 

/étant  un  scalar  variable  j  p  le  vecteur  du  centre  {. 

260.  Trouver  Véquation  de  Vellipsoïde  dont  on  donne  trois 
demi-diamètres  conjugués. 

Soient  a,  p,  y  les  trois  demi- diamètres,  et 

Spcpp  — I 

Tëquation  de  Tellipsoïde.  Nous  avons  alors  (n^  S55) 

Sa<pa  =  i,      Sa«pP=:0, 

St«PT  — «>     S?<pY=o- 

Ce  sont  les  six  conditions  à  scalar  qui  sont  nécessaires  (n^  139) 
pour  la  détermination  de  la  fonction  linéaire  et  vectorielle  9. 
On  en  tire 

d'où 

et,  par  suite, 
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\\[  ;jii)sl  de  iiiriiic  poui-  les  anlrr^  <'omI)inaisons.  Ornons  avon-;.  m 
<;  encrai, 

Ç>  r>  J.  j  '  7  .~  .    >  '  >  j  r^  .    '  /.  j   --\—     '  .~  .  Jt  j     . 

i  11  II.  >  I     h  I  11 

el,  ])ar  con.s('(|uenl, 

Téqualioii  demandée  pourra  <I<)ne  se  inellre  sous  lu  forme 

-.  OLi-;  =-  ^-.  a^jS  -h  >-.  vap  -r-  h".  ^70. 
Il  II  t    i  I   1 1 

1/interprélation  inimédîale  d<*  celle  é(]nalion  est  la  sulvanle  :  nu 
(ornu'  Uois  lélraèdres^  en  j^roupanl  deux  à  deux  les  derni-diamclr»> 
avee  le  veetciii'  d'un  j)0inl  (pudeonjpie  de  la  surface;  alors  l.i 
sonim<'  des  carrés  des  volumes  de  ces  lélraèdres  sera  égaie  au  earr«' 
du  volume  du  télraèdre  constiuil  sur  les  trois  demi-diamètres. 

269  Ois.  l't'ouvcr  Ir  lieu  ^r(H)irlri(iue  ^rtz/t  point  situé  sur 
une  (Imite  uiahile  (fssujettie  à  fnoi/'  trois  de  ses  points  (donnés 
de  position  relati\enu.'nt  au  premier  des  poinls)  compris  resperti- 
venient  dans  des  pluns  donnrs  fixes. 

Soient  a,  [j,  y  Xv'^  vecleurs-unilés  parallèles  aux  normales  cle^ 
trois  ])lans,  (U  désignons  par  7  le  veclcur-unité  parallèle  à  la  dmilc 
<lans  une  de  ses  ])Osi lions  variables. 

l^M'uons  Torigine  des  veclcuis  au  point  d'inlcrsi'ction  des  lroi> 
plans,  et  soient  0|,  p^,  p.,  les  vecteurs  des  [)oinls  de  la  droite  situés 
respectivement  dans  les  plans,  et  p  le  vecteur  qui  décrit  le  lion 
clierciié. 

ÎNous  aurons  d'abord  les  équalions  des  plans 

S  ap ,  -  -  o .      S  ^i  : .)  ::r-  (  ) ,       S  y  p  ;,  .:=_-  o . 

Soient  ensuile  r/,  />,  e  les  dislances-scalars  (allcclés  des  sig[ic.> 
con\enal)les)  entre  ces  trois  j)oints  et  le  point  p.  INous  aurons 

p  ,  -^  p   ^  (l  1.        Z.,  p    -h   />  Œ,        p.  —^p   -  H  C  7. 

ijcs  valeurs,  substituées  dan^.  les  équations  des  plans,  donnent 


SaTi:- '-,      ^?.7 :-i-,      Svcr--- 

u 


l,    '      "••-  c 
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Décomposant  c  en  trois  composantes,  d'après  (4)  (n^  92),  nous 
obtenons 

—  aSa3Y=i\  3y  — ^  4-\7a  -p-  H- Va  S  — ^  • 

IjC  second  membre  est  une  fonction  linéaire  et  vectorielle  de  p  ; 
nous  poserons,  en  conséquencCi 

Comme  9  est,  par  hypothèse,  un  vecteur- uni  té,  nous  aurons 

(?p)*=Sp<p'<pp=— I. 

il  est  évident  que  la  fonction  f'cp  est  sa  propre  conjuguée.  Nous 
pouvons  donc  la  mettre  sous  la  forme 

«p'îpp=i: —  iXSip  — y'B  Syp  —  ArCSA-p, 

où  I,  y,  k  représentent  le  système  de  vecteurs-unités  trirectangu- 
laires  satisfaisant  à 

V(uçp'<pa)  =  0, 

et  Â,  B,  C  sont  les  racines  de  la  cubique  relative  à  cp'f . 
Nous  avons  ainsi 

<p'<pi=:  l'A 

doù 

De  même,  nous  aurons 

(cpy)«  =  -B,    {^ky  =  -c. 

Nous  avons  donc  théoriquement 

?>p  =  ' (?0*Sip  -+-y (?y )*Sy p  4-  k{'(kySkpy 

et  comme  Téquation  du  lieu  cherché  est 

T(?P)'=-M, 
elle  prendra  la  forme 

T(<pi)*S*ip-4-T(?y)«SVp-hT(çA:)«S*A:prz:-M. 
Puisque  les  termes  du  premier  membre  sont  du  second  degré  en  p. 
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et  qu'ils  sont  positifs  lous  les  trois,  il  s'ensuit  que  Tp  ne  peiil  d« - 
\enir  infini  et  (|ue  Tcqualion  représente  un  ellipsoïde  (  Mo>ge  i. 
Le  volume  de  cet  ellipsoï(J<î  u  pour  valeur 

où  M  représente  le  premier  coefficient  de  la  cubique  relative  à  '^'z, 
et  dont  la  définition  est 

Pour  calculer  M,  prenons 

À.-_V?V,       !Xr_Vvï,       v.^V<i. 

Nous  avons,  pour  ces  vecteurs  À,  a,  v,  et  en  vertu  de  '^c  -^  t, 


A  -x 


I 


Delà 


'vA—  —       ,       o;i. -,       'wv  — 


M  SXav  z^  —  — -—  S'w'X  'i'a  'v'v. 


Mais  le  co(*fficient  ni  de  la  cubique  relative  à  o  est  donné,  non  seu- 
lement j>ar 

ni  SÀiJLv  — -  S  Ci' A  'v'a  'v'v, 

mais  aussi  j)ar 

ni  O  À»i.v  -_  Î5  w  A  v'X  'iv  —  :  - 


I       I  <     I 


alfC 
Nous  avons  donc 

^^  ^^-   .,  ; .,  ^  • 

(l'O'C 

Var  conséquent,  le  volume  de  l'ellipsoïde  sera  constant,  quels  que 
soient  les  signes  de  r/,  0,  c,  et  quelles  que  soient  les  directions  de 
a,  |j,  *%  c'est-à-dire  quelles  que  soient  les  inclinaisons  des  plans. 

270.  Lorsque  l'équation  d'une  surface  du  second  ordre  peut  élr«' 
mise  sous  la  form<î 

(I)  Sp'^-'p.-i. 

et  que  Ton  a 

{?  —  aO  ('f  -  A'i  )  (?  —  ^."2)  =^  o. 
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nous  savons  que  g^  gs^  g^  expriment  les  carrés  {pris  négative- 
ment j  des  demi-axes  principaux  de  la  surface  (i). 

j  Nous  regarderons  réquation  (i)  comme  Téquivalent  de 

^       ,        S*t>      svp       S«^p 

eo  admettant  qu'elle  résulte  de 

t'Sip       /Sip       k%kp 


<p-.p 


a*  6«  c« 


Fusant  p  successivement  égal  à  <,  à  y,  à  A-,  nous  obtenons 

puisque  S  ly  =  o,  S  lA-  =  o, . . . . 
Si  nous  prenons  la  fonction  ^  de  ces  dernières  relations,  nous  obtenons 


?•?■ 


*  a* 

d'où 

^i=s — a>i    ou    («p-+-a*)t  =  o,    .... 


La  cubique  sera  donc,  cfa/i^  ce  cas, 

(^  -h  a«)  (<p  -h  A*)  ((p  -h  c*)  =  o. 
On  aura  de  même 

«pp  =  ea*  S ip  -hjb*  Sy  p  h-  Ac»  S  A-p  j. 

Si  donc  nous  remplaçons  cp  par  cp  +  A  dans  cette  équation,  elle 
nous  donnera  une  autre  surface  du  second  ordre 

(2)  Sp(?-f-A)-»p=:I, 

dans  laquelle  les  différences  des  carrés  des  axes  sont  les  mêmes  que 
dans  la  surface  représentée  par  (i).  La  surface  (a)  représentera 
donc  une  surface  qui  sera  con/ocale  avec  (i).  C'est  de  cette  simple 
modification  dans  l'équation  (i)  que  Ton  peut  déduire  toutes  les 
propriétés  communes  à  un  système  de  surfaces  confocales.  Voici, 
comme  exemple,  une  de  ces  propriétés. 

271.  Deux  surfaces  confocales  du  second  ordre,  qui  ont  des 
points  en  commun,  se  coupent  à  angle  droit  {  en  ces  points  {. 
Tait.  —  Çuaiernions,  I.  19 
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Car  la  normale  à  la  surface  (2)  en  p  est 

et  la  normale  aune  surface  de  la  même  série,  et  renconlranl  la  pre- 
mière en  0,  est 

Mais  on  a 


j  ce  qui  veut  dire 

et  ce  scalar  se  transforme  clans  l'expression 

'  [Sp('^-h//0-'p-Sp('f-r-//)-\o]^0. 


h  —  h, 

Dans  ce  résultat  le  lacteur  de -7-  est  nul  même  lorsque /<i 

Il  —  h  y 

diffère  de  //   j  puis(|ue  chacun  des  termes  entre  crochets  [  ]  t'i^dlc 

Tunité  en  vertu  de  {'-*-)\\  et  ces   valeurs  A,  /i|  doivent  être  (liU<^- 

renles  l'une  de   l'autre^   sans   (|uoi  les   deux  surfaces  (?.)  seraient 

identiques. 

j  Dnns  le  <as  où  o  est  la  eonjiiguée  crelle-momc,  et  où   Ton  pourrait  m' 
ba^^er  sur  une  expression  iclle  que 


r/ 


il  serait  faeile  d'élahlir  la  formule  symbolique 

((,))     ('f  -H  A)-' 1?  -+-/(,)  -'  ^--  ^-^  [(?  -t-  /(,)-'-(?  -t-  A)-']: 

mais  nous  voulons  établir  eelte  fornuilec  Q  )  dans  le  cas  général  où  ^n'e5lp«i^ 
nécessairement  la  conjuguée  «relle-ménie,  et  où  les  racines  de  ( 'j  —  ^  p  i^^ 
sont  généralement  pas  réelles  t(uiles  les  trois. 

Nous   aurons    recours,    pour   cela,   aux    formules  (i)  et   (>)   de   la  n"to 
relative  au  n"  172  du  Chapitre  V,  c'est-à-dire  à 

I/*'i    r-T  '^^ —  /;?.,  '^2  !-  ni  l 'v  —  m  —  C5  /"l '^  —  /?f, 

'•0  /^(?  — ^)-*-l-/l?-i-^/2?-+-é^*=  O. 
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Écriviiit  cette  deroière  pour  h,  nous  avons 

(4)  /A(<p  —  A)-*-+-/i?  -+-  AA?  H-  A*=  o. 
On  tire  de  là,  par  multiplication  des  symboles, 

(5)  {  =(/i?)'-4-(^-4-^)/,<p/,<p-+-A^(/,cp)« 


puisque  /t  cp/s  ^  est  permutable  en  /s  cp/i  cp. 

Nous  voulons  réduire  les  termes  de  la  première  ligne  à  des  expressions 
linéaires  en/i^, /s<p,  et  à  un  terme  constant.  Pour  cela,  nous  calculerons 
les  trois  combinaisons 

(/i?)'— A/t?» 

à  l^aide  de/^  =  o,  puisque  cette  équation  est  la  cubique  fondamentale,  vx, 

à  l'aide  de 

/?  =  ?/i<?  — /w,    /i«p  =  «p/î<p-hm,, 

nous  arriverons  aux  réductions  cherchées.  Nous  avons  ainsi 

et,  comme  ^/i  ç/i  ^  =/i«p.«p/tîp>  puisque  ces  expressions  se  composent  des 
mêmes  termes  affectés  des  mêmes  ordres  de  ^,  nous  obtenons,  pour  le  se> 
cond  membre, 

/i?f/i?  — ?/i?)-+-/w/,(p=/t«p.mt-4-/iî/î<p. 

Puisque  y^  =  o,  nous  trouvons  ainsi 

ia)  (/i<p)*=mi/|Cp-4-/w/,çp, 

pour  ravant-derniére  équation. 
De  même,  de  ce  que/icp  et/s^  sont  permutables,  nous  aurons 

De  là,  on  lire 
Eoiio,  on  a 

(/«?)*— A?  =  (/t?)*— ?/i?  — /w,  =  (/,<p)(/|(p  —  o)  — /w,, 

doù 
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Siil)stiluant    ces   valeurs  (a),  {b),(c)   (Jans(j),    nous  obtenons  pour  If 
second  nienibre  le  résultai 


-i-  (  A2  -:-  .z;^-^  )/,  o  -T-  /r^'(  //  —  .^0/2  'V  -4-  A»  ^'2. 


/N;    I 


Réunissant  les  facteurs  (^c  fio^  f^-o,  et  posant 

B  ==  [ // :," ( h  -r-  g )  —  niihf;-^  m], 
nous  arrivons  au  résultat 


'«1], 


{ T)  ) 


///y>(  '-^  -  //  ri  f '^  -  .^-)-i  r=  A/,cp  -^  IVî'f  --  <- 


D'un  autre  côté,  >i  nous  j)artoM5  des  furniulos  (3)  et  (  j  ),  et  que  nôu>  i;il- 
culions 

-  -  f'i  'f  (  hf::  —  i:fh  )  -:-  (  W'fiz  —  z,'- /'//  \  =  .>. 

nous  trouvons,  eu  faisant  passer  les  Irois  derniers  ternies  dans  le  secoinl 
membre, 

(7)     fl'fsXi'^  -  /"  '  -  (  ?  -  ,^)-'  ]  =  (/«-  ,,"-.)(A/,ç  -  B/,=  -  C  1. 

puisque,  |)ar 

fh  =  //^ —  fj^^Jii^.  f)j^  Ji  —  f)i^ 

ff:  —  c^  —  /'^ 2 .^^ -1-  i^^\S ~  'i^ > 

nous  avons  identiquemcnl 

Si  donc  ni  //  ni  .;'  ne  satisfont  par  leur  valeur  à  l'équation 

f{x)  =  o, 
nous  aurons  par  ((>)  et  (7)  l'éj^alilé 


i  —  h  i   '  (  V  —  A') 


—  [C'^  — /o-»  — c^  — AM»], 


OU  bien,  en  cliani^cant  les  sii;n(<  de  .Ci  /'1 

(  'v  -       //  )     '(  '^  -      ,A'  )     '   -       (    ,  -     ---    )    f(''v 

(C  qui  donne  la  formule  { (J  )  proposée. 


//)   '  —  ( 


— ;_     rr 


)-"]. 
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On  voit  que  cette  formule  pourrait  à  la  rigueur  servir  pour  rétablissement 
delà  formule  de  différentiation,  en  y  supposant  h  —  g  ^=s.  dg  infiniment 
petit,  ce  qui  donnerait  (comme  au  Chapitre  V,  n**  172,  note) 

et  cela  pour  ^  non  généralement  conjuguée  d'elle-même,  i 

272.  Trouver  les  conditions  de  similitude  de  deux  sur/aces 
du  second  ordre  à  centre. 

Chacune  des  deiix  surfaces  étant  rapportée  à  son  centre  séparé- 
ment, soient 

leurs  équations.  Les  conditions  de  similitude  sont  évidemment 
remplies,  si  les  axes  de  l'une  des  surfaces  sont  proportionnels  à 
ceux  de  l'autre.  Si  donc 

I  ^''-+-  /yii^''-^-  ni\  g' -h  m'=  o 

sont  les  équations  qui  déterminent  les  carrés  des  inverses  des 
demi-axes  |  supposant 

V  «Sip         ,         V  iSip 
nous  devons  avoir 


m.  m.         ^      m' 


ji  étant  un  scalar  arbitraire.  Il  en  résulte  qu'il  ne  faudra  remplir 
que  deux  conditions  à  scalars.  Éliminant  [x,  nous  aurons  les  re- 
lations 

(4)  ('^Y=<,    21^=(2!l)\ 

\m^  /        /W|        mnif        \nii  J 
qui  sont  équivalentes  aux  conditions  connues. 

273.   Trouver  les  demi-diamètres   maximum   et  minimum 
d*une  section  plane  centrale  d'un  ellipsoïde. 
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Nous  avons 

pour  les  équations  reprcsenlanl  la  section  elliptique.  La  condition 
(lu  maximum  ou  minimum  de  ïp  donnera  une  équation  de  plu^ 
(ju'il  faudra  établir. 

Difîerenliant  les  équations  (i),  nous  aurons 

S'^O  r/o  rzr  o. 


[.a  condition  du  maximum  ou  minimum  donne 

(/T p  -=:  o,     c'e<t-à-(lire     Sp  dp  irr  o. 
Eliminant  le  vecteur  indéterminé  </o,  nous  avons 

Cette  équation  montre  que  :  i°  /c  vecteur  p  maximum  ou  mini- 
mum, '>°  la  normale  '^o  à  ht  surface  à  rextrémité  de  o,  ('t 
3""  la  perpendiculaire  a  au  plan  de  la  section  sont  situés  dans 
un  nu' me  plan.  L'écjuation  (2)  montre  aussi  qu'il  n'v  a  que  doux 
directions  qui  satisfassent  à  la  condition,  et  qu'en  outre  ces  deux 
directions  doivent  être  perpendiculaires  entre  ell(*s,  cai-  (2)  cit 
satisfait  si  Ton  x  remplace  p  par  ap  |p  étant  perpendiculaire  à  a. 
puisque 

Sap    =:  o,       d'où       p'=  20 

sera  un  vecteur,  el 

mais 

1  I  i  ^  kit  I   t  k  \ 

Nous  devons  maintenant  résoudre  les  équations  (i)  et  (2),  afin 
de  trouver  les  (quatre)  points  d'intersection  de  Tellipse  (i)  avec 
le  cône  (2).  j  Par  cette  équation  (2),  et  par 

Sap  =r-  o, 

mis  sous  la  forme 

k\i»         '  ^É         /  i  \  \' 
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nous  obtenons 

<pp  =:a?V.(<p-*a)Vap. 

Opérant  par  S.p,  nous  en  déduisons 

I  :=a?.p'Sa<p""*a; 


par  suite,  il  vient 


p«mp  =r  p  —  a  g*^^    , 


r 


ou 


(3)  p=|£gf(,_p.^)-.,. 


a©    'a 


On  tire  de  là 

(•4)  Sa(i  — p*©)-*a  =  o. 

Cette  équation,  quadratique  en  p^,  donne  les  longueurs  du  maxi- 
mum et  du  minimum  de  p.  Par  le  n^  147,  l'équation  peut  être  écrite 

(5)  p*mSa<p'"*a  —  p'Sa(/n2  —  îp)a-|-a*=o 

I  en  vertu  de 

où 

[Si  nous  avions  opéré  par  S.cp""*  a  ou  bien  par  Sçp""*  p,  au  lieu 
d'opérer  par  S.p,  nous  aurions  eu  une  équation  en  apparence  dif- 
férente de  (5),  mais  aisément  réductible  à  cette  dernière.  Ce  serait 
on  excellent  exercice  de  prouver  Tidentité  des  deux  résultats.] 

Si  nous  substituons  dans  (3)  les  valeurs  de  p^  données  par  (5), 
nous  obtiendrons  les  vecteurs  des  diamètres  cherchés. 

[On  peut  prouver,  par  un  calcul  direct,  que  (i  —  p^çp)"*a  et 
(f  —  Ps?)*'^  sont  nécessairement  perpendiculaires  Tun  à  l'autre, 
par  la  condition  que  tous  les  deux  soient  perpendiculaires  à  a,  et 
dans  l'hypothèse  que  pi  et  p2  ne  sont  pas  égaux  entre  eux.  Voir 
n^  271.] 

274.  L'équation  (5)  du  numéro  précédent  montre  que 


.t  aS 


«« 


P»P*""/nSa(p-»a 
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Par  suite,  Taire  de  Tcllipse  (  i)  est 

-Ta 


\  —  ///Sac. 


-•a 


ce   qui  prouve  que  le  lieu  fies  normales  aux  sections  diamétrale: 
de  l'ellipsoïde,  pour  lesquelles  Taire  est  la  même,  sera  le  cône 


Sa'^-»a  — Ca^. 


Lorsque  les  racines  de  (5)  sont  égales  entre  elles,  cest-à-dlro 
lorsque  Ton  a 

(6)  (m 2^- — Sacpa)-=:  'j //?  a-Sa',p~*  a, 

les  sections  seront  des  cercles.  11  n'est  ])as  difficile  d'établir  que  celle 
équation  n'est  satisfaite  que  par  deux  valeurs  de  U  a  ;  mais  il  existe 
une  forme  difFérente  de  cette  équalion,  dont  nous  parlerons  an 
numéio  suivant,  et  qui  donne  la  solution  de  cette  question  el 
d'autres  questions  analogues  par  la  seule  inspection  de  Téquation- 

275.   Par  le  n*^  168,  nous  pouvons  écrire  l'équation 

S  s  o  :-  ^^  I 
sous  la  forme 

dans  laquelle/)  est  un  scalar  connu,  et  A,  il  des  vecteurs  définis  el 
connus  de  direction,  mais  dont  les  tenseurs  restent  individuelle- 
ment indéterminés,  le  produit  seul  de  ces  deux  tenseurs  entre  eux 
élant  connu,  les  données  étant  les  constantes  de  la  fonction  '^. 
[On  devra  se  rappeler  aussi  les  résultats  des  n**^  121,  122.]  L'équa- 
tion se  transforme  en 

(  1  )  2  S Àv  S jj. >  -+-  {p  —  S X{a) p^  —-  I . 

Sous  celte  forme,  Tcqualion  montre  que  la  surface,  coupée  par  un 
plan  perpendiculaire  à  À,  ou  bien  à  [jl,  présentera  une  section 
circulaire.  En  effet,  si  nous  posons 

S /s  =:  a, 
Téquation  (i)  devient 

'iaS\i.o  -\-  {p  —  S/|x)p*=rl, 
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et  sera  l'équation  d'une  sphère  qui  comprend  la  courbe  plane  de 
la  section. 

n  s'ensuit  que  X.et  |jl  du  n^  168  sont  les  valeurs  de  a  de  Téqua- 
tioD  (6)  du  numéro  précédent. 

276-  Si  deux  sections  circulaires  d'une  sur/ace  du  second 
ordre  ne  sont  pas  situées  dans  des  plans  parallèles,  elles  seront 
situées  toutes  les  deux  sur  une  même  sphère. 

En  effet,  l'équation 

(SXp  —  a)  (Sfjip  —  ô)=zo, 

dans  laquelle  a  ^l  b  sont  des  scalars  quelconques,  est  Téquation 
d'un  système  de  deux  plans  non  parallèles,  lesquels  coupent  la  sur- 
face suivant  des  cercles.  Si,  entre  cette  équation  et  l'équation  (i) 
du  numéro  précédent,  nous  éliminons  le  produit  S\oS[jip,  nous 
obtenons  l'équation  d'une  sphère. 

277.  Trouver  les  lignes  droites  génératrices  d'une  surface 
du  second  ordre  à  centre. 

Soit  l'équation 

celle  de  la  surface.  Si  a  est  un  point  de  la  surface,  et  xa  un  vecteur 
parallèle  à  une  génératrice,  nous  devons  avoir 

p  =  a  H-  xm 

poar  toutes  les  valeurs  du  scalar  x.  Ainsi  on  a 

S(a-t-XTii)<p(aH-  xm)  =  i, 

ce  qui  donne  les  deux  équations 

S  a  (pm  =  o, 

StV  QpTil  =  O. 

La  première  d'entre  elles  est  l'équation  d'un  plan  passant  par  l'ori- 
gine et  parallèle  au  plan  tangent  à  l'extrémité  de  a  ;  la  seconde  est 
Téquation  du  cône  asymptotique.  Les  droites  génératrices  seront 
donc  parallèles  à  l'intersection  de  ces  deux  surfaces,  ce  que  l'on  sait 
du  reste. 
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(les  deux  équations  donnent 

dans  laquelle  )'  est  un  sealar  qu'il  s'agit  avant  tout  de  déterminer. 
Opérons  sur  cette  équation  par  S.[i  et  par  S.v,  ji  et  *'  étant  deux 
vecteurs  quelconques,  mais  non  coplanaires  avec  a.  Nous  obtenouN 
ainsi  [  en  appliquant 

S'i-^w  —  Sm-^i,      S^A'oLW  -^.— SmVaS,.  .  .  '. 

n  )  5 m  (  r Ci?  H-  Va'ii  )  =:^  o,      S cr  (  y  'i-v  —  V  va )  ~  o. 

J)e  là,  il  vient  j  par  la  première  des  expressions  de  zns  du  numén) 
suivant  et  par  Sac^ru  =  Sr^y^a  =:r  o  j 

S'f^(j-??  -H  Va^)  (  v'fv  —  Vva)  =:  o; 

et,  pai'  suite  j  la  première  puissance  de  v  disparaissant}, 

m  y-  S  .  a[iJY  —  S  acpa  S .  a^Y  =:  o. 
Nous  trouvons  ainsi  les  deux  valeurs 


/s  a'^a ^       /  1 


donnant  clrux  génératrices. 

j  On  peiii  lircr  la  valeur  y  —  r^  — —  d'une  manière  plus  directe  des  équa 

lions 

yz^m  —  \'am,     Sa'^TïT  z=  o, 

r\\  irailani  la  première  par  V.'^a.  Nous  avons  ainsi 

r'^/'^    •  \'a77T  =  tïtS  a'^a — aSnj'^a, 
ri,  ( onniU"  ^otcia  =  i,  Sw^a  r=  o,  on  a 

Mais^  'fTïj  zz  VacT  donne  aussi 

ym  =  'i-'  VacT, 
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d'où 

y  m.  xyra  =  xn, 

et,  puisque  w  n'est  pas  nul,  on  a 

^«  /n  =  I . 

Le  reste  se  continuera  comme  au  n^  278.  1 

278.  Les  équations  (i)  nous  donnent 

^m=V.(7cpPH-Vap)(jQY-VYa) 

=  m7*<p-*VPY-t-7V.<paVpY  — aSaVpY» 

ce  qui  fait  connaitre  Tune  ou  Tautre  des  deux  génératrices  suivant 
le  signe  que  Ton  attribue  à  la  valeur  de  y. 

Dans  cette  expression  de  zxsj  le  vecteur  VPy  est  un  vecteur 
quelconque,  pourvu  qu'il  ne  soit  pas  perpendiculaire  à  a,  res- 
triction qui  est  comprise  dans  celle  faite  au  numéro  précédent. 
Nous  remplacerons  donc  V  ^y  P^^*  ^  î  ^^'^  nous  donne 

5nj  =  ®->e  — «Saeih^ï^2^=V.(^aVa<p-»e)db  Xiîîli\ 

y/m  yjm 

ou  bien,  ce  qui  est  la  même  chose, 

5©  =  ©-«[V(aV(p«.e)]  ±  Xiî^\ 

Posant 
nous  aurons 

ym 
avec  la  condition 

ST©a=:  o. 

[L'un  quelconque  de  ces  systèmes  de  valeurs  forme  la  solution 
complète  du  problème  ;  mais  nous  en  avons  donné  plusieurs,  à 
cause  des  particularités  que  présentent  les  formules,  et  à  cause  des 
moyens  qu'ils  nous  procurent  pour  l'établissement  d'un  grand 
nombre  des  propriétés  des  surfaces  du  second  ordre.  On  pourra 
s'exercer  à  prouver  que 


3()o  nivPiTRF:  VIII. 

osl  lin  invariant.  I.c  mo\cn  le  plus  facile  de  le  démontrer  sera  Scins 
doute  de  montrer  que  Ton  a  identiquement 

V.'MJ'Uj,  =  o.] 

H  serait  peut-être  plus  simple  de  prendre  a  pour  la  valeur  d«^ 
\  .jv;  de  cette  manière,  on  obtient 


*  '  . 


\ 


//i 


[11  n'est  pas  besoin  de  rappeler  au  lecteur  que,  dans  relie 
([uotion,  nous  avons  considéré  l'équation  ^rnrra/r  L]vi^  surfaces  Jii 
second  ordre  à  centre,  Forigine  se  trou\ant  au  centre.] 


QLI'STIONS  PROrOSÉKS  POl  R  LK  CII.VPITRK  Mil. 
1 .   Trouver  le  lieu  des  points  de  la  surface 


i  •  \ 


pour  lesquels  les  i;énéralrices  sont  à  angle  droit  les  unes  sur  le«i 
autres. 

2.  Trouver  l'équalion  de  la  surface  engendrée  par  une  droite, 
qui  tourne  d'un  mouvement  de  réNolution  autour  d'un  axe  auquel 
elle  est  invariablement  liée,  nuiis  qu'elle  ne  rencontre  pas. 

IJ.   Trouver  les  conditions  en  verlu  desquelles  l'équation 


t  1 1 


représenle  une  surface  de  ré\olulion  a^antun  axe  de  figure  paral- 
lèle à  un  vecleur  donné. 

i .    Trouver  les  équations  de  ceux  des  cvlindres  de  révolution  qui 
peu>en!  être  circonscrils  à  un  ellipsoïde  donné. 

o.   Trouver  récjualion  du  lieu  géométrique  déterminé  par  la  con- 
struction suivante  :  un  ellipsoïde  élanl  donné,  on  le  coupe  par  de-» 
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plans  passant  par  le  centre.  En  ce  point,  on  élève  des  perpendicu- 
laires à  ces  plans,  et,  sur  chacune  d'elles,  on  porte  deux  longueurs 
respectivement  égales  au  grand  et  au  petit  axe  de  la  section  perpen- 
diculaire. [Le  lieu  sera  la  surface  de  Vondey  de  Fresnel.  Voir 
Chap.  XI.] 

6.  Considérons  les  plans  d'un  système  de  sections  diamétrales 
d'un  ellipsoïde  donné,  répondant  à  la  condition  d'avoir  toutes  une 
aire  de  même  valeur.  Ces  plans  ont  une  enveloppe,  laquelle  est 
un  cône  asympto tique  à  un  hjperboloïdc  confocal  de  Tellipsoïde 
donné. 

7.  Trouver  l'enveloppe  des  plans  d'un  système  de  sections  non 
diamétrales  de  l'ellipsoïde,  l'aire  des  sections  étant  supposée  con- 
stante. 

8.  Trouver  le  lieu  du  point  d'intersection  de  trois  plans  perpen- 
diculaires entre  eux,  chacun  d'eux  étant  tangent  à  une  surface  du 
second  ordre,  ces  trois  dernières  surfaces  étant  confocales. 

9.  Trouvel*  le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
centre  sur  le  plan  passant  parles  extrémités  de  trois  diamètres  con- 
jugués de  l'ellipsoïde. 

10.  Déterminer  les  points  de  la  surface  de  l'ellipsoïde,  pour  les- 
quels l'angle  compris  entre  le  rayon  central  et  la  normale  est  un 
maximum. 

11.  Lorsque  quatre  surfaces  du  second  ordre,  semblables  et 
semblablement  placées,  se  coupent,  les  plans  d'intersection  des 
surfaces  deux  à  deux  passeront  tous  par  un  point  commun. 

12.  Le  parallélépipède  inscrit  dans  une  surface  du  second  ordre 
a  ses  arêtes  respectivement  parallèles  aux  directions  d'un  système 
de  diamètres  conjugués. 

13.  Montrer  qu'il  existe  un  nombre  indéfini  de  systèmes  d'axes 
obliques,  pour  lesquels  l'équation  d'un  ellipsoïde  en  coordonnées 
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ordinaires  devient 


.f-  —  V  -r-  ;-  ^  f. 


1  i.  Troiiv«'r  lérjiialion  de  la  surface  du  second  ordre  circ«»n- 
>rrile  à  un  trlrardre  donn('',  salislaisanl  à  la  condition  daxuir.  en 
chacun  d's  soinrnels  du  tétraèdre,  un  plan  tanj^ent  parallèle  au 
plan  de  la  l'ace  opposée. 

\o.  Démontrer:  i**  que  deux  surfaces  du  second  ordre,  >enil)ld- 
Ides  et  semblaMenient  placées,  se  coupent  suivant  un  ]>lan.  ol 
2°  que  le  plan  d'intersection  est  le  conjugue  de  la  direction  delà 
ligne  des  centres. 

16.  Trouver  le  lieu  des  points  de  la  surface 

Se  '^S  =  1  , 

[)our  les(]iiels  les  normales  à  la  surface  rencontrent  :  i  ^  une  nornial»^ 
donnée,  correspondant  à  un  ])oint  de  la  surface;  :i"  une  droit»' 
doiHK'e  dans  Tespare. 

17.  Les  normales  à  la  surface  en  des  points  situés  sur  une  mémo 
génératrice  sont  toutes  parallèles  à  un  plan  déterniirté. 

18.  D'un  point  de  la  surface  d'unc^  sphère  concentrique  à  nn 
ellipsoïde,  on  mène  des  plans  tang<^nts  à  Tellipsoïde.  Le  plan  i\c> 
points  de  contact  variera  sui\ant  la  position  du  point  sur  la  sphère. 
(3n  demande  de  trouver  renvelop])e  des  plans  dv  contact,  el  df 
(hUerminer,  en  outre,  sur  la  s])hère  le  lieu  des  points  pour  lescpuls 
Tenveloppe  des  plans  de  contact  devient  une  sphère. 

19.  On  considère  les  perpendiculaires  abaissées  du  centre  sur 
trois  plans  tangents,  respectivement  parallèles  à  trois  plans  diamé- 
traux conjugués.  Il  s'agit  de  démontrer  cpic  la  somme  des  carrc^ 
des  invers(\s  de  ces  perpendiculaires  est  constante. 

20.  On  considère  deux  ellipsoïdes  concentriques,  senil)lablc>  et 
semblablement  placés.  De  deux  points  quelconques  de  la  surlaco 
de  l'un  des  ellipsoïdi^s,  on  mène  les  cônes  enveloppant  l'autre.  H 
s'agit  de  njontrer  que  ces  cônes  se  coupent  mutucllenient  suivant 
deux  courbes  planes. 
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Trouver  le  lieu  des  sommets  des  cônes  lorsque  les  plans  de  ces 
intersections  sont  à  angle  droit  Tun  sur  Tautre. 

21.  Trouver,  à  la  surface  d'un  ellipsoïde  ou  d'un  hyperboloïde, 
le  lieu  des  points  de  contact  de  plans  tangents  dont  la  distance  au 
centre  est  constante. 

22.  D'un  point  fixe  A,  situé  sur  la  surface  d'une  sphère  donnée, 
on  tire  une  corde  quelconque  AD  ;  d'un  point  B  quelconque,  on 
tire  la  droite  BD,  et  soit  D'  le  point  où  elle  rencontre  la  sphère 
une  seconde  fois.  A  partir  de  A  sur  AD,  on  prend  une  longueur 
AE  égale  à  BD',  AE  étant  dirigé  suivant  AD  et^dans  le  sens  op- 
posé. Il  s'agit  de  démontrer  que  le  lieu  géométrique  de  £  est  un 
ellipsoïde  ayant  le  centre  en  A  et  passant  par  B.  (Hamiltoiv,  Élé- 
ments, p.  a27.) 

23.  Montrer  que  l'équation 

/t(i  —  c«)  (e  -h  Saa')  =  (Sap)«—  2e  Sap  Sa'p  -f-  (Sa'p)«  -h  (i  —  e*)  pS 

dans  laquelle  e  désigne  un  paramètre  (scalar)  variable,  et  a,  tI  des 
uoités-vecteurs,  représente  un  système  de  surfaces  confocales. 
{Ibid.,  p.  644.) 

24.  Montrer  que  le  lieu  des  diamètres  de 

Sp<pp  =  i, 

parallèles  aux  cordes  de  cette  surface  qui  sont  partagées  par  leur 
milieu  par  le  plan  tangent  au  cône 

Sp<|/p  =  o, 
a  pour  équation 

S-p^'l^^^çp  =  o. 

25.  Trouver  l'équation  d'un  cône  dont  le  sommet  est  à  Tun  des 
angles  d'un  tétraèdre  donné  et  dont  les  génératrices  ont  pour  di- 
rectrice le  cercle  circonscrit  à  la  face  opposée  du  tétraèdre. 

26.  Montrer  que  le  lieu  des  points  de  la  surface 

Sp^p  =  i, 
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OÙ  les  normales  rencontrent  la  normale  du  point  p  ^=  ra,  est  à  Tin 
lersection  du  cône 


ft  I 


avec  la  surface  donnée. 

27.  Trouver  le  lieu  géomélri([ue  des  points,  pour  lesquels  le  carri' 
de  leur  distance  à  une  droite  donnée  est  proportionnel  à  la  dislance 
des  points  à  un  plan  donné. 

28.  Montrer  que  le  lieu  du  pôle  d'un  plan 

Sa;.  =  1, 
par  rapport  à  la  surface 

est  une  sphère,  lorsque  a  est  soumis  à  la  condition 

Sa'j>"  -a  -iz  C 

29.  Faire  voir  que  l'équation  de  la  surface,  engendrée  par  des 
droites  parallèles  aux  noruiales  de  la  surface 

1*1  ' 

le  long  de  la  ligne  d'intersection  de  celte  surface  avec 
est 

S  w  (  '^    i-  /  j~ '  'vm  rr-.  o. 

30.  On  mène  des  plans  tangents  communs  à  la  fois  à 

2  S  Xp  S  ;JL0  -+-  (p  —  S Xjjl)  p-  "  I 
et  à 

quelle  sera  la  valeur  de  A  pour  laquelle  les  lignes  de  contact  dans 
la  première  des  surfaces  soient  planes?  Quelle  est,  dans  ce  cas,  la 
courbe  de  contact  sur  la  sphère? 
Discuter  le  cas  de 

p-  —  s -/.a  "  o. 
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31.  Si  de  chaque  point  de 

Sptpp  =  I 

on  tire  des  cônes  tangents  à  la  surface 

Tenveloppe  des  plans  de  contact  sera 

Sptp'p  =  1. 

32.  De  chaque  point  de  la  surface 

S(p  — a)ç(p-<a)  =  /i«, 

on  tire  des  cônes  tangents  à  la  surface  semblable  et  semblablemenl 

placée 

Spçp  =  I. 

Montrer  que  les  plans  de  contact  ont  pour  enveloppe   la   sur- 
face 

(Sacpp  —  i)'=  /i'Sp<5p. 

33.  Trouver  Tenveloppe  des  plans  qui  sont  tangents  à  la  fois 
aux  deux  paraboles 

pn:a/*-+-  ^ty     p  =  aT*-f-  YT, 

*i  ,3,  Y  étant  un  système  rectangulaire  de  vecteurs,  et  ^  et  t  étant 
des  scalars. 

34.  On  considère  une  série  d'ellipsoïdes  concentriques,  sembla- 
bles et  semblablement  placés  ;  d'un  point  fixe  comme  sommet,  on 
mène  des  cônes  tangents  à  tous  ces  ellipsoïdes.  Il  s'agit  de  trou- 
ver Téquation  de  la  surface  qui  contienne  toutes  les  courbes  de 
contact. 

3.).  Discuter  les  surfaces  dont  les  équations  sont 

SapS?p~SYp, 

S*apH-  S.  «pp  =  i. 
Tait.  —  Quaiernions,  î.  20 
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où  les  normales  rencontrenl  la  normale  du  point  p  ^=  ttt,  est  à  Tin- 
terseclion  du  cône 

S  (  y  —  T7J  )  '^nr  '^0  :=:  O 

avec  la  surface  donnée. 

27.  Trouver  le  Heu  géométrique  des  points,  pour  lesquels  le  carrt- 
de  leur  distance  à  une  droite  donnée  est  proportionnel  à  la  dislance 
des  points  à  un  plan  donné. 

28.  Montrer  que  le  lieu  du  pôle  d'un  plan 

par  rapport  à  la  surface 

S  p  '^  >  =  I , 

est  une  sphère,  lorsque  a  est  soumis  à  la  condition 

29.  Faire  voir  que  Téquation  de  la  surface,  engendrée  par  de> 
droites  parallèles  aux  normales  de  la  surface 

le  long  de  la  ligne  d'intersection  de  celte  surface  avec 
est 

S  TTT  (  O   -i-  /i  )~  '  'J/TTT  -^LI  O. 

30.  On  mène  des  plans  tangents  communs  à  la  fois  à 

2  S  Ip  S  [Xp  -f-  (  />  S  ).IJL  )  p-  :=!  i 

et  à 

quelle  sera  la  valeur  de  A  pour  laquelle  les  lignes  de  contact  dans 
la  première  des  surfaces  soient  planes?  Quelle  est,  dans  ce  cas,  la 
courbe  de  contact  sur  la  sphère? 
Discuter  le  cas  de 
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31.  Si  de  chaque  point  de 

Sp<pp  =  I 

on  tire  des  cônes  tangents  à  la  surface 

Sp9*p  =  i, 

lenveloppe  des  plans  de  contact  sera 

Sptp'p  =  1. 

32.  De  chaque  point  de  la  surface 

S(p  — a)cp(p-,a)  =  /i», 

on  tire  des  cônes  tangents  à  la  surface  semblable  et  semblablemenl 
placée 

Sp<pp  =:  I. 

Montrer  que  les  plans  de  contact  ont  pour  enveloppe   la  sur- 
face 

(Sa«p  —  l)*=  /l*Sp<pp. 

33.  Trouver  Tenveloppe  des  plans  qui  sont  tangents  à  la  fois 
aux  deux  paraboles 

pz=a/*H-  3^,      p  =  aT*H-  y*, 

«.  ^,  Y  ^tant  un  système  rectangulaire  de  vecteurs,  et  ^  et  t  étant 
flos  scalars. 

34.  On  considère  une  série  d'ellipsoïdes  concentriques,  sembla- 
bles et  semblablement  placés  ;  d'un  point  fixe  comme  sommet,  on 
mène  des  cônes  tangents  à  tous  ces  ellipsoïdes.  Il  s'agit  de  trou- 
ver Téquation  de  la  surface  qui  contienne  toutes  les  courbes  de 
contact. 

33.  Discuter  les  surfaces  dont  les  équations  sont 

SapS?p  =  SYp, 

S*  ap  H-  S .  «Pp  =  I . 
Tait.  —  Quaierniona,  I.  20 
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3G.   Montrer  que  le  lieu  des  sommets  de  concs  droits  tangents  à 
lin  ellipsoïde  donné  est  une  hyperbole. 

37.   Si  a,,  a.j,  aa  son!   les  vecteurs  représentant  un  système  dr 
demi-diamùlres  conjugués  de 


So'^o  —  I  , 


i  1 1 


cl  avant 


montrer  que 


/Ni'^-  -^-  /??j'v   -  tn  —^  o, 


/)t  '  ni 

S-.a|a.,a.—  -     —      et      1  (cia)- ^=z ///.,, 
'    "  ni  ^  * 
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\ùi  —  ^ -3-— 

.l|3*3i8.  —  Applications.  L'accélération  dans  le  cas  des  planètes.  Dans  re 
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..     ;^tjp 

Tp» 
donnant 

V  p?  -'  r» 

IVquation  de  rhodographe  devient 

?  =  «r*-ixUp.r-'. 

L  orbite  résulte  de  l'intersection  de 

|xTp:-S€(Y»e-»-p) 

avec  le  plan  Syp  =  o. 
Cas  des  épitrochoïdes,  etc "7  ^'' 


VI 


:;<;')-;{•;: 


;iris-;Ki 


.{: 


M  S  hjs. 


Unlalion  il  iiu  sy-'tir]!-  n:;i.i<'.  (.>»iiipi»>iîi  m  'lc>  rt>t,Uion>.  L"o- 
jxTdteur  /y'f  )«j''  <>i>  !<•.  sur  le  syslrnie  au]ii«^I  il  est  nppli 
(|U('',  imr  rotiilinn  (le  7  ç  fois  l'ijnïle  «le  «7,  îuiloiir  de  l'axe  «11* 
(7.  Lor>«  jii-.'  la  p()siii«Mi  dun  s\>!tnu'  a  riu'«lanl  t  est  drduile 
de  la  po>iiion  initiale  du  système  à  laide  d''  lop^rateur 
V'      )7~''  «'^''"'>  l'expre-'^ioii  de  Taxe  instantané  e-^t 

£  —   <  ^  '/  7~  ' "^'    '  ■ , 

I)i'l<)rMhJtion    liornouciK'.    riciîr'rjnni  d  une  ilcfnrrnat  i^n  j»ur<'. 
S«''f»arati<)n  do  h»  partie  rotaloire  «l'avec  la  [)arlie  pure  d'une 
dt'furmation.  I/e\lra'^tion  de  la  rarin<'  earree  dune  dt-fomia- 
tiou.l  ne  fh'Iorrnalion   -;,  es'.  «-.luiN  .lienle  a    une  dél<»rnialion 

ywvi'.  \  f'^,  suivie  d  une  rotai irm  ■z.\\  f  -^  . 

'  las  d'un  ;;iissenuMil  simple t  >  |-:  •.  1 

n  •[)la(N*rnents  di's  points  dans  un  >yslèn;e  <ie  points.  Conden- 
sation et  rotation  «pii  en  sont  la  eonséquenec.  rr«'diriiinaire«> 

sur  reinj)l»ji  de  lopi-rateur  ^ 1  iç»  i'j*' 

-MorriOfit  d'inertie i  _'♦'•  1  -'"^ 

(JucstiDits  proposons  rchitiK'es  (tu   Ch<ij>itrc  A i.?'^-i  '' 

(ilIMMiriK    \l.     -     Aî'PLK.MloNS   PHYSIOl  Es fi^'-. 

Condition  d'é  (uililue  d'un  sy>tériie  rigide  donnée  par 

lS/:':a    -  ... 

,'i  «lé'.i^iinant  un   M-eteur-foree,  et  x  le  veeleur  du  point  d'ap 
piieation  de  la  force,  he  eette  eipialion  les  six  é(]uations  d'é- 
ijuilil)r<'  se  déduisent  sous  la  forme 

i:  i  ^-  o,     IVa:   -  ... 

\\c  ernlral,  et» t  Vi  i> 

riiéorèiiH'  de  -Mindiui; 1  in  1  ' 

l/etjuation  du  mouvement  d'un  s\stéme  rii,'i«le  est 

ils  (  ///  a  -  -  ^i  )  02  —  0, 

d'où  l'on  déduit  l<'s  éijuations  connues.  L'éi|uation 


e(  dans   leipiel,  dan^  le  cas  on  il  n'y  a  pas  de  l'orees,  \V.  \, 
\y  Z  soni  de>  ft)nclions  liHiio^ènes  du  Iroisièm  '  de^ré  en  »»', 

r.  r,  3. 
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V.a,?,  où 

•    ",/      Ta^     -J 


> 

s 


les  intégrales  étant  relatives  à  l'étendue  entière  du  circuit. 
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_       .   d         .  d        ,    d 
dx      ^  dy  dz 

L'effet  de  V  sur  diverses  fonctions  de  p,  oîi 


On  a 


vp=-:j,     vTp  =  rp,     vup=~i-, 

*  P 


V  S  ap  =  —  a,     V  V  ap  =  a  a. 
Applications  du  théorème 

S.8?' Y7?  =  8S.aV^. a35-2',2 

^58-476.  ^  Recherches  conduites  à  l'aide  de  V.  Application  aux  déplace- 
ments de  groupes  de  points.  Démonstration  du  théorème  fon- 
damental relatif  à  deux  intégrales,  dont  l'une  se  rapporte  à 
tous  les  points  de  la  superficie  d'une  surface  fermée,  et  où 
l'autre  s'étend  à  tous  les  points  de  l'espace  limité  par  la 
surface  fermée,  l'expression  du  théorème  étant 


f f fs.^^dt:-   rfs.vV^ds. 


Ijd  théorème  de  Grecn   on  est  la  conséquence.  Cas  limite  et 
r«s  d'ambiguTté .i'ia-:i6a 


VIII 
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riiôortinc  analogue,  rcliilit  à  Jeux  inl«'ïïralc>  (ii»iil  I  un»- 
s'clcnd  à  la  superlirie  d'une  surfait"  non  fermée,  ei  l'iuiir» 
a    la  courbe  qui  en  forme  la  limile 


/s..,/,-  //. 


SI     vV7</> 


i'»:-Vt..  — 


)!•'.. 


\|»[)!iriilioii  fl<^  cc<  tliéoirmes  à   (K;.   ea>  de  distrilml  ions  don 
néi's  d<'  magnêli>mc  cl  à  la  di/ertrice  d'Vmpère.  el   cnliii  << 
la  fonelion  exprimant  la  lorre  (Tt'lu'^hiit'- 

\ppli«jilioiis  el  ronMMpjiiKC'.  de  la  formnlr 

2      ■'^yf'^         /■(  0  -r  7  K 

be-»  svnd»olcs    d'npi'ialion    eonsi<l«r»'>  indrpcndtimmenl  d» -. 
quantités  qu'ils  idltrlciil,  «  t  liai  tenu- ni  <U>  >n  ml>ule>  r<)!nin<- 

-»'ils  élaienl  do  rpianlilrs 

\ppli(Mlions  df  V  <'n  connexiMii  avec    Ir  (.,d<  ul  df«»  \iiri.il  i>>n'^ 
Loisque  la  vartal  ion  de 


/    ^»''^^' 


<'nI  uullr,  ô  \ 


(I,  r>ii  a 


</.v 


(Oo   1   -   VO 


<►. 


\|)|>liralioM>    au     jnineipr    de    i'arliou-variahle.    l>rafln>lo- 

«InoiHjS,  calt'uaiirs 

Th  •orèrue  de  'lliomion,  rlaldisi^anl  qu  il  n  v  a  «ju'une  s«»lulnni 
uni  |ue  (\r  r<-qiiali<>ii 


S.yir-^Tit)    --  ',  r/ 


\">. 


»N)    '  r 


..,--  '4 


f)t(Csti'o/i.s  /f/(f/}t/S('('s  rt'/(iit\(\s  'i  tnitf  le  !.i\rt  . 


■' t'f  •' 


ERRATA. 


PREMIÈRE    PARTIE. 


F«c< 


.11 


LlflMI. 


Au  lieu  da 


'« 


.^3 


5:* 


foi 


«■3 


^-« 


2  •■  raaont.  effacez  les  mots 
dernière  . .  — ^-r — 

, -p 

a 

3  an  ranonl.  S(o(P)y 

i8 sonl  dans  ce  cas;  car  on  a 

■  I que  S apY  soit 

i8 de  ce  volume 

dT 
dcrDiére  • .  ~^ 

dV 
* dS 

4 V(a— P)(a  — 

3  m  raaofit.  (a*  —  a')' 

4 SBjpç...  =  —  I 


Lire 

dx 

à  la  fin  des  numéros 

af,  —  f 

a 


(SfliP)v 

deviennent  dans  ce  ca& 

que  S.a^p  soit 

de  la  seconde  Partie 

dTp 

cfTp 

V(«-p)(a-v 

(n-«)' 

Soçp. .  .=  -h  I 


SECONDE  PARTIE. 


■  1 

3  «n  raiMit. 

■  « 


Vv 
ordinaire  ABC 

*T~    i    •  •  • 


VVv 

ordinaire  de  ADO 
-£... 


\  I-:  h  R  \  r  \ . 


i  <  '  '  I  ' 


<h 


(•),  ~~  '•) 


ment  nnl,  cl  en  effet 

dz    ,  .  ,  dz  ^  . 


y. 


I  •  >         I 


'         '        dx j  ^^^ 

dz  ilz  \  ^^'  ^  ■  ''-  ^  r 


i8|  1 1 du  dz 

.'i()        dernière.  .         placez  un  signe    /    devant  !c  second  terme  entre  1        1 

y,8  () J/V(Va.nT)  J  /  V(  VVa.ciT) 

25i      ') r'r  V^P 

28  ^  I  j 7  Zz 

Su3  entre  la   if)«  et  la  n"  ligne  ajouter  la  ligne  suivante  : 


S('PPLE}îE\r  A  LERnATA. 

f.         '> T3  Tp' 

(>     1') 'V[%~r-'ity.  'r(a-4-;i;)\ 

<7       17 n"  lO")  11*  1G5 

^()       (li^rnirre.  ,  .  -rj-'(/&o-'  -  — &~^rfoo-' 


^  ^  ^ 
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CHAPITRE  IX. 

GÉOMÉTRIE  DES  COURBES  ET  DES  SURFACES  EN  GÉNÉRAL. 


279.  Nous  avons  déjà  vu  [n**  31  (/)]  que  les  équations 

et 

r^rprésentent  respectivement  une  courbe  et  une  surface,  a  désignant 
Fun  des  vecteurs  d*un  système  de  vecteurs,  ^et  2^  représentant  des 
varîables-scalars,  et  /  le  signe  d*une  fonction-scalar. 

Ce  Chapitre  ne  sera  que  trop  court.  Nous  le  commencerons  en 
déduisant  un  certain  nombre  de  conséquences  des  formes  d'ex- 
pression précédentes.  Nous  le  continuerons  ensuite  par  une  série 
^*eiLexnpies  ou  de  questions  résolues  ;  mais  nous  ne  nous  astrein- 
drons pas  à  un  ordre  systématique  dans  la  disposition  des  matières 


Xait.  —  Qu€Ucrnions,  II. 


'/  CHAI'ITRK    IX. 


e> 


^80.  La  signification  que  Ton  jxnit  a!lril)iier  à  /  et  à  u  dans  1 
expressions  précédentes  n'allecle  pas  les  résultats  (pie  l'on  prul 
en  tirer:  mais,  dans  le  cas  de  conrhes»  il  est  sans  doute  plus  con- 
venable de  donner  à  t  la  signification  d'une  lon^uenr  d'arc  \  de  1 1 
courbe,  mesurée  à  partir  d'un  point  arbiliaire  situé  sur  cette 
courbe.  Au  Chapitre  suivant,  dans  les  reclierclics  relatives  à  la 
(linémalicpie,  /  pourra  très  convenablement  être  cjnploNé  j)uur 
re])réscnter  le  temps, 

^81.   L'é(juation  d'une  courbe  quelconque  dans  l'espace  pouria 
donc  être  conçue  sous  la  Ibrme 

'^  ('tant  une  fonction  vectorielle  de  la  lonj^ueur  d'arc  s  de  la  courl»o. 
(^)uand  l'équation  représentera  une  droite  [comme  au  n"  31  <  /  ]• 
la  (onction  c^  sera  lincdue  en  .v. 

-Si.   Nous  avons  déjà  vu  (n*"*  »]8  et  30)  que 

ih        d 
ds        ds  ' 

est  une  fonction  vectorielle  dont  la  valeur  absolue  est  é::ale  à 
l'unité,  et  dont  la  direction  exprime  celle  de  la  tangente  à  la 
couibe  à  l'extrémité  d(.'  p. 

Au  point  infiniment  rapproché,  relatif  à  s --  ds,  le  vecteur-unilè 
l animent  devient 

c'.V  -^  'j'' S  ds  -r-  .  .  ,  . 

Mais  on  a,  par  livpollièse, 

■ 

ce  qui  donne 

S'      it 
..  ,:,  s  O   .y  rJi:  o. 

>  t 

H  en  résulte  cpie  'z!' s  sera  dirigé  dans  le  plan  osculateur  de  la  courbe 
et  |)erpendiculai rement  à  la  tangente. 

Si,    de  plus,  f/0  désigne  l'angle  comj)ris  entre  deux  tangentes 
consécutives,  d s  et  ':J s  -\-  ':!' s  ds  --...,  nous  aurons 

liiu  —  -—  'ï{':f  s)\ 
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de  sorte  que  le  tenseur  de  tf^s  est  V inverse  du  rayon  de  courbure 
de  la  première  espèce  au  point  s. 

[  Le  calcul  complet  est  fondé  sur  la  formule 

TVa?  =  TaT?sin^. 
Oo  y  supposera 

Va3  =  V«p'i(<p'i  -i-  <p'i €«»  -4- . . .)  =  V(<p'*  ^'s)  û^  -t- . . .  =  ip'i  <p'5  rf»  -f. . . . , 
car  le  scalar  de  ^'s  ^'s  est  nul.  On  en  déduit,  puisque  T^'i  =  i, 

Ensuite  on  a 

Ta  =  Tç'i  =  1,     Tp  =  T(<p'i  -+-  ff'sds-^, . .)  =  Tip'i  =  i, 

et  enfin,  par  hypothèse, 

sin  ap  =  c/6  ; 
d*oii  dérive  la  formule.  { 

283.  Soient  OP  =  <fs  le  vecteur  d'un  point  quelconque  P  de  la 
courbe,  et  C  le  centre  de  courbure  correspondant  à  P,  nous  aurons 


par  suite. 


PC  ==-4-; 


OC  =  Ç5 7- 

^         ^"s 


sera  Féquation  du  lieu  du  centre  de  courbure. 

j(-4-  Vffs)  donne  la  direction  de  UPC,  car  soient  P,  F',  P'XA^-  ^^) 
trois  points  consécutifs  de  la  courbe  donnés  par 


et  soit  p0  un  point  de  la  tangente 

calculé  pour 

c'csl-à-dirc 

OP,  =  ^<-4<aa# 


CHAPITRE      X. 


alors  le  sens  de  la  direction  de  VC  sera  le  même  que  celui  de  iini(P, P'  ),  1- 
quel  est 


L"I'„I*"=:  l>[^is-r-'?.ds)  —  ^^s-'^i(/s'^'s]  =  \J 2 ( ds f' r^" (s)  =  L^'i, 


rig.  DO. 


r   t: 


d'où  (28:2)  il  vient 


rf       If 

1    w    A' 


l'G 


I      / 


(-^'f)   ^ 


Il  s'onsuil  aussi  que  \  . '^\vcp"À',  c'est-à-dire 


i         I 


sera  le  vecte'jr  perpendiculaire  au  plan  osculateur,  et,  par  suite. 


(/s  ^  '  '      ^ 


exprimera  la y^\r/o//  de  la  courhe  donnée,  c'csl-ii-dire  l'angle  dont 
le  plan  osculateur  devrait  tourner,  si  cette  rotation  était  unilornie. 
pour  un  déplacement  le  long  de  l'unité  de  longueur  d'arc. 


i8i.  Pour  montrer  l'usage  de  ces  expressions,  clwrchom  la 
courbe  dont  la  coufhurc  et  la  JJcxion  sont  toutes  les  deux  con- 
stantes. Nous  avons  la  courbure 


d'où 


T"  fT^  !• 


O    .S   -<    s  —    f>    iJ     C  3t, 

«  •  *     * 


a  étant  un  vecteur-unité  perpendiculaire  au  plan  osculateur.  De  la. 
il  vient 


dT. 
a 


p  S    —  :  -  =:  C  lim  -y-  =  cr,  L  p  =  Cl  p  , 
'   '  '  ds  ^         ^ 
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Cf  représentant  la  flexion  j  —  étant  parallèle  à  p"^,  parce  qu^il  est 

perpendiculaire  à  p'  et  à  a 
Intégrant,  nous  obtenons 

(0  p'p^  =  c,p'-hp, 

^  étant  un  vecteur  constant.  Élevant  au  carré  les  deux  membres 
)  observant  que  (p'p"')*  =  —  p'p''.  p'^p'  |  et  changeant  de  signe,  nous 
aurons 

et,  de  ce  que,  en  opérant  sur  (i)  par  S.p',  on  a 

0  =  C,p'«-hSp'p,      Sp'p=:C„ 

on  trouve  que 
d'où 

Multipliant  (i)  par  p'  et  appliquant  Tp'=  i,  nous  aurons 

et,  en  intégrant, 

(a)  p'=c,5  — pp4-a, 

a  étant  un  quaternion  constant.  Éliminant  p',  on  obtient 

—  f=  —  c, -h  c,5p  —  pP'  -h  ap, 
où  la  partie  vecteur  est 

p'— pp»  =  — Ci5p  — Vap. 

L^intégrale  définitive  de  cette  équation  est  évidemment 

(3)  p  =  Çcos(5Tp)-f-tiSÎn(5Tp)-^(c,5p-f-Vap), 

i  etT)  étant  deux  vecteurs  constants.  L*équation  (a)  nous  donne 

Spp  =:C|5-hSa. 


G  CHAPITRE   IX. 

Olle  relation,  inlroduile  dans  (3),  fournit  les  condition» 

S'i;  —  o,     S3t  —  o, 

j)Ondant  que,  par  l'éaalilé 

Tû  =1, 

on  a 

—  •>S:T..sin(5T3)cos(.çT3^] -^^—r- 

Nous  déduisons  de  là  les  conditions 

c 


S;r  —  o,      T;  =  Tr^ 


de  S(U'le  que  Téquation  (  3  i  prend  la  forme  générale  de  l'équatii^n 
d'une  hélice  tracée  sur  un  cvlindre  droit  [comparez  n^  31  (/'^  )]• 

iiSo.  Le  vecteur  mené  de  Forij^ine  perpendiculairement  à  la  taii- 
i;ente  de  la  courhe 


-era 


I  h  l  4  \ 


I      I 


1  ::'  étant  un  vecteur-unité  cv  /^riori).  Cherchons,  d'après  cela, 
(piel  est  le  cnractrrr  cmmun  à  toutes  les  courbes  dont  le< 
/<tni:enfes  so/if  (^pour  chacune  d'elles)  à  la  même  distance  dr 
/'o/i::{ne. 

?Sous  a\ons  la  condition 

que  l'on  peut  écrire 

II  résulte  de  là  que  toute  c<iurl>e  sîture  sur  une  sphrrc,  dont  A' 
l'cufi-e  est  à  roei^ine.  s<iti</iiit  à  hi  eonditiofiy  ce  qui  d'ailleurs  e-l 
évident  pour  d'autres  raisons  :  car 

—  :- —  t-      donne     S:o'^=o, 

I  I  > 

et  ces  relations  satislout  à  •,  1  K 


GKOUÊTftlE  DES  COURBES  ET  DES  SURFACES  EN  GENERAL.  ^ 

Lorsque  Spp'  n^esl  pas  nul^  Tintégrale  de  (i)  est 


(2)  V^Tp*— c-  =  5; 

la  constante  arbitraire  peut  être  omise,  parce  que  nous  pouvons 
compter  s  à  partir  d'un  point  quelconque  de  la  courbe. 

L'équation  d'une  développante,  qui  commence  à  ce  point  parti- 
culier, est 

»•:=:  p  —  5p'« 

lien  résulte  l'égalité 

TfB«r=r:Tp«-h5«-f-25Spp' 


rr=  Tp--+-  5*—  35  v/Tp*—  c*     par  (1), 
nrc*     par  (2), 

qui  comprend  toutes  les  courbes  p  pour  lesquelles  les  dévelop- 
pantes fs  sont  situées  sur  une  sphère  dont  le  centre  est  à  V origine. 

286.  D'un  point  de  Taxe  d'une  hélice  droite  on  mène  des  per- 
pendiculaires aux  tangentes  à  la  courbe;  trouver  le  lieu  des  pieds 
de  ces  perpendiculaires. 

L'équation  de  l'hélice  est 

p  =  acos(5:a)  H-  Psin(5:a)  4-^5; 

les  vecteurs  a,  p,  y  sont  à  angles  droits  les  uns  aux  autres  et  l'on 
suppose 

L'équation  du  lieu  cherché  est,  par  le  numéro  précédent, 

« = p'  V?p', 

d'où  Ton  tire 

/      ,       a«— 6«      .    5\       ^f  .    s       a^—b^  s\         b* 

»w  ~  a  I  cos  — I — : — - —  5  sin  -  1  -f-  p  (  sm :, —  s  cos  -  )  -+-  Y  --1 5. 

\       a  à*  aj      ^  \      a  a^  a)       ^  a^ 

Cette  courbe  est  située  sur  l'hyperboloïde  ayant  pour  équation 

S-aw  -H  S*  pT»  —  a'S'vw  —  6*, 

comme  l'on  peut  s'en  assurer  par  une  vérification  directe. 


8 
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tîS7.    T ranger  Vcxprc^sion   dr  la  phts  courte  distance  cnlrr 
deux  ta/tac/itcs  co/tsrciUi\'cs  dune  courbe  à  dauble  C(iurJmi<'. 


S' 
oit 


V, 


r 


riiiip  (li^s  tangonlos.  l/cNjiialion  (h^  la  lanp:pnte  ([ni  suit  iniriinlial'- 

fîHînt,  au  point    dont  la  distance  au   premier  point  est  ds  en  .m. 

sera 

ds-  \  /  ,.  r/.v- 

V     0    -  p  r/,v   f    s     .... 

*       \'  '  '1.2 


(  ?  4-  '-'  d, 


1  .  >> 


Par  les  n"'  ^i)^  <  L  !2I0,  la  loui^ueur  de  la  plus  courte  distanc  (1< 
ces  deux  droites  sera 


S 


M.^' 


A 


as 


,.  ds' 


I .  ■•> 


./.s^ 


./v- 


1  .  >, .  o 


c  ^  ^  ^  ''  ^  '" 

-  —  .^^  A  A  J 


■)     ■>     .1 


>   '    :'   i"    i" 


'ï\z   z    d.^ 


I      i 


si  Ton  né^liijjc  les  termes  d'ordre  supérieur. 

llernarquanl  que  p'p'^  est  un  vecteur,  et  que  To'  -  -  i,  on  aiu.< 

pour  re\])ression  de  la  plus  courte;  distance  entre  les  deux  \àn- 
gen  { es  co n séeu ti ves . 

\j\//fi:/r  de  /Ic.n'on  (/'^y  c\\st-à-dire  Tan^le  compris  entre  <l«*ii\ 
positious  conséeulivcs  du  plan  oseulateur,  sera  (d'après  le  n*'-«S'>' 


T//l\s's'; 


t    I 


mais  on  a  [n"  IW)  (i)] 


I    t 


t        1 


d\)ù 


'Aç 


1  I     ,  '  ^  I  II' 


De  celte  manière,  la  plus  courte  distance  entre  deux  taim'iilo^ 

consécutives  est 

dz  ,/s- 


{\>.  , .  / 


»   • 
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r  étant  égal  à  =-,9  c'est-à-dire  égal  au  rayon   de   courbure  de  la 
courbe  dans  le  plan  osculateur. 

288.  Reprenons,  pour  un  moment;  Téquation  de  la  parabole 
du  n*»  31  (/) 

On  a,  dans  ce  cas, 

Si  nous  supposons  que  Sa^  =  o,  nous  en  déduirons 

ds 


dt 


—  yCTinrpiTr 


formule  dont  on  tire,  par  intégration,  la  longueur  de  Tare  s  en 
fonction  de  t. 
On  a  ensuite 


'•= <-  M)  ^v  p  (§)■; 


mais 

^__  ±  1  ^  ^  Sp(«-f-pO  , 

ds^-"  ds  T(a-hpO  ^  ds  T(a-h,80*  ' 
de  sorte  que 

Par  le  n^  283,  le  vecteur  du  centre  de  courbure  sera  donc 
©  zn  a/  -h  J  Pi*—  (a«-h  p*r*)*  (—  Pa«-h  ap«0"* 

Cette  expression  donne  en  même  temps  l'équation  de  la  dés^e- 
loppée, 

289.  L'une  des  courbes  à  double  courbure  les  plus  simples  est 
celle  représentée  par  l'équation 

où  s,  ^;  Y  sont  trois  vecteurs  quelconques  non  coplanaires,  les  fac- 


lo  cil  A  PI  tri:  i\. 

teiirs  niim('*ri(|uos  sV  trouvant  introduits  pour  plus  do  convonam»'. 
(>ettc  courl)e  est  siturc  sur  un  cylindre  paraI)oliquc,  dont  les  ç:vih- 
ratriccs  sont  pandlùlrs  à  •'  :  elle  est  aussi  située  sur  des  c\lindrtN 
dont  les  hases  sont  l'une  une  parabole  cubicpie  et  l'autre  une  para- 
boles semi-cubique,  et  dont  les  génératrices  sont  respectivenuii' 
para  Mêles  à  [j  et  à  a. 

l/r([uati()n  de  la  courbe  donne 

De  là,  en  a[)pliquant  To':  i,  on  déduit  la  longueur  de  l'arc  s  rn 
fonction  de  /.  Ensuite  on  a 


'  ■        '  '"  '    is-        ''         '    ^  .Av- 


lorniulc  qui  pourra  servir  à  obtenir  l'expression  de  z"  en  roncti'^n 
de  .V. 

La  reebercli(^  des  propriétés  de  la  courbe  n'oflre  pas  do  (litfr 
eullés  ;  (die  e(uistituera  un  exercice  utile  pour  le  lecteur. 

[Ao/f^  —  Il  iVuit  faire  observer  que,  dans  celle  équation,  la  \ii- 
riable  /  ne  ])eut  pas  devenir  l'arc  .v.  Cx*  serait  encore  un  exercu'" 
mile  pour  le  lecteur  cpie  de  cliercher  la  raison  pour  laquelle  il<"^ 
é<piations  lell(\s  que 


et  même  Técpiation  plus  siin[)le 

?     --^.V-r-   3.V-, 

contiennent  une  absurdilé.]  ]  Ap[>liquer  Tp'-— i.j 

i2î)0.    Une  classe  de  courbes  très  curieuses  est  donnée  pari»- 
quation 

où  '^  est  une  Ibnclion  vectorielle  linéaire  conjuguée  d'cllc-intme, 
z  un  vecteur  constant  et  t  un  scalar  variable. 
Par  difTérentiation,  nous  obtenons 
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OÙ  log^  est  une  nouvelle  fonction  vectorielle  linéaire  conjuguée 
d'elle-même,  que  nous  désignerons  par  ^.  Ces.  deux  fonctions  cp' 
et  y^  sont  commutatives,  puisqu'elles  dépendent  du  même  s^'Stème 
de  vecteurs  trirectangulaires. 
Nous  avons  ainsi 

^  =^X(P)     I  c'est-à-dire     ==  [logç(çO]e=^  (logcp)p  j, 


ce  qui  donne 


5^^x'(p)    Ipo""*  x(x?)l> 


puisque  y^  ne  dépend  pas  de  t. 
Comme  vérification,  nous  devrons  avoir 

^  *      ^       dt  dt-    ï  ,2 

e  étant  la  base  des  logarithmes  népériens. 
Cette  relation  aura  effectivement  lieu  sous  la  condition  que 

r*est-à-dîre  que 

?  —  ^^ 

ou  encore 

iog?  =  x; 

c*est  précisément  la  relation  qui  était  notre  point  de  départ. 

[Le  procédé  ci-dessus,  à  première  vue,  paraît  un  peu  étrange  ; 
mais  on  peut  s'assurer  qu^il  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons  vu 
au  Chapitre  V,  savoir  que,  si  Ton  a 

on  aura  aussi  1 1  étant  un  indice  d'ordre,  comme,  par  exemple, 
dans  o^  =  ff,. . .«  dans  le  cas  de  nombres  entiers;  mais  on  peut 
en  étendre  la  signification  aux  nombres  quelconques 


l'A 
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cl,  par  là  aussi. 


(l<»-'f)(:)--/(0  --  —  (loi:A-i)aSas-  (Io--2)?S3:  —  (lo--3^vSv:: 
avec  CCS  lonnulcs,  on  construira  les  résultais  prcccdcnts.] 

!203.    Vnc  stf/f{/f't'  est  rcpi  r-scrilco  par  une  c(jualîon  telle  qiif 

c    -    '^{L  fi)      -  I..'x/'{t,  n). 

(Icla  provient  tic  ce  cpic  réquation  (hnicnt  celle  d'une  courix'  dc- 
linic,  loi'scpie  l'on  assigne;  une  valeur  particulière  à  runc  ou  .1 
l'autre»  (les  \ari;il)l(îs  /  ou  (/.  L'équation  nous  donne,  par  coii^r- 
(juent,  {\cM\  sv.slriucs  de  courhes,  dont  chacun  est  situé  sur  la 
surlace,  et  ces  courbes  sont  telles  c|ue,  par  un  point  de  la  suit.ir' . 
on  peut  rncn<M',  en  ;^énéral,  deux  courbes  appartenant  respocti\o- 
nient  à  ces  deux  svsiriues.  Les  Lanijentes  menées  à  ces  deux  courlte^ 
en  un  point  de  leur  inicrseclion  seront  toutes  les  deux  situées  «lui- 
le  plan  lanuenl  à  la  surface  en  vc  point,  et  ce  sera  cette  con^i*]'.- 
ration  cpii  nous  fournira  \c.  int)vcn  de    former  l'équation  du  pltii 


tani^cMU. 


tîU^.   L'équation  de  la  surface  nous  donne 


/•  fh  \ 


d-:. 


les   parenllièses  devant  servir  à   Indiquer  que  les  diflércntiati*'!!"' 
sont   partielles. 

Nous  [xuivons  metlre  c<Hte  éepiation  sous  la  l'orme 

</:        ':.',  f/t  —  'J„  du. 

La  normale  au  plan  tani;ent  sera 

et  l'équation  même  du  plan  tanL;ent  sera 

5.(0  — p)'^;o;^_- o. 

21)!L   Faisons  um»  sim|)l<»  application  de  ces  formules.  C'Uisi"'  - 
rons  la  surface  réglée  (jui  est  eni;endrée  par  une  droite  dont  1  lii 
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des  points  se  meut  le  long  d'une  autre  droite  fixe,  de  manière  que 
la  droite  mobile,  tout  en  restant  constamment  perpendiculaire  à  la 
droite  fixe,  effectue  un  mouvement  de  rotation  autour  de  son  point 
d'appui  mobile  et  décrive  des  angles  proportionnels  au  déplace- 
ment du  point  situé  sur  la  droite  fixe.  L'équation  de  la  surface  dé- 
crite sera 

(l)  pz=:OLt  -h  u{^cost  -h  *(  sint)y 

où  X,  p,  Y  sont  des  vecteurs  trirectangulaires  entre  eux  et  con- 
stants, et  où 

Cette  surface  coupe  le  cylindre  droit 

pz=z  a(Pcos/-f-  ysin/)-!-  C'a 

suivant  une  hélice  [n?*  31,  équat.  (m),  284],  dont  l'équation   est 

p  =  a^  -h  a(Pcos^-l-  Ysin^). 

Ces  équations  expriment  clairement  le  rôle  que  jouent  les  va- 
riables-scalars  dans  une  équation  à  vecteurs,  en  faisant  voir  qu'une 
seule  variable  transforme  l'équation  en  celle  d'une  courbe,  et  que 
deux  variables  la  réduisent  à  l'équation  d'une  surface,  ainsi  que 
nous  l'avons  déjà  expliqué  en  général  aux  n°'  31,  équat.  (/)  et  291. 

De  (i),  nous  tirons 

dp=z[oL  —  u(^sint  —  -^cos t)]dt-i-  (P  cost -^^sin t)  du. 

Il  s'ensuit  que  la  normale  à  l'extrémité  de  p  sera 

Ta(YC0S^— psinO  — wTp^Ua. 

,  La  normale  »era  Vo/Ou)  savoir  : 

Va(3  cost-h'fsint)  —  M-Vp^sin^f-h  aV^p  cos»^; 

or,  par  hypothèse,  a,  p,  y  étant  trirectangulaires,  on  a 

Va?  =  a?  =  TaTp.UY  =  Ta.Y    (puisque     T?  =  Ty), 
VaY  =  -Y*  =  Ti3Ta(— U?)=~Ta.?, 
V?Y  =  (T?)«.Ua; 

d'où  résulte  la  formule  du  texte,  j 


l4  CHAPITRE    IX. 

Si  donc  nous  considérons  une  lii^nc  i;cncTalricc  correspondanl  à 
/^^con>l.,  nous  verrons  que  la  direclion  de  la  normale  varie  en 
même  lenijjS  (|u<'  ii.  Celle  circonstance  |)rouve  que  la  surface  n  c>l 
pas  dé\(;l(q)j);iijli' ,  mais  qu'elle  est  réi^lé(.',  la  génératrice  poui 
/  =z  const.  étant  une  liiine  droite. 

î2i)i.    ?Sous  pouvons  établir,  en  i;énéral,  le  critérium  d'une  sur- 
face développable,  si  la  surlaee  e.^l  donnée  par  une  équation  à^  la 

lorme 

p  ~z  '::.t  —  i(  'It, 

'c>t  et  'It  étant  des  fonctions  vectrices,  et  la  direction  delà  iior- 
maie  étant  donnée  par  rex])ression 

Le  ciilérium  n'side  <Ians  la  condition  que  cette  dernière  e\j^r«.>- 

sion  soit  indépendante;  de  //. 

dette  condition   peut  être  remplie  de  d(;u\  manières.  Ou  1)kii 

ToJi  a 

\'lt'l't     -o, 

ce  ([ui  réduit  la  surface  à  être  un  c\lindre,  puisque  toutes  leslicin^? 
i:énéialric<'S  seront  ])arallèles  entre  clii's  \  \  'i/'i'/  =  o  rend  'l  t 
parallèle  à  'l  t  \  si  donc  /  varie  dans  p,  'i/  ne  variera  pas  en  di- 
rection,  mais   tout   au   plus  en  valeur  absolue  !. 

Ou  bien  il  ^  ient 

V'^'^  •!//.-    o. 

C'est  la  condition  plus  j;éiuhale  (jue  nous  clicrchions,  et  en  \«tIu 
de  lacpielle  1  écjuation 

Ci)  P  :     o^  -+-  u  '^' t 

exprimera,  en  ^^énéral,  une  surface  dévelop])able. 
11  est  é\  ident  que 

,'  --  -f  < 

représeiïlc  une  courbe,  i;énéralement  à  double  courbure,  cl  qu'' 
dt  en  est  le  vei  leur  tani;ent.  11  en  résulte  i\\iune  surface  d' \''' 
InjquihUi  est  Ic  li'cu  (Ic  toutcs  li's  UuigcnLcs  à  une  coiirh' à 
double  cnurhufw 
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Il  arrive  que  le  plan  tangent  à  la  surface,  en  un  point  de  la 
courbe  en  question,  coïncide  avec  le  plan  osculateur  à  la  courbe 
en  ce  point;  de  là  découle  que  la  normale  à  (i)  est  parallèle  à 

yo't^^t    (n»»  283  et  292). 

Recherchons  quelle  est  la  figure  de  la  courbe  d'intersection 
de  la  surface  par  un  plan  passçint  par  un  point  de  la  courbe 
et  perpendiculaire  à  sa  tangente  en  ce  point. 

L^équation  de  la  surface  est 

La  partie  de  ni  —  p,  parallèle  à  p',  sera 

-p'S(©~p)p':=r-p'l— (5H-a:)— p'M  i  + '^W--.]; 
ce  qui  donne  un  résultat  de  la  forme 


m 


-p=.Ap'+(^^  +  x.)p'-(*g'  +  ^)p'Vp'p'  +  .... 


Pour  la  section  perpendiculaire  à  p',  nous  devons  avoir  A==  o, 
ce  qui  donne  a:  =  —  5,  approximativement  \  x-^s^=  quantité  du 
troisième  ordre  |.  On  déduit  de  là 

«-p=-j5«p'+j5»(p'Vp'p'). 

La  courbe  cherchée  est  donc  de  la  forme 

OU  une  parabole  semi-cubique,  etc. 
I  L'expression  de  m,  fondée  sur  Tégalité 

SQppose  d'abord  que  Ton  y  fasse  u  =  o  après  la  difféentiation.  Ensuite  on 
part  de 

<p(/  H-  c>/)  =  çf  -f-  c>f  <p' /  -♦-  -  dt^fft  -h. . . 
et  de 


iT. 
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^      ds\ 


\)\\  jilii-^  i'auU'ur  ornpioi*)  la  lellre  s  pour  roprt'scntcr    ( '^^  "T"  )  ^  c<»nsi"l<ii 

coiniiHî  lrrs|)Olil.   |)ui>(|ue   le  ralcui   no   tloit   ôlre  qu'approxiinalil;  onùi 

/'  ■ 
il   suppose   (HIC  ( 'V  r-  -,      sru't  d'un  ordre  sujH'ricur  mcrnc  au  trrti?iLiih- it.  iii: 

suite,  in'^liiieahle   vis-à-vis   de  .s*^ ;  ot    ainsi   do   inônie   des  autre.s  d»  ii\i,- 
d'ordre  supérieur  d»*  .v  par  rapport  à  t. 

Dans  les  trau>roruiali«>iis  indiipn  es   dan>   le  io\le,   il  ost  lait   u>.ji:o<1* 
formules 

St      If  O        ' 

^  0  t>   —  o,     S  S 


>JI  "  4 


(djtoilues  par  dinV'reiitiali<uï.  Eusuite  on  >   a 

r-'    \'    ^'^"'  -    -Y  ,    r'  y   .'-/''   1     _     ^"'  ^'2  -'   ^    -'  <-'"  — 


-  '  .  '  ■> 


Nous  reniaicpierous  «pie  la  eoudilion  Ss'i  ttt  —  p)  —  o  <l«.)nn(; 


(  'ït  -^  'h(  ) 


l)au*«  11'  l'/'sultal  tiua!  du  nuun'ro.  la  \arial)le.v  n'est  pa>î,  à  propreniorif  pir- 
lei",    l'aïf    <]<•  1»    enurite   7;  ainsi  il  n\  a  j»a^  lieu  d  aj>{)li(pi<'r  à  l'eNiui^-H' ii 
de  7  ce  (pii  <'»^t  <lit  <iaus  la  Aofe  du  n""  iiSî). 
On  a,  en  po>aul    V  dz  —  <ls\ 

dz  r  ds 


h 


(t. s 


ds 


d<'  «iorli;  <pn\   pour  s     -  o,  e'est-à-dire  au   vunnuM    uh'ino  do  la  e(tiniM* 
nn  aura 


I  -  :  i  _- 

as 


J   1    >  X  ) .   1        A'  -,   ,    I  ^         — -^    z=r    l    a  —  —    l    S 

\    (/s  }        ds 


d'aprè>   Il    Naleui'    de    a;  et   il   est    ésidenl    (pi»*    etda   doit  a\oir  lii^u  niv  ni' 
j>our  v  --  o  j. 

HSSW.  (ne  lii:iH'  i;r<>(/csi<ii((*  est  une  courbe  Iracéo  sur  une  sur- 
face (1(^  Icllc  sorte*  <|uc  le  [)Ian  osculolcur  en  chaque  poinl  do  li 
coiirhe  conlleiine  la  normale  à  la  surface  en  ce  point.  Si  Jonc  * 
est  celte  norînale  à  rextréniité  de  p,el(juc  p'  el  p"  soient  la  preiiiiôro 
et  la    seconde  dilirreiillelle  du  vecteur  de  la  courbe  géodési<|ii<', 

on  devra  a\oir 

SI   " 
._  .  VS     V     =    O, 

équation  (|ui  se  liMnsforine  (acilenient  on 


\  .ud\  -: 


o. 
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296.  Pour  la  sphère,  où  Tp  =  cr,  nous  avons  v  ||  p,  et  par  suite 

S.pp'p"  =  o. 

Ce  résultat  montre  que  les  directions  que  peut  prendre  p  sont 
comprises  dans  un  plan  passant  par  l^origine  qui  est  le  centre 
de  la  sphère. 

Pour  donner  une  démonstration  plus  explicite  de  cette  propo- 
sition, nous  raisonnerons  de  la  manière  suivante. 

L'équation  ci-dessus  (S  pp'p"=  o)  revient  à 

SOpmO,       S0p'=O,       Sôp^'^zo 

î  par    la   formule  (4),  n°  92,  où  p,p',  p*^,  8  sont    assimilés  à  a, 
3, y,  ôj;  d'où  nous  concluons  que    0   doit  être  un  vecteur  con- 
stant; S  Op',  S  9p"  étant  déduites  par  diflerentiation  deS8p,  cette 
dernière  expression  (égalée  à  zéro)  sera  l'intégrale  complète. 
Nous  pouvons  encore  procéder  comme  suit.  On  a 

o  --  -  ?  s  9?'/^/  S?'p'=  V.Vpp'  Vpp''=  V.^  ?p'  rf  Vpp'. 

d'où  [n®  133,  équat.  (2)]  nous  tirons 

U  ^'pp' =1  const.  =  6, 

ce  qui  donne  le  résultat  ci-dessus. 

297.  Dans  un  cône  quelconque,  nous  avons  nécessairement 

S  vp  zizo 

jrorîgine  de  p  étant  au  sommet  du  cône  j,  puisque  p  est  situé 
dans  le  plan  tangent.  Mais  nous  avons  aussi 

Svp'=zO. 

Eliminant  v,  il  nous  vient 

o=iSpp'Vp'p^ 
par  le  n"  133  (équat.  2),  cette  équation  se  change  en 

0=:SprfUp'. 

Intégrant,  on  obtient 

Ci^SpUp'  — /SrfpUp'=SpUp'-4-yTrfp. 

Tait.  —  Quaiernions,  Il .  2 


i8 


CHAPITRE   I\. 


(.elle  cqualioji  inonlre  que  la  loii^iicur  (riin  arc  quelconc|ue  île  l.i 
li;;n<'  i;<''0(l(''sl(jiH'  rsl  ('^al«*  à  la  projectioi)  de  la  ^cncralrico  du 
('('me,  mriMM'  p;jr  rcxlivniilc  de  l'arc,  sur  la  hingenlc  à  la  couiIh 
»'n  ce  j)()inl.  Jùi  (1  aiili'es  Ici'nies,  /ors/jtf\)fi  r/c/oif/e  le  roiw sur  iii' 
jilun ,  lu  ciiurhc  urodcsii/iir  se  (/cic/op///'  en  une  lii^nie  droite. \  ii 
rrsullal  analogie  s'ohlicnt  pour  Jes  lignes  géodcsi(]ue>.  lrac<V- 
sur  unr  surlai  r  (Irveloppalde  quelcon(|iic. 

^Î)S.     Irou^ur   li'  plus  cmirt  rheiNiif   difif  point  d   un  u/ilh 
v///-  ////r  surf'U'c  do/nirr,  r//  sui\'r//t/  l((  surffirc. 

l),m>r(Ma->.    /    Vd-^^  doil  èlre  un  niiuiuium,  dz  clanl   suiimi> 
la  eoiidilioii  d  «'lie  mIuc  <\\v  la  .surrace  donnée. 


'Y  <!■ 


(r,j,  I 


'  S   .  d,   0  ./'. 


r./s 


/ 


s  .  l   ./s  0  riz    - 


s.  l    r/s  oc 


i 


S.os./l//: 


Le  lernuMMiliT  parenllièscs  est  nul  lors(|ue  les  exlr/'Uiilés  dr  1  >ir< 
soûl  (\v>  points  li\es;  el.  par  ronsrqueni,  on  a  ^)o=o,  en  ee- 
poiuls. 

I  .rs  enndil  lous  ncj'OiiI  ainsi 


/ 


S.v'w/I    du        «),      el      Svos  -    (). 


Jolies  don  ne  ni 

\  .V  fl\'  dz  -^   G, 

.iinsi  (piau  n"  î2U*). 

Si  les  exlrémilt's  de  la  courbe  ne  sont  {)as  donn(''CS,  mais  qu'elle- 
soient  assujellies  à  èti'c  situées  respectivement  sur  deux  courbe- 
doiuH''es^  nous  devrons  considérer  de  nouveau  bi  partie  inlt'irni' 
dans  l'expiosion  de  la  variation  de  l'arc.  Viw  lu  forme  de  celle 
('\j)res>ion 

oiî  voit  (pje  la  eouibe  du  plus  couil  cbemin   coupe   à  angle  tln^i' 
ibacune  des  courjjcs  données. 


»     • 
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299.  Le  plan  osculateiir  de  la  courbe 

II)  S.^'t9''t{w  —  p)r=o, 

<'t;  par  conséquent,  il  est  tangent  à  la  surface 

Essayons  de  résoudre  le  problème  inverse,  et  cherchons  l'équa- 
tion (?.),  en  nous  basant  sur  ce  que  cette  équation  (q)  représente 
l'enveloppe  du  plan  variable  (i). 

Si  nous  difTérentions  (i),  en  faisant  varier  t  seul,  nous  obte- 
nons 

Cette  équation,  combinée  avec  (i),  donne 

n,-p||V.V<pYV<p'o"'||?'. 
«roù  Ton  tire 

ce  qui  est  bien  Téquation  (2). 

300.  Ce  que  nous  venons  d^exposer  nous  conduit  à  considérer^ 
en  général,  le  procédé  de  trouver  [^enveloppe  d'une  série  de  sur* 
faces  dont  V équation  contient  un  paramètre  scalar. 

Lorsque  cette  équation  est  donnée  sous  forme  de  scalar,  le  pro- 
cédé à  suivre  est  exactement  le  même  que  celui  que  Ton  emploie 
tn  Géométrie  analytique  ordinaire,  mais  souvent  les  calculs  à  efTec- 
(uer  sont  plus  simples. 

Lorsque  l'équation  donnée  est  vectorielle  et  sous  la  forme 

OÙ  «1  est  une  fonction  à  vecteur,  ^  et  m  des  variables  scalars  et  v  le 
paramètre  scalar,  nous  aurons,  pour  la  surface  infiniment  rappro- 
chée de  la  première  surface, 


Pi  =  'M^i,  "n  <'i)  =  P  H-  '^t^t  4-  'K  ow  -H  'V^  or. 
Pour  tous  les  points  de  l'intersection  des  deux  surfaces  nous 


'20 

(IcNrons  avoir 
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'l 


-—  o. 


(^('lle  cquatioii  est  é(|uivalente  à  l'équalion  suivante  à  scalar 


(iCltc  dernière  écjuation,  joiiiLe  à 

nous  donne  le  nioven  d'éliminer  les  trois  variables  /,  //  el  c;  «  i 
ré([uaUon  ré^idlanle,  ([ui  sera  à  sealar,  sera  récjualion  elirrclk' 
de  l'enveloppe. 

3(V1 .  Comme  e\em|)le,  elierchons  ren\eloppe  du  plan  oscuhi- 
leur  d  un('  courbe  à  double  eourbui'e.  Dans  ee  (^as,  ré<|uali<>n  il' 
plan  en  (jueslion  est  (n'^!2i)î)) 


s      f   HT    


>.{77y 


el,  [)ar  suile,  la  solution  pour  ttt  sera 


775 


en  sup|)<)sanl  (jue  lécpiation  de  la  eourbe  soil  o  .=.'^1. 

La  eondilion  de  Tenveloppe,  suivant   le   numéro  préeédenl.  e^î 


^^.o^.o..•v,  ^_  o. 


ee  ([ui  revient  à 


ou  il 


S.'.'/o'  ^(o'/-.r^"/-^-  V^'"/.i: 


-  o, 


Le  seeond  facteur  ne  peut  pas  être  nul,  ù  moins  (jue  la  coinl 
ne  soit  plane. 

11  iaudra  done  que  nous  a>ons 


)•  r_  o. 


L  enveloppe  sera  en  conséquence 


jyj  ^z  ç>  l  -r-  X '^  l 
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c*est-à-dire  qu'elle  sera  la  surface  développable  dont  l'arête  de 
rebroussement  est  précisément  la  courbe  donnée,  ainsi  qu'au 
n'>299. 

302.  Lorsque  l'équation  :  i     de  la  surface   dont    on 

cherche  l'enveloppe  contient  deux  paramètres  variables,  les  déri- 
vées partielles  par  rapport  à  chacun  des  paramètres  doivent  être 
nulles;  on  aura  donc  trois  équations  dont  on  peut  éliminer  les 
deux  paramètres  numériques. 

Le  cas  de  deux  paramètres  se  présente,  lorsque  ces  derniers  sont 
l'es  éléments  scalars  indépendants  d'un  vecteur-unité. 

Dans  ce  cas^.le  problème  prend  la  forme  suivante  :  Trouver 
t'enveloppe  de  la  surface  dont  Véquation  scalar  est 

F(p,ot)  =  o, 

**t  dans  laquelle  a  est  assujetti  à  une  seule  condition 

Si  l'on  diflférentie  par  rapport  à  a  seul,  on  obtiendra 

Sve/a  =  o,     Saé/a  =  o, 

V  étant  une  fonction  vectorielle  connue  de  p  et  de  a.  Comme  doL 

|)eut  prendre  un  nombre  indéfini  de  valeurs,  les  équations    qui 

précèdent  exigent  que 

V  av  =  o. 

(^tte  condition  est  équivalente  à  deux  conditions  scalar  seule- 
ment, et  ces  deux  conditions^  jointes  aux  deux  équations  données 
(à  scalar),  nous  permettent  d'éliminer  a. 

Ces  explications  théoriques,  jointes  aux  exemples  que  nous  al- 
lons donner,  mettront  le  lecteur  au  courant  de  la  méthode  qu'il 
faudra  suivre,  pour  résoudre  toute  espèce  de  questions  relatives  à 
la  recherche  d'une  enveloppe. 

303.  Trouver  V enveloppe  d* un  plan  dont  la  distance  à  V ori- 
gine est  constante. 

Dans  ce  cas,  on  a 

Sap  =  — c, 


X 


;(\  rc  1,1  coiulilion 
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la    -  I . 


[^tl•  !(•  imiiirio  piN-cédonl  nous  devons  poser 


j)in'  siiilc,  (ni  .j 


e  esl-ii-(lii( 


\  z  y.      :  {)  : 


c    -    VJ.. 


r: 


r. 


L  eiiselojjjx'  csl    la    spli.'ic  tle    i\i\on  r,  aiii^i    ([uc   l'on    pouvait  - 
alUndrc. 

Si  nous  elier(  lion.N  W'/nc/op/jc  r/<'  ccii.r  (1rs  phtns  scuirni' 
f/ui  so/f/  p(fr(f//r/i's  à  un  rrctcni'  donne  3,  nous  aurons  l.i  con* 
tu)n  additioniirlie 

Didis  ce  Cii^,  le^  Irois  ('(piahoii^  dlilV'renlielle.^  m)IiI 


elles  d(»nncnl 


J)e  là  on   lire 


el  l'en\eIoj)pe  >era 


Sz(/'x        o.      Sar/a-    o,      S  3  ^/a  ^ 


>  'X.'iZ     -       V. 


o 


y.  -  - 


li'A'y 


i  •   i 


T\  :i:       eTV 


e'e>t-à-dii'e    un    evlindre    droit   à    hase    eireulaire    de    ra\«)ii    >-  ^' 
a\anl  'j  pour  axe. 

Si  nou^  nous  d()nnon^  S  v.  i  =  f.  et  que  <'  soil  une  eon^Unilf  aii 
léienlc  (\c  /A'vn.  1  en\eloj>j)r  sera  lorniée  par  les  plan-*  tpn  uni  l"'' 
un»'  inelinaison  donne-e  >ui-  i,  et  eelte  en\eloj)pe  simm  mi 
driMl . 


1  ''  I 


iîO  i.  L  <''«|uali(»n 


s- 


>  Sai:  --  1/ 


représente  un  i'\lindre  parahoTupie.  dont  les  i^énératriees  son!  j) '- 
rallèle-  au  seelenr  a\  x  J;  ear\  d'ahord,  l'éipiation  est  du  sen'iii 
de^ré.  «  l  elle  ne  ehani;e  pas  quand  on  ajoute  à  z  le  vecleur.n»  2'. 
lie  plu<.  1«-  j)lan'i  prrpendieulaires  à  7.  eoupenl  la  surlace  >ii'\''i'' 


f 
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une  génératrice  unique,  tandis  que  les  plans  perpendiculaires  ù 
Va^  la  coupent  suivant  deux  génératrices  parallèles.  Naturelle- 
ment, la  forme  et  la  position  de  la  surface  dépendront  des  valeurs 
de  a,  de  p  et  de  fr. 

}  On  remarquera  que  les  directions  de  a,  Va,3  et  V(aVap)  forment  ui» 
système  trirectangulaire. 

Un  plan  perpendiculaire  à  a  étant  donné  par  une  équation  telle  que  lu 
valeur  de  Sap  =  m  soit  constante,  l'équation  de  la  surface  se  transforme 

en  l'équation  d'un  autre  plan  SpVap  =  -  (6  —  m*),  et  ces  deux,  plans  dé- 

terminent  une  génératrice  unique  de  la  surface  pour,  chaque  valeur  de  m. 
Ln  plan  perpendiculaire  à  \ol^,  donné  par  SpVa^  =  n,  détermine  deux 
génératrices  ^Féquation  de  la  surface  donnant  les  deux  plans 

S  «p  =  ir  /6  —  2  /i 

pour  chaque  valeur  de  n.  j 

On  demande  de  trouver  l'enveloppe  de  la  surface,  en  considé- 
rant p  el  b  comme  invariables,  mais  a  étant  le  paramètre  assujetti 
à  la  condition 

Le  procédé  du  n*^  302  donne  immédiatement 

pSap  -H  VPp  -^xoL, 

Opérant  par  S. a,  nous  obtenons 

S*  ap  -H  S  app  m  —  x. 

La  proposée  donne  en  conséquence 

Sapp  —  b  -^  JT. 

Opérant,  au  contraire,  successivement  par  S.Vpp  et  par  S.p, 
nous  obtenons 

V»pp  =  J?Sapp 

et 

(p*  —  J7)Sap  =  0. 

Réservant  le  facteur  Sap,  nous  tirons  de  ces  trois  équations,  en 
éliminant  x  et  a, 

(V?p)«rz:p*(p«4-^), 

ce  qui  est  Inéquation  cherchée  de  Tenveloppe. 


'  ]  en  vpiTRr:  1  \. 

dcWc  siiil.icc   c^l    c\  idrmnu'nl  iirje  siii-facc  dt?  révolution  cl  -lu 
.|îiiilrlriiie    onlrr,   son    a\c  rtant   'j.   Pour  réludior  de  plu>  f)rô>. 


losons 


t'-  s  "'  -^  rrr 


1  cquiilion  se  liansloniirra  <'ii 


\    ''jTt;  ,  - 


hrr,- , 


<•('  (pu  l'epiésml»'    une  surface  (!<•    r<'volulion  du   deuxième  (i«'::r( 
raj>j)orh'*e  à  son  rciilrr. 

Il  s'e:îsuii  qn,»  l'enveloppe  eliri'eln'e  esl  la  surlaer  réelprocpit' <!• 
la  dernier»'  surlacr.  en  e»»  sens  (jue  le  rc^langie  conslruit  sur  V^ 
\eet(Mir>  de  nn'-uir  direction  dans  les  deux  surfaces  se  trouve  rlp 
'•onslani . 

Il  sr  pr'(''<enle  un  cas  particulier  assez  curieux,  celui  dan«^  leijii' I 
les  c»ui>lanles  s.ilisfonl  à  la  ndation 


',  > 
i 


o: 


•  ai",  d.nis   ce    ea^   *  de   ce  fiu( 


]ue 


0-2  ,-J 


C  2  'J  -     ' 


lcn\elop[>e   se  r<''(luil   à   (1(Mix    sphères,  qui  se  louchent  à  rori;:ine 
<t  doiîl  les  é<jnaln)ns  >onl 

t  I    I 

landis  (pie  la  <urlace  du  deuxième  ordre  correspondante  se  rJni^ 
à  deux  plans  {)arallèle.-> 

S  3i7T         ^  r-. 


ii(C).   Le  laeU'ur,  que  nou'^  a\t)ns  rcser\é  plus  haut,  étant  éi:alc -■ 


/.ero.  ou 


<lonne  une  solution  singulière,  et  répond  à  la  question  de  trou\oi 
I^Mneloppe  d'une  droite,  au  lieu  de  celle  d'une  surface.  De  iait, 
cclt<*  dernière  éipialion,  jointe  à  celh^  du  cvlindrc  paraholn]u»\ 
fournit  la  droite  génératrice  passant  par  le  sommet  de  la  section 
paraboli(pie,    qui  esl  perpendiculaire  aux    «génératrices.   Dans  o' 
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OS  doDC  les  équations  données  seront 

2Sapp  =  6, 

Sap  =  0, 

T«=  I, 

On  en  tire  I  en  suivant  le  procédé  du   deuxième  cas  traité  au 
no  303  I 

Vpp  =:  .ra, 

ce  qui  donne 

.r  =  —  S  app  =  —  l  b, 

el,  par  suite, 

TVpp=}6; 

l'enveloppe  étant  un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe  est  p.  [Il 
faut  remarquer  que  la  valeur  de  V^p  entraîne  la  condition 

SaP=:o; 

(le  cette  manière  la  solution  singulière  est  simplement  V enveloppe 
tCun  cylindre  parabolique^  qui  tourne  autour  d'un  axe  pas- 
sant par  le  foyer.  Nous  sommes  entré  dans  cette  discussion  uni- 
quement pour  expliquer  une  particularité  qui  s^était  déjà  présen- 
tée dans  un  résultat  antérieur,  car  les  résultats  actuels  pourraient 
»Hre  déduits  d'un  procédé  extrêmement  simple.] 

306.  L'équation 

SapS.appizz  a*, 

jointe  à  la  condition 

Ta  ir:  I, 

représente  une  série  de  cylindres  hyperboliques.  Déterminons  leur 
i*nveloppe, 

\ous  avons,  par  le  procédé  déjà  employé, 

p  S  a^p  -f-  ^'  Pp  S  ap  =z  X a. 

Opérant  successivement  par  S  «a,  S.p  et  S«V^p,  nous  en  tirons 


a  a* 

X, 

p«Sa?p 

:.rSap, 

(V 

??)'Sap._ 

:  j:'Sapp. 

-îG  CHAPITRE    IX. 

\\n  ('liiiiliiaiil  .7  cl  7.  nous  aurons 


1'/  , 


poui'  r<'*(jualion  de  lein  (?lopjH*. 

La  (M>nij)arai>nu  de  celle  c(jualion  à 


\   i:  r 


—  —   >  ff 


-  •>  (/ 


(|ui  icj)rt'->ciil<nl  mu*  splicrc   cl    uu   c\lin(lrç,  donl    Wwc  passe  p' 
le  cciili'c   de    la  >|)lièi'c,  nous  .nionlic  (juc.  >i  de   ce  cenlre    on  lu 
de>,\eclcurs  de   ïnèine   direclion,  cl    lerniinés  respecli\  cinenl  .(ii\ 
li-ois  surlaco,  la  longueur  du  Nccleur  de  renvcloj)pe  >ei\i  ni(»viiin 
projxnlKuinelIe  enlic    le^^  lonL;ueur^   i\v>>  \ccleurs  des  deux  .iiiln"^ 
surlaco. 


307.    //'(j/f^'c/-  ri'tnelnpjK'   f/cs  sjtltri'cs  tjuisoDl  ifum^'iids 
uiff  (li'(titc  d'HUiri'  et  (fid  niit  li'iirs  centres  siti-  une  au  tri'  di'Ht 
donnée . 


Soienl 


i    i-  ) 


récpialion  de  la  première   des  droiles   el  ./a  le  vecleiu"  du  ccii[i< 
<le  iinu'  des  .sphères.  L'cMpialion   sera  (par  le  ii"  ^00  ou  le  n^ -Hl 


,/■  a  )- 


\.';(3     -./aHî 


VdniellanL  pour  >lmpliliei\ 


■\ 


i . 


s.;i 


o 


,.:  r. 


b;iv--^'>- 


le  «pii  ne  diminue  pas  la  ijénéralilé  de  la  soluhon,  '1*  dovoruij  ! 
ainsi  la  plus  courle  dislanee  enlre  les  deux  di'oile>  ilonné»^^. 
l'iMpialion  dcMcnl 


C^ 


'■-)^  -  C 


de  là  on  lir«' 


> ./ 


.   %'j    —     »/-^-  7.'. 


J)'après  le  n*'  3()(),  nous  avons  à  po>er 


-  '.>.  Sx'.    ~  '1  .>?S-  a- 
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[Lorsque  Sa^'=  o,  celle  équalion  ne  donnera  pas  lieu  à  une  en- 
veloppe définie;  la  ligne  des  cenlres  sera  alors  perpendiculaire  à 
la  droile  à  laquelle  les  sphères  sonl  langenles.] 
Dans  le  cas  où  Say  n'esl  pas  nul,  éliminons  or  ;  Tenveloppe  aura 

pour  équalion 

S»ap-^S»aY(p'-?')=o; 

celle-ci  représente  une  surface  de  révolulion  du  deuxième  degré. 
Taxe  élant  a. 

La  surface  sera  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  parce  que  Tz 
peut  avoir  une  valeur  aussi  grande  que  Ton  voudra,  T^  n^étant 
pas  assujetti  à  une  limite  particulière,  et  la  section  de  la  surface 
par  le  plan 

Sap  :=  o 

étant  un  cercle  réel  sur  la  sphère 

p«-?'-^o. 

[Ce  sera  une  question  intéressante  que  de  déterminer  les  signes 
^^  ffiy  ffiy  S^-i  comme  au  n°  105,  et  de  vérifier  par  là  les  conclu- 
rions précédentes.] 

308.  Comme  dernier  exemple,  cherchons  l'enveloppe  du  cy- 
lindre hyperbolique  suivant 

SapSpp  —  (7  =  0, 

où  les  vecteurs  a,  ^  sont  assujettis  aux  conditions 

Tanri,       T?--i, 
Say^o,      Spoi=o, 

Y  et  0  étant  des  vecteurs  donnés. 

[On  doit  remarquer  que  des  six  éléments  scalars  compris  en- 
semble dans  a  et  ^,  il  restera  deux  éléments  indéterminés  qui 
serviront  de  paramètres  variables.] 

Nous  avons  d'abord 

ce  qui  donne 


.'S  CIIAPITRR    1  X. 

()n  trouve  de  inrme  <|ue 

L*é(|uaLion  des  cylindres  donne 

S'/sSsr/^i--Sw/aS''i:    -  o, 

lit  I  II  ' 

ijiii  devient 

vSa:  S  .  z'-'A    t-   /S  .  a-'sS  'jZ  --  o. 

I        II  1 1       t  I 

\\\v  la  nature*  de  l'équation  d(*s  evlindrcs,  ni  S 7.0  ni  Sic  ne  <.in- 
I  aient  rire  nuls:  pour  que  /h.<*l  (Vp  i-estenl  indépendants,  il  IrUnlr 
(jue  l'on  ait 

>  .  t"Z  —    o,        >•  .  '.  jO  — -  o. 

Il  11 

Par  >uite,  \\  \  leni 

■J.  1:.(y\  -;:K        V::      U.(0\    os), 

cl  Temeloppe  sera 

T .  \  70  \  os  -     cT .  vo  — -  o, 

1 1        I  i  ^ 

c'est-à-dire  une  surface  du  cpiatriènie  ordre,  cpie  1  on  peut  coii- 
•-Iruire  en  j^rtMiant,  |)our  loni;ueurs  des  vecteurs  de  la  surlaro,  '1- " 
valeurs  qui  snnl  movennes  |)r(q)orlionnelles  entre  les  loni;iu'iii"^ 
(h's  \eeteurs  de  uiénie  direction,  dans  deux  cvlindres  de  r«vi)Iu- 
lion  éi;au\  et  avant  les  axes  menés  par  rorii:;;ine. 

301).  iNous  pouvons  acluelleiiK'nt  comprendre  le  raisonniriiciil 
général  suivant.  Siq>])Osons  cpie  r<''qualion  de  la  série  de  surlnro-^ 
<lonl  on  re<"lierche  l'euNeloppe  contienne  m  j)aramèlres  vccteui'^ 
<'l  //  |)aramètres  scalars,  cl  sup[)osons  que  ces  paramètres  soient 
assujettis  à  p  conditions  vectorielles  et  à  ^  conditions  à  scalar. 

Nous  aurons   en  tout   3/;/  —  n   paramètres  scalars,  assujettis  •' 
»/>  -4-  q  conditions  e\|)rimées  par  des  équations  scalars. 

J^)ur  (pTune  envelop[>e  soit  possible,  il  iaut  que  nous  ayon>  'Mi 
général 

(;)///-//)-(>/>    '- (j)       I    nubien    — .i  o. 

Dans  le  premier  cas,  la  surface  env(do|)pe  sera  obtenue  comiiK 
lieu  d'une  suite  de  courbes;  dans  le  second  cas,  comme  lieu  d  "ni* 
suite  de  poi'/tls. 

Par  la  «lifTérentiation  des  écpiations,  nous  obtenons  3/?  -r  7  -"  ' 
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équations  |  y  compris  la  difTérentielIe  de  renveloppanle,  c^esl- 
à-dire  de  la  proposée  j  linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux 
^m-\-n  différentielles  des  paramètres  scalars.  Par  l'élimination 
de  CCS  dernières  nous  arrivons  à  une  équation  finale  scalar  dans 
le  premier  cas,  et  à  deux  équations  dans  le  second;  de  cette  ma- 
nière nous  avons,  dans  chacun  des  deux  cas,  le  nombre  d'équa- 
tions précisément  suffisant,  pour  l'élimination  de  tous  les  para- 
mètres arbitraires. 

310.  Trouver  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
(le  Vorigine  sur  le  plan  tangent  à  une  surface  quelconque. 

Soit 

S  V  f/p  irr  o 

l'équation  différentielle  de  la  surface;  celle  du  plan  tangent  sera 

S(ïïJ  —  p)v  :=  O. 

Nous  pouvons  introduire  la  condition 

laquelle  influe  en  général  sur  le  tenseur  de  v,  de  manière  que  V' 

devienne   la    perpendiculaire  cherchée,  parce   qu'elle  satisfait  à 

Téquation 

Smv  =1 

\  I  =  v.v"',  d'où  l'équation 

Svp  =  l 

deviendra 

Sv(p  — V-»)  — o; 

}  —  v~'  sera  un  vecteur  compris  entre  l'extrémité  de  p  et  le  pied 
de  la  perpendiculaire  {. 

11  s'agit  d'éliminer  p  entre  l'équation  donnée  de  la  surface  cl 
Téqualion 

Le  résultat  sera  l'équat'  il  demandée  à  scalar  (en  m). 
Pour  donner  un  exemple,  supposons  que  la  surface  donnée  soil 


»o 


I  <'llij)SC)ï(l<' 
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I     1  I 


TT^ 


t  I 


riMiualioii  (^licrclice  soim  donr 


I 


l)i. 


o(i  Dirii 


Srrr    •-:,     'rn"'  .-    i. 


S  TTT'^      ^  7TJ 


«'  <|ui  (.*>l  la  si/i  fncf'  (T  ('htsliritr  de  Fre>ncl  'ii'^  203  i. 
Il  csl  iililc  <lr  miiaicjucr  f|ii('  colle   <'M|uahon   cléri\r   de  («In 

<'llil)<<)ïdr  li'eiju'OdiK.' 

^...  -  I  -      .  , 


I 


pn)(| 


dans  lacjucllr  nii  i«'ni|)laee  z  |>ar  rn    ' . 

»U  I .    f  ne  snrldcc    riant  t/nmirc    //oif^rj-   srf   ir<ij>ir,qur  /- '/ 
lap/Kift  t(  lu  sphfi'c  <lr  ra  ^mt  iz/fifr,  f/nfff  h'  rf/t/zr  rst  f)  I.  Of- 

Vnisi  «|u'aM  nuFiu'ro  j)r('eédeiU,   nous  posons  la  eondilion 

S  ov   -    I  : 
nous  M)N oii^  alni'v  (HIC-  le  \eelenrT7ï  du  pùlf  du  ])I.iu  tani^ent 


S  (  m  '  —   z); 


(  » 


>('ra   — V  1  TïT,,  rlanl   la    j)er|)OîHlieidaii'e  abaissée  de  l'orli^ine  sur  1« 
|)laii   lan^enl,  on   fera 

l-V   --- i; 


"■     -  i 


cl    roiMiiK 


d   \  ieiil 


,- 1 


TTT 


Il  landra  <loiu:  ])os<'r  m  ---  —  v,  puis  éliminer  o  enlre  celle  éqiii'- 
lion  el  ecdic  <le  la  suiface  donnée. 

I^'(Mions  pour  exemple  rellij)SOÏde  du  numéro  précédent:  n"ih 
aurons 

rrt  -ir  —  •:,z 
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«le  sorte  que  la  surface  réciproque  devient 

4 

Il  est  évident  que  l'ellipsoïde  primitif  peut  être  reproduit,  en 
.'fppliquant  une  deuxième  fois  le  même  procédé. 

Cette  dépendance  mutuelle  constitue  une  propriété  générale; 
rar  de 

Spv=il, 

en  ayant  égard  à  la  condition 

Sv  e/p  =  o, 

•  »n  tire,  par  difTérentiation  de  Spv  =  i , 

Sp  e/v  =z  o. 

«le  sorte  que  p  et  v  sont  deux  vecteurs  correspondants,  apparte- 
nant respectivement  aux  deux  surfaces  :  chacun  d'eux  est  le  pôle 
<Iu  plan  tangent  mené  par  l'extrémité  de  l'autre. 

3iâ.  Lorsque  la  surface  donnée  est  un  cône,  dont  le  sommet  se 
irouve  à  l'origine,  le  cas  présente  une  particularité  exceptionnelle  ; 
lar  alors  chacun  des  plans  tangents  passe  par  l'origine;  par  suite, 
l<^  lieu  que  l'on  cherche  se  trouvera  situé  en  entier  à  une  distance 
infinie.  La  difficulté  a  lieu,  parce  que  Spv,  dans  l'équation  du 
«une,  se  trouve  égalée  à  zéro,  tandis  qu'il  faudrait  l'égaler  à  une 
autre  valeur;  dans  ce  cas,  nous  ne  pouvons  donc  pas  poser 

S  pv  nz I . 

313.  Les  propriétés  du  vecteur  normal  v  nous  permettent 
<récrire,  sous  une  forme  très  simple,  les  équations  aux  difieren- 
iteUes  partielles  de  différentes  familles  de  surfaces. 

C'est  ainsi  que  la  propriété  caractéristique  des  cylindres  con- 
siste en  ce  que  les  génératrices  sont  des  droites  parallèles  entre 
l'iles.  II  en  résulte  que  toutes  les  directions  de  v  doivent  être  pa- 
icillèles  à  un  même  plan. 

Soit 

Sav  =1  O 

IVquation  de  ce  plan,  laquelle  est,  sous  forme  de  quatemion,  la 


il 


cil  A  Pliai:   i\. 
rC[)r(Kliirllon  de  l.i  loniiuli'  comuu' 


f/V  ./!■  f/V 

I  —  m    -y-      ;-//,- 

(Il  (IV  (IZ 


^-  o. 


iNmr  liilc^rcrla  torniiilc,  rappelons-nous  (jiic  nou>  (]o\<'n^  l  "  i- 

jours  avoir 

Sv  (/z    -   o  ; 

ri,  pour  (|uc  V  >oil  porpeiuliculairc  à  a,  nous  pouNous  1  o\|'i"^'" 
à  1  aidi'  <l(*  (Irux  xccU'urs  |i  ri  ''^  lous  1rs  ilcux  [x-rprinlicuLiH' • 
à  y.  ;  aln^i,  po>aiil 


nous  aurons 


V       ./;-:-_rv. 


./  S'ir/'.    :    rS-w/:       ( 


(Irllr  (siualion  iiionlrc  (lur  S'jO  cl  S*'^  seront  ou  Nariabl'?  l"'-^ 
les  deux  ou  tou^  l<'s  deux  cou>laul>:  il  v\i  rc>ullo 

<  .        .'         Il 
/  clanl   une  loncllon  scalar  (piclconquc. 


l)\  l.  I)an^  les   siirjdrrs  de  irvolti tion  la  normale  coupe  l-i\' 
Prenant  roi'ii;ine  >ur  cel  axi^  a,  nous  axons 


d  où 


On  en  lire 


pui"-  I  inl<''f;rale 


S . 7:v    '   o. 


V    -    .l'I  -  ~  vz. 


,/  S  7.  dz     '  )  S  s  dz    --    o, 


K  z  -    /'(  Sas  ). 


La  lornie  sous  lacpielle  (ui  exprime   ordinairemcnl  la  [>ro|)iiL'' 
earactérisli(pie  des  sur(ac;cs  de  ri'volulion  esl 

il  esl  lacile  do  la  déduin*  de  l'équation  précédente. 
Dans  les  vôiics  nous  avons 

S  v>  ^  o. 
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Il  vient,  par  conséquent, 

Své/p  =  S.v[TprfUp  +  UprfTp]==Tp.SvrfUp, 

puis 

Sv  dlJp  =  o. 

11  s*ensuit  que  v  sera  une  fonction  de  Up,  et  Tintégrale  de- 

\  iendra 

/(Up)=.o, 

équation  qui  fait  voir  que  l'équation  du  cône  ne  dépend  pas  de  Tp  ; 
et,  exprimée  en  coordonnées  ordinaires,  elle  sera  homogène  par 
rapport  à  ces  coordonnées. 

313.  Sur  les  normales  à  une  sur/ace  quelconque,  et  à  par- 
tir de  la  surface,  on  porte  des  longueurs  égales;  la  surface 
formée  par  les  extrémités  de  ces  droites  aura  ces  mêmes  droites 
pour  normales. 

Nous  avons  pour  Tun  des  points 

ny  3=  p  H-  aUv, 

♦l'où 

Sve/m  =:  Sv  e/p  H-  flrSvr/Uv; 

iclte  quantité  étant  nulle  j  parce   que  (Uv)^  =  —  i    différencié 
donne  SUvrfUv  =  o  j,  la  proposition  se  trouve  établie. 
Prenons,  par  exemple,  la  surface 

Spcpp  — I. 

l/équation  ci-dessus  devient 


il 'où  Ton  lire 


=  te -*-')"'" 


|K)sant  a  l  Top  =  x,  nous  aurons  l'équation  en  lij  seul,  en  élimi- 
nant X  entre  les  équations 

TiiT.  —  Quaternions,  H.  3 


»  r 
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ri 

-  s  .  '^i  (\r  o  -r  I  )  ~ '  m  'j>(  ./•  c:,  -1-  I  )  ~  *  rn. 


■> 


31  G.  Le  paragraphe  préccilcnt  nionlre  que,  si  Ton  pont  lra(  •  r 
une  surface  orllio^onah»  à  un  svsleine  donné  de  droites,  ^\\\  itourii 
tracer  un  nombre  indéfini  de  surlaees  ortho:;oTiales  à  ce>  dreitOv 
Il  s Cnsuit  encore  cpie  les  portions  des  droites  comprises  ciili' 
deux  de  ces  surfaces,  (jucUes  qu'elles  soient,  seront  égales  enli< 
elles. 

Soit 

-#        —  J        — *—       t/  .    « 

t 

en  désignant  pai'  7  cl  t  des  fondions  vectorielles  de  o,  et  ])ar.rii'i 
scalar  aihilraire.  C.elle  expression  de  p  formera  rex|)ression  Z}- 
nérale  d'un  svslcme  donné  de  droites  ]  -  étant,  pai*  ln|)()l!i''>t . 
pei'p«Midiculaire  à  (hj  |. 

Alors,  >i   l<'>^  surfaces  ortlioi:t)nales  existent,  l'équaliim  dillVron- 
tielle  de  ces  suilaccs  seia 

St  ^/:    -  -  (.)   -r  S  i  c  —  7)  d'j. 
De  là  le  proLlème  sui\ant  : 

'il7.  On  deinaiide  de   InniKcr   le  rritcrium   de  V inlviiritl'ih 
(le  V i'(iunli(ni 

II)  Sv  (1z  -r_  o, 

y///  c.rpi  itne  r  (''qiKiiiMn  difjvrenticUe  toinh'  dune  st'/i)  ''< 
sa /•/(/(■('S. 

llauiiilon  a  donné  [/:/r/)fe/ifs,    j).  ^02)   une  solution    très  él*'- 

gan(e  de  ce  prol)lème,  fondée  sur  les  [>ropriélés  des  foTiclions  noi- 

(orielies  lin(''aire"^.  Nous  emploierons   un  procédé  dillérent  el  un 

peu  mon)s  «'xp/îdilif ;  nous  le  choisissons,  parce  qu'il  préscnlcror- 

lains  r«''sullats  sul)si(liaire>,  (pii  nous  seront  utiles  au  Chapitre  >ui- 

vant;  ce  procédé  fera  voir  en  outre  la  connexion  qui  existe  entn 

notr«'   méthode   el   celle   de    la   méthode  du  Calcul   dinérenti^l  '* 

Téi^ard  des  é<pialions  di  fièrent  ici  les. 

.Soit 

1  '  :   -  C 
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rintégrale  ;  appliquons  à  Véquation  Topérateur  très  curieux  ima 
giné  par  Hamilton,  savoir 

— .  d^       .  d  d 

dx      ''  dy  dz 

Nous  aurons 

VF  —  /—       •—      k  —  ' 
dx      ''  dy  dz 

Mais  nous  avons  aussi 

p  =  ix  -{-j'y  -h  kz, 
dp  :=^idx  -h  /  dy  -h  k  dz  ; 

par  suite,  il  viendra 

o^dF^^dx-h^dy-{^^dz  =  -Sdp\7F, 
clx  ^y  dz 

Si  nous  comparons  le  dernier  membre  avec  Téquation  diffé- 
rentielle proposée,  nous  verrons  que  celle-ci  représente  une  série 
de  surfaces,  lorsque  v,  ou  un  multiple  de  v  par  un  scalar,  peut 
s'exprimer  par  une  expression  telle  que  VF. 

Dans  ce  cas,  supposant  v  =  VF,  nous  aurons 


"~  ■      \dx'^  '^  dy^  ^  dz'  ) 


ce  qui  constitue  une  expression  très  importante  et  bien  connue, 
sur  laquelle  nous  reviendrons  au  Chapitre  suivant.  En  attendant, 
il  nous  suffira  de  remarquer  que  Texpression  écrite  en  dernier 
lieu  est  nécessairement  un  scalar  }Fp  étant /?ar  hypothèse  une 
fonction  scalar  K  et  la  condition  requise  pour  l'intégrabilité  Sv  e/p 
sera  simplement 

(2)  VVvzziO. 

Mais,  si  v  ne  satisfait  pas  à  ce  critérium,  peut-être  y  satisfera-t-il 
quand  il  se  trouvera  affecté  d'un  facteur  w  scalar? 
Alors  la  condition  prend  la  forme 

VV(J»'V):=0. 

Oq  peut  la  développer  en 
(3)  V.vViï-'  — iï'VVv  =  o; 


3G 


<;ii  vPiTiii:   1  X. 


cl  cWc.  scia  l'cmplaccc  par 


o. 


]  ]>arc<'  (|uc  ViV  ('^l  iiii  vcclciir  o[  par  suilc  $.v\  (vy^v  '  rr^  o  [. 

Si  (lune  {■>)  n\'sl  pas  salislaÎL  par  l'expression  iloniice  de  /. 
nous  pourrons  essa\cr  (  {);  el,  si  (  {)  est  salisfail,  nnu->  aurons  o 
à  l'aide  <le  (  ."5  )  ;  <lanseliaeun  i\v>  (\c[i\  eas  (  i  )  sera  inl<'-^iciI)Io. 

I  Si   nous  posons 

^  <''tanl  une  lonehon  veeloru'lle  linéaire  (|ui  n'est   pas   néecssai)'- 
nienl  sa  jM'opre  con piquée,  nous  aui'ons 


\  Vv 


i  /  o  / 


)  _- 


j)ar   le    n"     17'{.    Si   doue    '^   est    eonju^uée   trelle-inème.  on  aiiii) 
:  -^  n,  el  le  (  rilérium  (  >  )  «-e  Irnuvera  satisfait. 

Si  '^  n  est  pas  sa  propre  eonjui;u(''e,  nous  aurons,  par  i  j  ),  le  en- 
té ri  m  n 


iV 


<). 


Ces  résultats  sont  eeu\  de  llaniilton,  aiixqucds  nous  a\oiis  lail 
allusion  plus  haut,  mais  la  manière  de  les  obtenir  n'est  pas  l<8 
tienne.] 


1518.    Comme  e\<'inple,  prenons  d'abord  le  cas  .simple  de 
Iroiles  cpii  émeri:ent  d'un  point  donné. 

Dans  ce  cas  v   |  o,  et,  si   nous  posons  v  :-  z^  nous  aur<)ns 


IIJIK"- 


V 


> 


de  sorti*  (pie  ré<|iMlion  (  '2  )  se  trouve  satisiaile.  L'équation  diOVron- 
liellc  à  intégrer  sera 

s  w/s  :—  O, 


dont  rinl('i:rale  est 


r  s  :  -  C  ; 


eelle-ci  représente  iiwt'  suite  de  sphères  concenlricpios. 

yif/f/'c  (\ri'nf/)/i\  —  On  donne  un  système  de  di'oilrs  coiilnui' 
nnr  (huile Ji.ve  à  (f/m/r  (//oit. 
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Soient  a  le  vecteur  dans  la  direction  de  la  droite  fixe  et  ^  celui 
d'une  des  droites  du  système.  Nous  avons 

S.aPp^zo,     SaP=:o,     S^dp:=o. 

Dans  ce  cas,  assimilant  v  à  ^,  on  aura 

v||V.aVap; 

V  est  donc  égal  à  V.aVap,  parce  que  cette  valeur  satisfait  à  (2). 
î  On  verra,  aux  n°*  450  et  suivants,  comment  on  trouve 


V.V(aVap).  j 

De  là  on  tire 

Scfp.VaVap  z=  o 

ou 

S  Vap  Var/p  :=  o, 

pour  Téquation  différentielle  cherchée,  dont  l'intégrale 

T«Vaip=C 

représente  une  suite  de  cylindres  droits. 

319.  Trouver  les  sur/aces  trajectoires  orthogonales  d'une 
suite  de  cercles  dont  les  centres  sont  sur  une  droite  donnée  et 
les  plans  perpendiculaires  à  cette  droite. 

Soit  a  le  vecteur-unité  dans  la  direction  de  la  droite  donnée. 
Les  équations  de  l'un  des  cercles  seront 

il  et  C  étant  des  scalars  arbitraires,  constants  pour  chaque  cercle. 
Pour  la  normale,  v.  à  une  surface  orthogonale  à  ces  cercles, 
nous  avons 

^ll^ipIlVotp, 

d^  p  étant  l'élément  de  l'un  des  cercles.  Soit  é/p  un  élément  tan- 
gent à  la  surface  orthogonale,  nous  aurons 

S  V  rfp  =  S .  Vap  dz  =  o  ; 
ce  qui  montre  que  e/p  est  dans  un  même  plan  avec  a  et  p,  et,  par 


>b  CHAPITRK    IX. 

siillc,  (jue   les  surfaces  orlliogonales   sont   des  plans   passant  \m 
l'axe  a. 

[L'inléi;rali()n  de  S. ap  ^'/p  =  o  requiert  évidemment  rinlroduc- 
tion  d'un  iacteur;  car  on  a 

\  V \  ap  —  ^  (  '  ^  ^  '  -î-  y  ^  V  ~~  A  \  3C  A  )  ^=  2  a, 

de  surle  cpi(?  le  premier  critérium  n'est  pas  satisfait.  Mais,  puisqiu 

S .  \  a  >  \  V  \  OLz    '     >  S  .  a  \  a  V  — -  <  », 

le  tleuxiènie  eril'iium  se  trouve  vérilié. 
Par  (3)  du  n'*  IJIT,  nous  a\nns 

\  .  (  Vir  )  \  a'.  -;     >,  [\"x  — .  (>, 
ou  bien 

Par  suite,  il  faut  que 

S  X  V  n  •  _   o . 

S.  '.  Vn*  -    '.>  »\'. 
(]es  deux  équations  sont  satisfaites  par 

Mais    il   existe   un    mode    d'intéi^ralion   plus   >imple.   En   cllel 
notre  é(pialion 

S.  7  0  (fz    r.  o 

peut  être  écrite 


O  —  b  a  \  —  :_-  ^ a  — - ,—  -    <-/.  b  a  Joir  l-   r y 


^j  \^  ;^  3 


<  e  (pii   est    inimédiatemeul  inté;^ral)le,  lorsque   [3  est   le   vecleut 
constant  arbitraire. 

Ct)nnnc  nous  n'avons  pas  introduit,  dans  cet  Ouvrage,  les  log^i- 
ritliuu's  deserseursni  les  (fni,'lcsdc  cpiaternions  correspondante, 
nous  devrons  ren\o\('i'  le  lecteur  aux  hic/tic/Us  de  Hamilton 
pour  ce  (pii  concerne  les  dévelo[)pements  ultérieurs,  rclatils  au 
résultat  écrit  en  derniei'  lieu.] 

320.  Ti'nu^'cr  les  finjrrlnires  orthogonales  à  une  série  don- 
née de  snrfffces. 
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Si  Téquation  des  surfaces  données  est 

Fp=rG 

el  qu'il  en  résulte 

Sv  dp  =:  o, 

l'équation  des  courbes  orthogonales  sera 

Vv  dpzzzo 

\le  dp,  dans  cette  équation,  est  perpendiculaire  au  dp  de  Téqua- 
lion  précédente  !. 

Celte  équation  est  équivalente  à  deux  équations  différentielles 
scalars  (n^  197);  et  ces  équations,  lorsque  le  problème  a  une  so- 
lution possible,  appartiennent  aux  deux  surfaces  dont  Tintersec- 
lion  détermine  la  courbe  cherchée.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin 
<le  trouver  le  critérium  demandé. 

Supposons  que  les  sur/aces  données  soient  des  sphères  con- 
centriques. 

Dans  ce  cas,  on  a 

P«  =  C, 

4'tla  condition  sera 

\pdp  :=  O 

Mais  de  ce  que,  en  général, 

Tp«rfUp=-Up.Vprfp, 

c'est-à-dire  égal  à  zéro,  on  aura,  pour  l'intégrale, 

Up  =  const., 

c'est-à-dire  des  droites  passant  par  l'origine. 

Supposons  que  les  sur/aces  données  soient  des  sphères  qui  se 
touchent  en  un  même  point.  L'équation  sera  (n**  218) 

Sap"*  =1  C, 

(1*011  Ton  tire  la  condition 

V.p  aprfp  =  o. 

j  Par  le  n«  133  (6),  on  a 

rf(p-i)  =  p-t£fpp-«, 


(l'on 


est  équivalent  à 


et,  par  suite 


CIIAPITIIE    IX. 


Sxr/-.-»  =0 


I  il' 


V  ^:  ^  oa:    -J  sas  !. 

Il  I     I    j 


Les  iiiti'f^rales  peuvent  être  éerites  sous  la  Tornie 

S.'x'iz  -    o,      p-     -  AT\  ao  ^r.  o. 

Il  I  I  ■ 

j'i  étant  un  veeteur  arbitraire  constant;  la  prenn'ère  représente  ui\ 
])lan  passant   j^ar  le  dianièlre   commun  des   s|)lîères:    la   deiixirinr 
représente  une  suite  d'anneanv  ou  de  to/«'s  (  roir  u*^  l^tîM),  InniK- 
par  la  révolution  de  cerelc^^  autour  de  a  et  Ufni^c/tts  à  cette  (li"il 
au  point  commun  des  splières. 

luihi' nlt»'  ifrs  intr i; ra les  tir 


\  .Z7.J  (h   -~  o. 


I       I  I 


■  I  i    I      I 


\  ,z'j.z  (h^     -  \  (\  z'xz.ifz)     z\   •)sS7.v  —  7.Z' )  dz 

II-  \     I    I       k  II  11 


(Il 

il  vient 


o 


\  .  z  dzS  .'XI  —  s-  \  .a  (/z. 


\ .  Z'xz  (/z  ~  \  .  z\  >  .  'jiz  dz-  -\  .xz  dz  1, 

III  II         II  I      I  j 


r) 


.Mai>  j>;»r  (  i  i  <»n  .1 


pS.ap  dz     -  \  oxS  >  r/s     -  \z  dzSrz. 

I  II  III  t      i        I 


y  j  (I  j  -~  j  -  • — 


■> 


.>  'XZ 
I 


Siih^tilnon^  ectto   valeur  «laiis   (  m:    le   premier   lerine    >'en    vn,    |Mii^]!i 
Sa.\a^/>  --  o,  et  (à)  ^e  réiluil  à 


l'uisfjuc 
un  cri  tire 


o     .  N'saSs  dz  -^  Vidz  •     >-. 

I        I      I  '     •>  ' 


2Sp  </p   —  f/.(s2  ). 

Il  ^1 

dz-         \  y.dz         dz'-         \  1  dz 


o 


\Z'1 


\xz 
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Prenant  le  scalar  et  le  vecteur,  nous  avons 

p*  Vap  Vap 

ou  bien,  d'après  le  n"  133,  (i)  et  (2), 

_  dp^_  dT.Wap  _  dV,\oLp 

^~    p«  T. Vap  '     °~    U.Vap  ' 

L'intégrale  de  l'équation  scalar  est  donc 

p»  H- AT. Vap  =  0, 

ce  qui  est  la  première  intégrale  ci-dessus  annoncée. 
Pour  l'équation  vecteur,  il  suffit  de  considérer  l'équation 

e/UVap  —  0, 

dont  l'intégrale  est  UVap  =  un  vecteur-unité  constant,  mais  perpendicu- 
laire à  a  (et  à  p). 
Nous  poserons  donc,  pour  la  deuxième  intégrale, 

UVap  =■-  UVa?. 

En  la  traitant  soit  par  S.^,  soit  par  S.p,  on  obtient  dans  les  deux  cub 

Spa^  —  o, 

«e  qui  est  la  deuxième  intégrale. 

Supposons  que  les  sur/aces  données  soient  des  sur J aces  du 
deuxième  ordre  j  concentriques^  semblables  et  semblablemen' 
placées. 

Dans  ce  cas,  on  a 

Spxp  "C. 

Il  faudra  donc  que 

Par  le  n*  290  l'intégrale  de  celte  équation  est 


J  où 


y— logtp,     ç>  =  cxj, 


V  et  -yT  formant  entre   eux  la  même  relation  qu'au  n**  290,  et  * 
étant  un  vecteur  constant  arbitraire. 


\l  en  V  PITRE    IX. 

321.    O/f  propose   riiitéisrdtioi}    de  V équation   linéaire  mn 
(  liff'érr  ni  ici  le^  partielles  earaetérisant  une  famille  de  snrf(ic>'<. 

L'é(jiialion  du  n^  313 

a.i  (ly  az 

peut  rire  niiso  sous  la  fornif*  très  concise 

S(  z\)  u  —   o. 

où  l'on  suppose 

^-     /P    f/V  --/11, 

.  d         .  d 

\       I  ■       -    j    -  —/.  — . 
(Il  (fy  az 

Il  raiil  l)icn  r-tMiiniqucr  que  l'opTraU'in"  SitV)  rc])r<';sento  K'  ''yiiib''^K 

le  irsiiUat  ^(tV)//  nos!  ui)  s(nlar  qiK*  paroo  rpio  //  est  lui  soalar. 
Par  (untio,  -i  («)  est  un  Norloiir,  S(  tV)'»  FOprt'Scntfra  un  vocl'^ir. 
Ou  j))>uriai(  (lonr  roncovi.ir  rr>p('ra(cur  tout  aussi  l)ion  s<ujs  la  l'UiiV' 

(S.tV). 

Il  arrive  ccjxMKJanl  (pie,  piiis(]iie  ii  <'l  ses  dérivées  partielles  <nnt  do^  ?'  ' 
lars,  on  a 

S I  7  V  »  ''       S  (  7  V  ?/  )  : 

cl.  siée  résultat  est  nul,  cola   uiouircrn  (pie  V  r/  est  perpendiculaire  à  7 ''' 
de  la  forme 

^  u  -    fn\ ^z .  .  . . 
On  déduit  de  là 

m  étant  un  sealar  et  0  un  \ecteur.  On  pourrait  comprendre  m 
dans  le  UMiseur  de  0,  mais  nous  le  tenons  à  part,  pour  une  raison 
rpie  l'on  \erra  de  suite.  On  a 

du   -  --  S(r/:  V)//, 

ec  qui  devient 

du  -r-  —  /nSJ)7dj  -  ■  —  SO  ^T, 
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OÙ  l'on  pose 

De  cette  manière  m  apparaît  comme  un  facteur  qui  rend  le 
deuxième  membre  une  difierentielle  exacte.  Si  une  valeur  peut 
♦'Ire  assignée  à  m,  on  voit,  par  l'expression  de  rfi/,  que  6  devra 
(Hre  une  fonction  de  t  seul;  l'intégrale  sera  alors 

u  =  F('c)  TU  const., 

F  étant  une  fonction  arbitraire  scalar. 
L'équation  des  cylindres  sera 

S(aV)  £/=iO, 

pour  a  rr=  un  vecteur  constant.  Dans  ce  cas,  m  :=  i ,  et 

1/  =  F(  Vap)  =  const. 
L'équation  des  cônes  rapportés  au  sommet  est 

S(pV)a^o. 
L'expression  qu'il  faudra  rendre  intégrable  est 

\  .pdp. 
Par  le  n^  133  (q)  (résultat  dû  à  Hamillon),  on  a 

Vp   ~      ?   ""Tp»     f^    f^' 

La  valeur  de  m  se  trouve  par  là  indiquée. 
On  aura  donc  finalement 

Il  ^=:F{l]p)  -m  const. 

Il  va  sans  dire  que  le  procédé  ci-dessus  n'est  pas  le  seul  et  qu'il 
en  existe  beaucoup  d'autres  que  l'on  peut  appliquer  à  l'intégra- 
lion  de  Féquation  différentielle  traitée  dans  ce  numéro.  On  peut 
modifier  le  procédé,  de  manière  qu'il  devienne  applicable  à  l'hy- 
pothèse d'un  facteur  vecteur,  au  lieu  du  scalar  m,  pour  rendre  la 
différentielle  exacte,  auquel  cas  on  appliquerait  le  critérium  connu 
(ie  rÎDlégrabilité. 

Dans  le  cas  où  le  deuxième  membre  serait  un  multiple  de  i/,  il 
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n'y  aiirail.  pas  tl(,'  ditliculté  à  modilicT  le  procédé  pour  qu  il  s  ap- 
plique à  ce  cas.  De  (ail,  ce  procédé  jellc  un  ]our  nouveau  sur  li 
sujet  enlier  de  l'inléi;ralion  des  é<|ualions  au\  dillerenlielles  pai- 
liell(\s. 

Si,  au   lieu  d'enq)lover  l'opérateur   S(7V),  nous  faisons  ii^cU' 
(Taulres  oj)éraleurs  lels  (pie 

S(  jV)S(tV),     S.tVtV, 

I  dans  lesquels  V  est  eens(''  o[M''rer  soit  sur  //  seul,  >oil  en  mc'.v.r 
!enq)S  sur  d  autres  (piantilés)  nous  serons  mis  en  étal  dv  Ir.iil'' 
des  é>(pialions  linéaires  aux  dilTérenlielles  parlielles  d  nidrcs  mi- 
|>é'rieurs. 

D'autres  lliétuèines   analogues  peuvent  sohtenir  à  l'aide  «lop< 
l'aleurs  à  veelcur,  lels  (jue  \  (  tV  ).   I  oir,  dans  les  /'/-ocrrr/ln;:.^  '1 
1(1  Sociclr  r<>\  aie  r/'AV///;//yo ///•'',   iShn-'o,  les  articles  de  1  aiiU'in 
à  ce  suji't. 

W'I'l.  Tt'ou^'C}'  rc'/utition  ^rnéralc  (1rs  surfaces  flécri/rs  /"ir 
!(/}('  fJrmlc  (jui  en  icucnittic  une  dutit'  constaiiuurni  à  iin^'< 
(Irotl ,  celle  (leu.ricific  rldnl  invariable. 

Soit  7.  la  li^ne  invariaMc,  'j  et  *'  fornianl  avec  a  un  '>\slènio  ln- 
reetanizulaire  de  veeleurs-unilé.  Alors 


./"  7. 


.^■1/-    -V 


sera  l'une  des  lortnes  de  l'écpiation,  z  v\  ./devant  être  dépen«hinl- 
l'un  de  Taulre,  et  >•  étant  une  variable  indépendante,  ainsi  (jut'  ^ 
ou    -3. 

Une  aulre  expression,  niellant  en  évidence  la   dépendance  nei- 
luelle  entre  z  et  j\  sera 

t  \ 

L'ne  troisième  expression  sera  encore 

V  —  -i-V X     -  1"^'".  3, 

|)arce  (|ue  l'on  en  retire  les  relations  |)récédenleî. 

Le  cas  le  plus  simple  se  présente,  lorstpie  Fx  =  hx ,  La  surlu  ' 
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dans  ce  cas  est  Tune  de  celles  qui  coupent  en  une  hélice  droite 
tout  cylindre  dont  Taxe  est  a. 

323.  Le  centre  d'une  sphère  se  meut  sur  la  circonférence 
d'un  cercle  donné;  trouver  Véquation  de  Vanneau  décrit. 

Soil  a  le  vecteur-unité  représentant  l'axe  du  cercle  donné  ;  sup- 
posons l'origine  au  centre  de  ce  cercic,  et  soient  r  et  a  les  rayons 
respectifs  de  ce  cercle  et  de  la  sphère. 

SI  pour  les  équations  du  cercle  nous  prenons 

Téquation  de  la  sphère,  dans  une  position  quelconque,  sera 

(p -?)«=-««. 

J  Pour  une  position  de  la  sphère  inGniment  voisine  de  la  précé- 
dente, et  pour  le  point  p  commun  aux  deux  sphères,  nous  aurons 

re  qui,  pour 

S^d^  —  o, 

dnnae 

S  p  d^  ^=  o  ; 

'  i,  avant  en  outre 

Sac/?=o}, 

nous  aurons  donc 

S  app  zzr  o. 

11  s'agit  d'éliminer  ^  à  l'aide  de  cette  équation  et  de  celles  du 

<  ercle  et  de  la  sphère. 

On  a  ainsi 

P  r^raUVap. 


s  r 


Ensuite  l'équation  de  la  sphère  donne 

p*  —  2  SpP  4-  p*  4-  a'  =  o, 

est-à-dire 

pï  —  2rSpaUVap  —  /*  -ha*  =  0, 

foù 

p*  —  2 /TVpa _  /•»  -h  a«  =  o  j. 


i(i 


CHAPITRK    IX 


De  lù.  on  lire 


I ,"/-  — 


/•-  --  a-  )- 


4/-^s^    -S^a: 


ce   qui   est  l'é(|ualioii   cherchée.    On  peut   hi    IrtUisroriuer  laclh 
inenL  en 


{•) 


{? 


(t-  -,-  /- 


W:- 


-   4  /  -  ^-  'Ji 


.\(»us   j)(>uvuns   é!;il)lir  sur  eetle  ioi'nie  hi   démon striilion  d*    ! 
|)r(>j)rir|(''  (  iirieiis(î  de  rannean  (ou  tore.)  découverte  jku-  \  ilKircriU 
\a\  ellét,  le>  deu\  [)Ians 


doiil  Uvs  é(jualions  sont  coni|)rises  dan 


I .     I 


/-(/ 


c/-  )  ^-  '.À     -  (j-  ^-  is  --  () 

'  1  II 


passcMit   par  rorî:;in<' ;  ils  sont   lau^^ents  à   l  anneau,  en  !•'  coiipui 
en  inéiuc  leinj)S. 

Cette  équation  |)cuL  aussi  se  mettre  sous  la  forme 


ou 


(  •>.  ) 


(i 


S-'.-ysl^:; 


n, 


j^es  inlnscctions  phiues  de  (  i  )  et  (  2)  se  lrou\ent  é\idenun'ni 
sur  la  nou\eiK^  surface  )  dont  Féquation  s'ohlienl  en  ajnul.uit  i' 
deu\irfn<'    UKMuhr»'    de    (\)   Ir    j)remier   memhi'e   de  (i)    inidli{'li' 


/  / 


par  4  ;,  ou  sur 


—  (I 


cette  surface  consiste  en  deux  splières  deravon  /',  comme  Ton  [uni 
s'en  assurer,  lorscpTon  écrit  lun  ou  l'autre  des  deux  Ijcliui^ 
]  dans  hupudle  on  peut  h\  décomposer  j  sous  la  forme 


.'>uil 


{z  11  a-xV  'j  )-       /'-   —  o. 


S  V  (l:.   -  o 


l'c<iuaU<»n    «lidénMU  icil»'    «le   roiuic.ui.   \nii<    trouverons  v   en    «lilii  icndi'' 
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réquation  (i),  et,  sauf  un  facteur  scalar,   nous  aurons,   pour  la  direction 

de  V, 

V  =  p(p*  -r-  a*  -^  r*)-t-  a.2r*Spa. 

Pour  les  plans  tangents  passant  par  Torigine,  nous  devons  avoir 

Svp  =  o, 

ce  qui  donne 

pî(pi  _^  ^2  _^  /.i ^  _i_  2/''S*pa  —  o. 

Cette  relation,  jointe  à  (i),  nous  donne  le  point  de  contact  p  par 

p*  =  (r«-aî)*, 
doù 

puisque  ps  doit  être  négatif  et  que  nous   supposons  /*  >  a.  Cette  valeur 
transportée  dans  (i)  donne 

d'un  autre  c6té,.réquation  de  la  sphère  donne,  pour  cette  valeur  de  p, 

SïpP  =  [-  (p*   :-  a*  —  r«)l«  =  (a^  —  r*)«. 

Nous  voyons  donc  que  Téquation  ci-dessus 

r«(r«  — a«)S«ap  — a*S*pp  =0 

e^t  vérifiée  par  le  vecteur  du  point  de  contact  d'un   plan  tangent  passant 
par  Torigine. 

Les  transformations  à  faire  sur  cette  équation,  pour  lui  donner  la  forme 
<  1 U  peuvent  être  conduites  de  la  manière  suivante.  Divisée  d'abord  par  r', 
coDjme  nous  avons 

l'équation  devient 

r«S«ap— a«S«ap  — a«S»pUp  =  o. 

Ensuite,  de  ce  que  Ss^  =  o,  on  a 

V.(apU?;  =  aSpU?-i-UpSap; 
l'ievant  au  carré  et  remarquant  que  a'  =  —  i,  on  obtient 

V«(apUp)=— S««p  — S«.pUp. 
Mais  le  premier  membre  est  égal  à 

S«(«pUp)-f-a*p«Up«, 


|8 

d'où  il  vionl 
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a-i  S^ 


V- 


-  S^ol 


3) 


./n?^"S^api:3>]. 


I  >»•  lii.  Irqualinn  (  j.  ). 

Kc>  <lciiv  ccrclt's  <|ui  ri'^ultcnt  do  I  intcr^oclion  <los  S])liôie>  \h  ii\''' 
!«•>  plans  (  ■>.  )  ont  clianin  Tune  de  soi>  inoiiirs  sitiiéo^  «^ur  la  la»  o  inh  rn  •  1  • 
l'arnK'aii  cl   Tanlre  nioiiit-  mit  la  lace  ovlorne, 

'llli.  \(ms  aurons  un  aperçu  plus  tlair  du  résultai  pircrdoii!  ?i 
nous  liailons  le  problème  d  un  point  de  vue  diOVrenl:  eu  nu  iiu 
l(Mnj)s  nous  aurons  ain.si  une  exeellenle  occasion  d'opérer  <l<> 
Iranslonua  lions. 

In  eerele  tourne  autour  d'un  axe  <jui  passe  par  l'inlérieur  tJii 
eerele  •  et  (pii  n'est  généralement  pas  perpendiculaire  au  plan  du 
(crele  ',  de  telle  horle  (pie  la  perpendieidalre  abaissé'C  du  <M'nliv 
nui'  Taxe  .soit  e(>mprise  dans  le  |)lan  du  cercle.  FI  s'agit  de  niôii- 
Irer  (|ue,  si  la  |)osilion  de  l'a\e  est  eonvenahlemcnt  tIéleriiiin<H\  l.i 
^urlaee  aln>i  engendrée  jiourra  aussi  être  obtenue  ]>ar  la  révuln- 
tioii,  autour  du  inénie  a\e,  d  uu  autre  cercle  dont  le  plan  pasi^ 
pai'  cet  axe. 

Soicnl 

le  raNon  du  cercle,  /le  vecteur  dans  la  direclion  de  Taxe,  —ct. 
a\ec    \y.—  i)  le    \ect(uir   j)erpcndiculaire    abaissé  du  centre  sur 
l'axe  /,  et  soit 

\i:\  Nceteur  perpendiculaire  au  plan  du  cercle. 
Les  écjualions  du  cercle  sont 


(  :.      -  ca)-  -r-  Ir  4-  ('-  :^  o, 


On  a 


—  p'  -    S'iz  -i    S- a;:  -.-  S^/ap, 

h' 


par  la  deuxième  des  é(juations  du  cercle. 
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Par  la  première  de  ces  équations  on  a 

ce  que  Ton  peut  transformer  en 

d*oii  Ton  tire 

p»  — 6«:=— 2aTV/p. 

Si  nous  mettons  cette  équation  sous  la  forme 

p*  —  ^'inaaSPp, 
et  finalement  sous  la  forme 

(p  — pa)'  +  c*  =  o, 

3  étant  un  vecteur-unité  perpendiculaire  à  i  et  dans  le  plan  de  i  et 
(le  p,  nous  verrons  que  la  surface  peut  être  conçue  comme  le  résul- 
tat du  mouvement  d'un  cercle  de  rayon  c  tournant  autour  de  Taxe  i, 
cet  axe  étant  situé  dans  le  plan  du  cercle,  et  à  une  distance  a  du 
centre  du  cercle. 

Ce  problème  ne  peut  servir  à  faire  ressortir  le  bénéfice  en  briè- 
veté et  en  clarté  qui  est  obtenu  par  la  méthode  des  quaternions 
généralement;  car  la  nature  même  de  la  question  nécessite  l'em- 
ploi d'axes  trirectangulaires,  et,  par  suite,  on  rentre  dans  les  pro- 
cédés de  la  méthode  ordinaire  de  la  Géométrie  analytique. 

32o.  Considérons  la  sur/ace  engendrée  par  une  droite  qui 
s'appuie  constamment  sur  deux  autres  droites  données  fixes,  et 
cherchons  Inéquation  générale  de  la  surface. 

Si  les  deux  droites  données  se  coupent,  il  n'y  aura  d'autre  sur- 
face possible  que  le  plan  déterminé  par  les  deux  droites. 
Si  elles  ne  se  coupent  pas,  soient 

p  =  aH-d7p,     et     p  =  a, -h  a?i  Pi 

leurs  équations.  Par  suite,  chaque  point  de  la  surface  cherchée  sa- 
tisfera (n°  30)  à  la  condition 

Tait.  —  Quaternions,  II.  4 


5;> 
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La  valeur  do  r  est  quelconque.  Pour  que  la  surface  soit  spéci- 
fiée, il  faut  (ju'une  relaliori  soit  établie  entre  x  et  x,  •  afin  <le  dô- 
terniiner  la  loi  d'après  laquelle  la  jj;énéralrice  doit  se  mouvoir,  ail- 
nietlons  (|iu:  /'(./• ,  x^  )   —  o  exprime  cette  relation  ■. 

A  laide  d(î  cette  relation,  .r,  peut  être  éliminé  de  (i),  et  cell»' 
('quation  j)ren(lra  dès  lors  la  forme  ordinaire  de  l'équation  d'iiiu: 
surlace 


'j/C  ./\  y  ). 


On  peut  aussi  o|)ér(îr  sur  (  i  )  par 

V(7  -t-  ./-^  ^-  X,  --  .cj;^,); 
alors  r  disparaîtra  et  le  résultat  sera  Tcquatio!!  vectorielle 


{•>.  i 


(  'J- 


./"3 


^1  -   --^i?!)?^  V(a^./-3)(:(i    i-^-ii^i). 


(^clt(^  équation  n'est  équivahmle  cpi'à  deux  expiations  scalar  en 
c  (n'^'  1)S  et  1  1(5)  j  les  trois  équations  scalar  que  Ton  pourrait  ii«'- 
dulre  (1(;  (2^  seront  obtiennes  en  traitant  (  :>/)  successivemeni  par 
s.  (a  ./'  [j  ),  [)ar  S.  (a,  —  .r,  |i|)  et  par  S.\  (a  -j-.^  ?)(^-i  '^~  -^t  ?»  ■ 
Les  deu\  premiers  résultats  se  trouvent  être  identiques,  niai"^ 
cette  circonslanct;  irinrirnK*  ])as  la  proposition  d'après  laquelle 
une  équation  \eclonelle  doit  tliéoriqnentent  être  écpiivalenlc  à 
trois  é(piati()ns  scalar,  n"  I  LS  note   j. 

De  TiNpialion  \ectoriell<'  en  cpieslion  on  déduit  x  et  x^  en  fonc- 
tion de  Icrines  dé^pr^idant  d(3  p  ;  ])ar  suite,  l'équation  générale  de? 
surfaces  po^^iMes  peut  être  mise  sous  la  forme 


/'(./•,./■,) 


o. 


où  /est  une  fonction  arl)itraire  à   scalar,  et  où    les  valeurs  d<^  /". 
X\  sont  e\[)rim<'!es  à  l'aide  de  ternu^s  dépendant  de  o. 

C.e  proc 'dt''  sera  applicable  au  cas  où,  au  lieu  de  deux  droites 
fixes,  on  donne  deux  courbes  fixes  et  où  la  droite  génératrice  e^t 
assujettie  à  s'appuv<u'  crHistaninient  sur  des  points  de  ces  courbe?! 
la  i;éné'r<jlrice  elle-même  peut  être  une  (tourbe  donnée  se  mouvant 
sui\;int  \\\\<^  loi  donnée.  Quelques  exemples  rendront  ce  proccd-' 
plus  clair. 
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326.  Supposons  que  la  droite  mobile  soit  soumise  à  la  condi- 
tion d*étre  constamment  parallèle  à  un  plan  donné. 

Alors,  en  même  temps  que  Fexpression  (i),  nous  avons  la  con- 
dition 

Sy(«i  4-^iPi  — a  — J?P)  =0, 

OÙ  Y  est  un  vecteur  perpendiculaire  au  plan  fixe. 

Nous  ne  perdrons  rien  en  généralité^  en  supposant  que  a,  ai 
soient  tous  les  deux  perpendiculaires  à  v,  ces  vecteurs  étant  des 
vecteurs  menés  de  Torigine  à  un  point  arbitraire  de  chacune  des 
droites  données. 

Car  si,  par  exemple,  nous  ne  pouvions  pas  supposer  Sya  =  o 
{  ce  qui  aiTiverait  si  la  première  droite  était  parallèle  au  plan  fixe 
et  située  à  une  distance  de  ce  plan  différente  de  celle  de  Tori- 
gine  {,  il  s'ensuivrait  que  S^^  =  o,  et  la  surface  cherchée  ou  serait 
impossible  ou  bien  se  réduirait  à  un  plan,  deux  cas  que  nous  ne 
prenons  pas  en  considération. 

L'équation  précédente  peut  donc  être  supposée 

^i  SfPi  —  ^SfP  =  o. 
Par  suite,  Téquation  (i)  devient 

Opéi^ant  par  S.,  après  avoir  multiplié  successivement  par  trois 
vecteurs  non  coplanaires,  nous  obtiendrons  trois  équations,  à 
Taide  desquelles  nous  pouvons  éliminer  x  et  y. 

Opérons,  par  exemple,  par  S.y(     ),  nous  aurons 

En  éliminant  x  à  Taide  de  cette  équation,  nous  obtenons  fina- 
lement 


Sp( 


?Sï?A/.  .  ?.^Uo. 


Cette  équation  est  en  apparence  du  troisième  ordre,  mais  en 
réalité  elle  n'est  que  du  deuxième  ordre,  en  vertu  de  notre  hypo- 
thèse sur  les  valeurs  zéro  de  Sya,  S^ai.  Car  il  résulte  de  ces  équa- 
tions que  Y  est  parallèle  à  Vaai  ;  par  suite,  S^p  devient  facteur 
commun  à  tous  les  termes  de  Téquation,  et  se  trouve  étranger  à  la 
question.  * 
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!}i27.  Siijtpnsnns  (juc  (es  droites  fixes  suirnl  pci'prnrlicitlnii  n 
cnti'r  e//('Sy  ri  supposons  r/iir  la  d  roi  le  niohiic  passe  par  Idcii- 
(onjï'i'cnce  (l  un  cercle,  tlont  le  eenlre  soil  au  point  milieu  'A 
la  jicrpendieulaire  eontuiune  aux  droites  fixes  et  dont  h'  j'/'in 
soit  perjiendieulaire  à  cette  j>erj>endiculaire  comnuf/tr. 

I^C"^  cfiuiilions  (les  droiirs  fixes  sc^ronl 


,/  j 


7.  -:-  .}• 


I    •  ' 


a,  |j,  Y  ^oi'ii^iHil  un   svslcïiic  uireclan^milaire,  où    nous  sii[)[)(^><>ii 
j  et  *'  dos  v('clrui'S-unit<''. 
Le  cercle  aura  ])()ur  éfj  nation  s 

j'-  -    --  a-,     ^'jp    _  o. 
j^\'(juallt)n  (i  )  (lu  11"  l^^ij  devient 


\    {  7. 


'J 


i)  -i-  [\  --y)\  ~  y.  ~  .rr: 


De  là,  pour  le  plan  Sa^  r-  o,  on  a 


<  ) 


-Sa    'o 


I  I  —  )•). 


don 

De  plus,  puisque 


y^.l. 


il  \ienl 


.\a-  --- ./  -  - 


H  >  - 


•> 

XI . 


./lii— ,)  1-, 


Si    maintenant   nous  restituons  à  .j  et  à  *'   d(^s  tenseurs  é::au\ 
à   ufj  nous  pourrons  [)oser  j  pour  les  nouveaux  .;*,  x,  [ 

.r  r^  cosO,     Xi   I   sinO. 


et  nous  aurons 


(     î'  —  J  la  -r-  >'3  co>0  4-  n  —  >  )7  siiiO, 


et  par  là,  en  déiinilive, 


[l    f  Sx  -':)■'     '     (I  —Sa  -'s) 


♦  «^ 


Dans  ce  cas  très  sini])le,  la  solution  actuelle  n'est  pas  plus  avdii 
tageuse  (pie  celle  (pie  peut  donner  la  nKjtliode  ordinaire  des  ccr 
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données.  Mais  on  peut  voir  que,  par  des  altérations  très  simples 
dans  les  données,  nous  pouvons  appliquer  la  présente  méthode  à 
des  cas  beaucoup  moins  symétriques  que  celui  que  nous  venons 
de  traiter. 

On  peut,  par  exemple,  imaginer  ^  et  y  non  plus  à  angle  droit, 
mais  obliques  entre  eux  ;  on  peut  supposer  le  plan  du  cercle  non 
parallèle  au  plan  auquel  le  sont  ^  et  y,  etc.  Il  y  a  plus  :  on  peut 
opérer  sur  chacune  des  lignes  par  Topérateur  ^,  fonction  linéaire 
et  vectorielle  ;  le  cercle  se  transformera  en  une  ellipse,  tandis  que 
les  droites  resteront  des  droites. 

Si  pour  <p  nous  prenons  une  forme  dont  les  axes  principaux 
soient  parallèles  à  a,  ^,  v,  les  données  resteront  symétriques,  mais 
non  sans  cela. 

Nous  aurons  à  traiter  des  questions  de  ce  genre  au  Chapitre 
suivant. 

328.  Trouver  la  courbure  d^une  section  normale  d^une  sur- 
face du  deuxième  ordre^  à  centre. 

Dans  cette  recherche,  nous  emploierons  les  différentielles  dans 
rhypothcse  qu^elles  soient  infiniment  petites.  Mais  on  voit  que, 
par  la  manière  dont  Hamilton  a  traité  ce  sujet  dans  les  Eléments, 
Tintroduction  de  différentielles  à  valeur  finie  |  les  coefficients  dif- 
férentiels par  rapport  à  une  variable  scalar  indépendante  {  a  le 
mérite  d^une  méthode  plus  rigoureuse. 

Nous  partons  de  Téquation 

si  p  +  00  est  un  vecteur  d'un  point  de  la  surface ,  nous  aurons 
aussi 

S(pH-op)îp(pH-oo)=i; 
d'où  il  vient 

il)  a  S  opipp  H-  S  ôpç  8p  =:  o. 

Mais  f  p  est  normal  au  plan  tangent  mené  par  l'extrémité  de  p  ; 
si  donc  nous  désignons  par  t  la  distance  du  point  p  +  8p  à  ce  plan 
tangent,  nous  aurons 

^=— SSpU^pp, 


'^\ 
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ro//- n'^  t208,  où  Ton  posera 


./Ta=  -^;, 


ce  (jiii,  (Tapirs  (i  i,  donne 


:=-  O. 


Mais  la  eou['l)nie  <lr  la  seelion  (*sl  évidenimenl 


'/ 


un 


>    ï 


J^o; 


\ 


La  tour  huit',  par  (!<' finit  ion  ^ 


(h    -    r ''>s  ;    (Inù.  j);ir'(H'    tjuo    ds 
rouriturc. 


—T-  1  nu  <'///  e^t   I  an^jlc  do  contingence: 
fis 

rt/u,    la    cnurbuio  —  -;     /•  —  ravun  île 

r 


N  Al 


Dans  U' «li'iui-et'rcii-  .MLQ  ilt'orii  avec  le  ra\(»n  /•,  un  a 

/  ^  liniN.M     el     \M  x  MQ  =  (  MM')^, 


t'est-â-rliri' 
«l'on 


/   w  -    ^/v-  : 


(•uujbuio  —  -     -  lini  -T—  -r  Inn  -— ^ —  }' 
/•  </.s-  1  os  M 


<'e  tjui  devient,  par  TéqnaUon  (  >  ), 


1  '^; 


lini  S.  L  os'^(  l^  o:), 


A  la  llniilc  la  direction  de  op  est  censée  dans  le  plan  lanjicnl 
même  |  la  distance  /  du  point  p  -f-  op  au  plan  langent  ayant  élc 
trouvée  du  deuxième  ordre  en  Top  {.  Soit  tîj  le  vecteur  demi-dla- 
rnètre  de  la  surface  parallèle  à  op;  Técpialion  de  la  surface  donne 
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La  courbure  de  la  section  normale,  au  point  p,  la  section  étant 
dirigée  suivant  la  tangente  Ucr,  sera  donc  0 


T(ppT» 


w 


c^est-à-dîre  qu'elle  sera  proportionnelle  à  = — 9  qui  est  la  distance 

du  centre  au  plan  tangent  en  p,  et  inversement  proportionnelle  au 
carré  du  demi-diamètre  parallèle  à  la  tangente  à  la  section  en  p, 
théorème  qui  est  bien  connu. 

329.  Par  l'application  des  propriétés  de  la  section  centrale  pa- 
rallèle au  plan  tangent,  nous  sommes  en  état  de  pouvoir  déduire 
du  théorème  pi*écédent  les  théorèmes  relatifs  aux  directions  des 
sections  normales  auxquelles  correspondent  le  maximum  et  le 
minimum  de  la  courbure,  le  théorème  d'après  lequel  ces  dernières 
sections  normales  sont  perpendiculaires  entre  elles,  et  l'expression 
de  la  courbure,  pour  une  section  normale  quelconque,  en  fonction 
des  courbures  principales  et  de  l'angle  que  la  section  fait  avec  les 
sections  principales. 

Dans  un  paragraphe  ultérieur,  nous  établirons  la  méthode  par 
laquelle  on  détermine  une  surface  du  deuxième  ordre  oscula- 
trice  en  un  point  quelconque  d'une  surface  donnée  ;  et,  par  suite, 
les  théorèmes  précédents  sont  par  cela  même  établis  pour  une  sur- 
face quelconque,  sans  qu'il  soit  besoin  de  nouvelles  démonstra- 
tions. Pour  le  moment,  nous  allons  établir  une  autre  propriété 
curieuse  des  surfaces  du  deuxième  ordre,  et  une  généralisation  du 
même  genre  que  la  précédente  les  étendra  à  une  surface  quel- 
conque. 

L'équation  de  la  normale  au  |point  p  H-  ^p  à  la  surface  Sp^p^i 
du  numéro  précédent  est 

(1)  W  =  p-h5p-+-J7©(pH-Ôp). 

Cette  droite  coupera  la  normale  en  p,  si  la  condition  suivante 
(d'après  les  n^*  â03  et  SIO)  est  vérifiée,  c'est-à-dire  si 

S .  8p  çpp  «p  8p  =  o. 

Si  l'on  a  égard  au  résultat  du  n°  273,  cette  condition  se  trouve 
réalisée,  lorsque  Sp  est  parallèle  au  diamètre,  maximum  et  mini- 


'>(l 
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mil  m,  de  lii  section  mcnéo  par  le  ccn  Ire  parallèlement  au  plan  lan- 
i;enl  en  p  j  'jz  joue  le  rôle  de  a,  et  op  celui  de  p,  dans  réquali<>n 


S3ts';.s  —  o 


(lu  n'^  27:?  !. 


t    1  I 


Soient    T,   el  -^   ('^^^  demi-diamèlres  ;    nous   pouvons   écrire  on 

Op  —  //7i   —770. 


t;('*  lierai 


/>  et  7  élant  des  sealars  infiniment  petits. 

Ap])el()ns  1^  un  point  situé  sur  la  normale  en  p  (la  distance  de  V 
au  |)oint  p  restant  arlutraire  pour  le  moment),  et  parce  point  me- 
nons i\nr  droite  parallèle  à  7,.  L'é^rpiation  de  cette  droite  sera 


77t  :—  0  -f-  rrs^z  -f-  V7,. 


i^a  normale  infiniment  rapprochée  (i)  (c'est-à  dire  passant  j^nr 
op)  aurii  sa  plus  courte  dislance  à  la  droite  t;?  exprimée  (d'aj^iv^ 
le  n^'  203)  par 

^(f/'^z  -  -  0  :  )  l  '  \'  7,  'i  (  G  -1--  os  V 

Développant  et  négligeant   le    deuxième  ordre,   on   obliondr.i 
Texpresslon 


[^ff)  S.'f  " .  7^'^7,  -'-  af/  S-^z  7,  U7._,  -I-  </  s?,  ^2'^:]. 


'l'N  l'ir?; 


Or  le  premier  terme  entre  crochets  est  nul,  parce  que  7,  est  un 
\ecleur  principal  dans  la  section  |)aral]èle  au  plan  tangent. 

}   ]  oL/\  n'^  273,   équation   (u  );   dans  le  cas  actuel   7i,  'j7i  cl  'j'^ 


.S( 


)nt  dan>  un  même  plan;  et,  de  plus.  Ut,,  Uto,  U  c^p  forment  un 
SNslème  li'ireelangulaire,  de  sorte  que  L  ('^^.o-,  )  :r^  L  t^  ;  de  |)lu* 
<»n  remarcpiera  (jue 


S  .  (  L  Z.r^'^i  -      77; 

L'expression  devient  ainsi 

Si  donc  nous  attribuons  à  a  la  valeur  T-Tj?  1^  p'"S  courte  ni- 
stance  des  deux  droites  sera  du  deuxième  ordre,  lorsque  op  est  un 
premier  ordre. 
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Le  point  P  sur  la  normale  en  p  sera  distant  de  ce  point  de 
TooT^o-a,  c'est-à-dire  que  le  point  P  sera  au  centre  de  courbure 
j  suivant  le  résultat  du  n"*  328  j  correspondant  à  la  section  normale 
menée  par  la  tangente  parallèle  à  o-j.  Nous  concluons  de  là  le  théo- 
rème suivant  : 

5/,  dans  le  voisinage  cTun  point  d^une  surface  du  deuxième 
ordre,  à  centre,  on  tire  des  normales  à  la  surface,  ces  normales 
(à  la  limite  du  voisinage  infiniment  rapproché)  concourent  en 
deux  droites,  respectivement  parallèles  aux  diamètres  princi- 
paux de  la  section  centra  le  parallèle  au  plan  tangent;  chacune 
des  droites  passant  par  le  centre  de  courbure  de  la  section 
normale  qui  lui  est  perpendiculaire.  Le  lecteur  pourra  se  former 
une  idée  de  la  nature  de  celle  proposition,  en  imaginant  une 
plaque  carrée  plane,  à  tous  les  points  de  laquelle  sont  menées  des 
droites  normales.  On  imprime  une  première  flexion  très  légère  à 
la  plaque,  de  manière  à  lui  donner  la  forme  d'un  élément  cylin- 
drique ;  les  normales  concourent  alors  suivant  la  droite  qui  représente 
Taxe  du  cylindre.  On  imprime  ensuile  une  deuxième  flexion  au 
système,  mais  perpendiculairement  à  la  première  flexion,  et  d'une 
force  moindre  ou  plus  grande  que  la  première.  Cette  deuxième 
flexion  ne  changera  pas  sensiblement  la  disposition  des  normales 
eu  égard  à  leurs  premiers  points  de  concours,  mais  elle  produira 
des  points  de  concours  d'autres  normales  le  long  d'une  autre  droite 
perpendiculaire  à  la  première  et  parallèle  à  la  deuxième  flexion. 

Un  pinceau  de  lumière  peut  présenter  cette  apparence  par  ses 
lignes  focales  ;  cela  est  dû  au  fait  qu'une  série  de  rayons,  qui  ori- 
ginairement étaient  dirigés  normalement  à  une  surface  donnée, 
persistent  dans  une  disposition  relative  telle  qu'ils  seront  normaux 
à  une  certaine  autre  surface,  après  qu'ils  ont  été  réfléchis  ou  réfrac- 
lés  un  nombre  quelconque  de  fois  [voir  n®  315). 

330.  Pour  étendre  à  des  surfaces  quelconques  les  théorèmes 
relatifs  à  la  courbure  des  surfaces  du  deuxième  ordre,  il  suffira 
de  montrer,  comme  l'a  fait  Hamilton,  que  l'expression  générale 

rfv  =  ©  (  </p  ) 
est  une  fonction  Tectorielle  linéaire,  qui  est  sa  propre  conjuguée. 
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Poui'  ('lal)lir  relie  j)ropriélé  de  c:,  on  ])eiit  se  servir  de  la  inr- 
ihode  suivie  au  n"  317. 

[  L'c\|)ros^i«»ii  Sv  </s  est  censée  oLtemie  par  la  diflércnlialion  de  rn]iinli>ui 
(le  la  suiface  flonnée.  La  condition  (l'intéi^rabililé  de  Sv  t/s  sera  dune  nal'i 
j('lh;nicnl  salisfaite,  et  la  ci>ndition  Ncrifiéc  (i  priori  c>l 

Wv  -  o. 

I>iin  autre  vùlr  on  peut  mettre  </>  ^ous  la  l'onne  cic^/s),  '^  (IcncntLiui 
de  p  d'une  nianieie  (juekonque,  mais  élanl  linéaire  par  rapport  a  ^/p.  ''' 
«>n  a  en  irénéral 

d"aj>rès  la  deuxième  partie  <lu  n"  317.  <  >n  aura  donc  s  —  o,  puisque  V'  -  " 
eesl-à-diie  cpie  ç(  (u  )  sera  une  fonction  linéaire  de  w,  vectorielle  et  cwijn- 
uut'e  <r<'ile-nH'ni(^  (  n°  174).  [ 

Mais  nous  «ionnerons  ici  une  au  Ire  forme  de  dénionstralioiMim- 
quenienl  j)()ur  niellre  en  eNldiMice  la  fertilité  de  la  niélbode  <!«> 
(|ualerni()ns  en  dénionslralions  simples. 

r^n  eH'cîl,  V  a  été  obtenu  par  une  équation  de  la  forme 

/étant  par  Jivpotliùse  une  fonction  scalar.  iNous  pouvons  opérer 

sur  celle  écpiation  j)ar  un  svmbole   de   diffcrentialion  o  dillércnl 

de  t/'y  cela  donne 

0  (Ifo  -   S  ov  (io       S  V  0  dz  ; 

par  là  même,  nous  avons  aussi 

fi  ofo  -'  -  S  r/v  00  -t-  S  V  (ioo. 

Or,  0  et  ^/  élanl  indépendants,  les  premiers  membres,  aussi  bi^'»* 
<pie  les  deuxièmes  termes  du  deuxième  membre  (lorsqu'ils  existent 
^ont  respectivement  é^^aux  entre  eux.  Nous  aurons  donc 


Mais,  puisque 
il  vient  aussi 
par  suite,  on  a 


S  fh  03  — _  S  ov  (io. 


rh  -~'^(lp, 


ov  ~-  '^  0 s  ; 


S  00  '^ch  — -  S  fip  (&8o, 
i  I    i  t  1  t  ' 

ce  qui  prouve  que  '-^  est  conjugué  de  lui-même. 
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Celte  proposition  étant  ainsi  établie,  nous  avons  à  notre  dispo- 
sition les  propriétés  des  fonctions  vectorielles  linéaires  conjuguées 
d'elles-mêmes,  ainsi  qu'elles  ont  été  établies  au  Chapitre  V;  et 
nous  pouvons  en  faire  usage  dans  les  questions  relatives  à  la  cour^ 
bure  des  surfaces  quelconques. 

331.  Nous  mettrons  donc  Péquation  de  la  surface  donnée  quel- 
conque sous  la  forme 

o/p  =  aSvf/p. 
Nous  avons  alors 

/(p  -i-cip)  =/p  -H  2Sve/p  -f-  SrfvC^p  -h.  .  ., 

les  termes  ultérieurs  étant  du  troisième  ordre  ou  d'ordres  supé- 
rieurs en  Trfp.  Il  vient  donc,  au  troisième  ordre  près  (excepté 
pour  certains  points  singuliers), 

o  =  2Svc/p-i-Se/v  dpy 

et;  comme  au  n^  328,  nous  en  concluons  que  la  courbure  de  la 

section,  faite  par  la  tangente  dirigée  suivant  dp  et  normalement  à 

la  surface,  sera 

I    ç,  (h 
Tv     dp 

\  Abstraction  faite  du  signe,  l'expression  de  la  courbure  est 

^limSUopcpU8p, 


pour  çp  =  V, 


n 


I  Tdp 


U  op  =  U  rfp  -  — 


L  dp  dp 


d'où 


d 
T dp  disparait;  de  là  l'expression  proposée  {. 


UopçUôp=— ^. 


332.  Dans  le  numéro  précédent  nous  avons  tacitement  em- 
ployé la  formule  de  Taylor  pour  le  développement  de  /(p  -H  rfp)î 
cl,  comme  nous  n^avons  pas  établi  cette  formule  pour  le  cas  de 
fonctions  à  quaternions  (voir  n®  135),  nous  voulons  déterminer 


(•')  CHAPITRE    I\. 

roxprr>>ion   ci-(l(^ssiis  do   la   ('oiirhiiro,  clc,  pnr  iiiio    autre  \ni( 
c  esl-;'i-ilire  par  ranplioalion  des  lorniiil(*">  du  n  '  28^2. 

iNous  Iraileroiis  r/z  coninir   rlanl    l'clrmenl   dune   couiIk'  1"!: 
l'une  des  é(|ualion>  rs[ 

l^'enanl  \  coniiui'  vaiiaMe  Indépendanle,  on   réduit  c<'ll''  rj.i 
lion  à 

l*ar  dilTérenliatinn  elle  donne 

>    -,  ■     y     -;      >V  S  -    «  ». 

Puis(|ue  z'^  e>l  parallèle  à  v  dans   une   section    normale,  qu»  ' 
ronrl)ure  est  alors  i''i:ale  à  !■:"  et  nue  du  vcsle  To'-:  i,  îioii^ci\ 'ii 


Tz 


î     ^  fit 


eoninie  précédeniinenl . 
o3Ii.   Dans  ré<|uation 


it  ~  '^(  d'A> 


•:,    <lési^n(^    une    loniMion    \eetoiMelle    linéaire  et  eoniu^néo  <]•■'- 
rnéiMi»  de  dz,  et  les  autres  (piantités  (|ui  entrent    dans  •:,  >nFil    ' 
des  eon>lanl(^s  déj)en(lant  de  la   nature  jle  la  surfilée  doiiiu'»-  qn'-  - 
eoinpie.  ou  du  Nrcicur  à  re\lréniilé  ducjind  le  veet(Uir  norni.il  /  * 
lrou\e  mené;   aussi    loni;temj)s  (pie  ce   veetenr  ne  eliani;e  p.iv 
lonelion  -^((^/p)  dé-pcndra  uuii|U(Mnrnl  des  éh'ments,  qui  dél^'iiuin'i' 
la  direclion  \arlal)le  de  fîz.  Sous  ce  point  de  vue,  '-^[f/z)  ser;^  I  inv 
des    lonelions    dnnl    nous   a^ons    étudié     les    pi'opriétés    an    '•'"' 
pi  Ire  \  . 

I^lis([ue  To"  ne   dépend   |)as  dcTr/o,  nous  pouvons  rem[tl.i*''f 
f/z  |)ar  un  vecteur-unité  t  soumis  à  la  conditit)n 


(I) 


S'/T  ^-  o. 


La  courljurc  de  la  section  normale,  dont  t  est  la  tangente,  >t'i  ' 
donc 

s  -î—    — S  "-ri- 

1   V  T  1   V 
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Si  nous  considérons  la  surface  auxiliaire  du  deuxième  ordre 

Sxffcpm  -h  Tv  =  o, 

et  dans  cette  surface  la  section  centrale  par  le  plan 

Svnj=:  o, 

nous  voyons  que  la  courbure  de  la  section  normale  de  la  sur- 
face donnée  (quelconque)  suivant  la  tangente  t  sera  en  raison 
inverse  du  carré  du  rayon  central  parallèle  à  t  de  la  sur/ace 
auxiliaire  du  deuxième  ordre. 

Cette  proposition  comprend    le  théorème  d'Euler  et  d'autres 
théorèmes  connus. 

334.  Trouver  les  directions  des  sections  où  la  courbure  est 
vixiMA  ou  minima. 

Nous  avons  à  rendre  St'^t  un  maximum  ou  un  minimum,  t  sa- 
tisfaisant en  outre  aux  conditions 

SvT  =  o, 
Tt=i. 

Comme  au  n°  273,  nous  obtenons,  après  difTérentiation^ 

m  S.VT^pTniO. 

Si  T  est  Tune  des  directions  cherchées,  t'=tUv  sera  Tautre  de 
ces  directions,  car  (i)  peut  être  mis  sous  la    orme 

S.xUv<p(vtUv)  3z:  o, 

c  esi-à-dire  que 

S .  x'  çvt'  rr:  s  .  vu'  «pT'  =  o. 

Vinsi  les  sections  où  la  courbure  est  maxima  et  minima  sont 
perpendiculaires  entre  elles. 
De  même  qu'au  n®  273,  nous  aurons  l'équation 

S.v((p  -h  Stçx)""*v  =z  o, 

jMjur  la  détermination  des  valeurs  de  St^t  dont  dépendent  les 
courbures  maxima  ou  minima. 

335.  Avant  de  quitter  ce  sujet,  auquel  nous  n'avons  en  quelque 
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sorlr  donin'  (|ii'uno  coiirlo  inlro(lii(*li(Hi  ol.qiif^  crailleurs  on  linu- 
v<'ra  liailt'  «loinplrlomiMil  tlans  les  JUrmriits  de  Ilaniillnn.  mui- 
Nouions  ajoulci*  une  rcniarque  rclalivo  à  Téquahon  (i)  du  niinit!.' 
prt'ccclciil ,  (•'< '^l-à-dirc  à 

S.vt':t        o. 

Si  noii^  r(\sllliions  la  iiolalion  du  n"  333  dans  cellr  équalioii  ii  . 
l'Ile  de\  iciidiM 

S  .V  flz  fit  -     o. 

wSoiis  celle  lornic  elh*  exprime  V(''<ffi(ifi<)ii  ^^l'Hirnle  f/r.'i  ucyi^ 
nE  COI  luji  f\K  ;  eaj*,  eu  rei;ar(lanl  une  lij;ne  de  courbure  c(unrmini«" 
«oui'he  dans  la(|uelle  deux  noruiales  conséculi\es  d'une  ^urlio 
(jueleon<jm'  >e  coupeul,  cl  eu  représenlanl  par  Oj  un  elêinenul  un- 
de  ces  courjxs,  les  ncuniales 


T7( 


./    V,  TTJ 


^   r. 


j  j 
I 


V(v 


:-   V.  \ 


<le\r'onl  se  coupiM'.  Celle  coudihon  donne»  (  n"  203)  l'équiilimi 
(■ouune  ci-dessu>. 


o. 


(U  KSTioNS  pn()iM)si:i:s  ui:iativi:s  au  cuvpiTnr:  ix. 

1.  FrouNer  la  loni;u<uir  d'un  are  diM^oui'he,  lorsque  celle  (oiiiii 
esl  lrae<''e  >\\v  la  sj>hère.  de   manière    cpie   ehacun    de  se>   él«mf'nî' 
.soil  inclini'  d  un  ani;le  eon^lanl  sur  un   diamètre  Ji\e. 

2.  Alonlrer   qu'une  courhe,  donl    Ions  les   plans    uornMiix  ^"■'- 
liiMiuenl  une  nuMue  droile  li\e,  <*sl  un  cercle. 

3.  1  i'ouv(M*  le  ra\on  de  la  eourl)ur<*  spliérique  <1  une  <N)ml'<' 

(  ilierclier  I  ('quahim  du  lieu  du  cenlre  delà  eourhure  spluriqn»'- 

i.  niamihon,  fiishop  LdKv' s  prrniiiiiï}  r.vdniinntion,  l'^Vj 
nf\    Si    z   e>l    le   vecleur  \arinl>Ie   d'une    courhe    dans  Ic-p^'. 
ei    >i    la    diUVrenliidle   flv.    (*>l    Irailée  comme  élanl    ("i^alc  à  /ii'- 
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Téquation 

cfr{p  —  x)  =  o 

assignera  à  x  la  signification  d'un  vecteur  d'un  point  situé  d'une 
manière  quelconque  dans  le  plan  normal  à  la  courbe. 

(b)  De  même  les  deux  équations 

efr( p  —  x)  zz=  o,     </*T( p  —  x)  z=  o, 

dans  lesquelles  rfx  et  d^x.  sont  traités  comme  nuls,  représentent 
l'axe  de  l'élément  de  courbe  ;  c'est-à-dire  la  droite  menée  par  le 
centre  du  cercle  osculateur  perpendiculairement  au  plan  oscula- 
leur. 

(c)  Le  système  des  trois  équations 

^(p  — X)=Z0,       é/*T(p  — X)=0,       t/»T(p-~x)i=:0, 

dans  lesquelles  x  est  traité  comme  constant,  détermine  le  vecteur  x 
du  centre  de  la  sphère  osculatrice. 

(d)  Les  trois  équations  écrites  en  dernier  lieu  peuvent  être  rem- 
placées par  les  suivantes  : 

S.(p  — x)rfp  =^o, 

S.(p— x)rf«pH-(rfp)*=:0, 

S.(p — •^)d^p  -\-3S,dpd^p^=o. 

{e)  De  là,  quelle  que  soit  la  variable  scalar  indépendante  par 
rapport  à  laquelle  on  a  dilTérentié  p,  vecteur  d'un  point  de  la  courbe, 
on  aura  pour  le  vecteur  du  centre  de  la  sphère  osculatrice  l'expres- 
sion générale 

_  dW.dpd^pS.dod^p  —  ldpy.y.dpd^p 

'^"^'^  S.dpd*pd^p 

[J)  On  a  en  général 

Ap-'V.€/pUp)  — ^(Tp-'V.p^/p)=iTp-«(3V.pr/pSp^p  — p'V.p^^':), 

d*où  l'on  tire 

3V.prfpS.p</p  — pn'.p^/«pr=p*Tpc?(p-»V.  ^pUp); 
par  suite,  l'expression  de  x  pourra  être  transformée  en 

_^^  {dpYd\{dp)-^\,d^p\Uh^ 

'^^  Sd^pd^pVdp  *  ' 
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(::)  Lorsque  la  longueur  de  rélémeiil  de  la  courbe  est  conslanlr. 
ou  a 

flT  (h  zz_  o, 

(  l  Texpresslon  ])récédeule  du  vecteur  du  centre  de  la  sphère  osvn- 

lalrice  (mî  un  point  dune  courbe  à  double  courbure  se  siniplillci 

<le\ient 

_  (1.  (!';.{ (h.  Y 

ou  (Micore 


y.   _  p    I- 


S  .  (lo  d'  s  d' p 


(//)  \  érifier  que  c(Ule  expression  donne  x  =  o,  pour  une  courba 
drerile  sur  une  sj)lière  dont  le  centre  est  à  l'origine;  en  d'aulivs 
lernics,  montrer  ([ue,  lorsque 

en  nic'Uie  lenips  que 

on  a 

s  S  .  (^/:  )-'  d' p  d'  0  -:-.  \ .  dz  d' p. 

5.  Trouver  la  courbe  de  chaque  point  de  laquelle  trois  sphère^ 
données  s(î  présentent  sous  la  même  grandeur  ap])arente. 

t).  On  donne  trois  |)oinLs  fixes  et  un  quatrième  point  mobile.  •!«' 
lelle  sorle  (pie  le^  trois  dillVrenees  des  distances  de  ce  point  aux 
trois  points  fixes  soient  constantes. 

Prouver  <[ue  le  lieu  du  point  mobile  est  une  courbe  plane. 

7.  'j'iouver  Téquation  de  la  courbe  qui  coupe  sous  un  niém*" 
an;;le  les  i;énératriees  d'un  ccuie  du  deuxième  ordre. 

8.  -Montrer  pourqu(ji  le  centre  de  la  courbure  sphérique  d  une 
courbe  décrite  sur  une  sphère  n  est  pas  nécessairement  le  contre 
de  la  sphère. 

9.  Trouver  ré<piation  de  la  surface  développable,  dont  les  iiono- 
ralriees  sont  les  intersections  des  plans  normaux  successils  d  une 
courbe  à  double  courbure  donnée?. 

10.  Trouver  l'expression  de  la  longueur  d  un  arc  d'une  courbe  a 
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double  courbure,  dont  les  plans  normaux  sont  équidistants  de 
Torigine. 

11.  Les  réciproques  des  perpendiculaires,  abaissées  de  l'ori- 
gine sur  les  plans  tangents  à  une  surface  développable,  for- 
ment les  vecteurs  d'une  courbe  à  double  courbure.  Les  plans 
osculateurs  à  cette  courbe,  traités  de  la  même  manière,  repro- 
duisent Taréte  de  rebroussement  de  la  surface  développ^ble  pri- 
mitive. 

12.  L'équation  p  =  V.a'p,  dans  laquelle  a  est  un  vecteur-unité 
non  perpendiculaire  à  ^,  est  une  ellipse. 

Si  Ton  pose  y  =  Va^,  il  s'agit  de  montrer  que  le  lieu  du  centre 
de  courbure  est  donné  par  les  équations 

13.  Trouver  le  rayon  de  courbure  absolue  d'une  conique  sphé- 
rique. 

li.  Lorsqu'un  cône  est  coupé  suivant  un  cercle  par  un  plan 
perpendiculaire  à  une  certaine  arête,  le  cône  droit  osculateur  du 
premier  cône  le  long  de  cette  arête  aura  pour  axe  la  droite  qui 
est  menée  du  sommet  commun  des  deux  cônes  par  le  centre  du 
cercle. 

1d.  Donner  une  méthode  pour  déterminer  le  vecteur  d'un 
ombilic,  et  appliquer  la  méthode  aux  surfaces  dont  les  équa- 
tions sont 

Spcpp=zi, 
SapSppSYP  =  I. 

16.  Trouver  le  lieu  des  ombilics  de  la  série  des  surfaces  repré- 
sentées par 

Sp(?4-/0~*p  =  ') 
h  étant  le  paramètre  variable. 

17.  Donner  une  méthode  générale  pour  la  recherche  des  lignes 
(droites  ou  courbes)  situées  sur  une  surface  donnée,  dont  chacune 
d'elles  détermine  les  points  de  la  surface  pour  lesquels  un  seul  et 
même  plan  représente  les  plans  tangents  à  la  surface  en  ces  points. 

Tait.  —  Quaternions,  II.  5 
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Appliquer  la  méthode  aux  surfaces 

S  S'50    —    I  , 
lit  ' 

if  —  a-  -f-  //■  )^   f-  Ma^:J  -V-  Ir  S^as)  —  o. 
i8.  Trouver  la  contlilion  en  vertu  de  laquelle  réquation 

S  (  s  -  r-  a  V-:*  0    -:  1 

V  I  il 

représente  un  cône,  'j  étant  une  fonction  vectorielle  linéaire,  con- 
juguée d'elle-même. 

19.  A  Taide  de  Téquation  générale  des  surfaces  du  deuxiènit' 
ordre,  montrer  que  le  cône  et  le  c\lindre  sont  les  seules  siirlacc>« 
développahles  du  deuxième  ordre. 

20.  Trouver  Téqualion  de  l'enveloppe  des  plans  menés  par 
chaque  ])oint  crun  ellipsoïde  perpendiculairement  au  rayon  vec- 
teur tiré  du  cenire  à  la  surface. 

21.  trouver  Tenveloppe  des  sph(^res  dont  les  centres  sont  siluo> 
sur  une  sphère  donnée  et  dont  les  surfaces  sonl  assujetties  à  pa^- 
ser  ])ar  un  point  donné. 

22.  Trouver  le  lieu  d(\s  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  iln 
centre  sur  les  plans  tangenls  à  \\\\  hyperboloïde,  celui-ci  étaiH  a 
une  nappe  ou  à  deux  na|>pes. 

23.  Haniillon,  BIshop  F.fi\vsprrmiiim  examinaiioti,  i8")>. 
(a)  Soit  p  le  vecteur  d'une  courbe  dans  l'espace;  la  longueurde 

rélc'menl  de  la  courl)e  est  l\/o,  et  la  variation  de  la  lonirueur  d  un 
arc  fini  de  la  courbe  est 

0  /■  T  (lo  :^-  -  /•  S .  l ;  fh.  0  fh.  r     —  A  S r  (Iz  oz  4"  f  S  //U  //:  oo. 

(//)  Kn  conséquence,  si  la  courbe  est  assujettie  à  se  trouver  sur 
une  surface  donnée  et  qu'elle  doive  suivre  le  plus  court  cheniind  un 
point  à  un  autre  sur  la  surface,  et  si  v  est  le  vecteur  donné  noinnil 
à  cette  surface,  de  telle  sorte  que  Ton  a  Sv  op  =  o»  alors,  en  tous  les 
points  de  la  courbe  (géodésique),  Téquation  difTérentielle 

m  T  I  f    T         1 


XjclVdzr^o 
devra  être  satisfaite. 
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Aux  extrémités  de  Tare,  les  conditions  sont 

SVdpQ  8po  =^  o,     SVdpi  8pi  =  o. 

U  s*agit  d'interpréter  ces  résultats. 

(c)  Lorsque  la  courbe  doit  donner  le  plus  court  chemin  à  la 
surface  d'une  sphère,  pour  laquelle  on  a  Vvp  =  o,  la  condition 
(b)  devient 

ypd\jdp  —  o\ 

rinlëgrale  de  Téquation  des  géodésiques  est  en  conséquence 

plJ  dp^=w, 

ce  qui  donne  Scrp  =  o,  c'est-à-dire  un  grand  cercle. 

Dans  le  cas  d'une  surface  cylindrique  arbitraire,  on  a  Sav=  o; 
la  condition  devient 

SadVdp  1=0. 

L'intégrale  montre  que  la  gëodésique  est  en  général  une  hélice, 
coupant  les  génératrices  du  cylindre  suivant  un  angle  constant. 

(d)  Dans  le  cas  d'une  surface  conique  arbitraire,  on  a  Svp  =  o; 

la  condition  sera 

S.pd{]dp=zo\ 

de  l'intégrale  de  cette  équation  on  doit  déduire 

TV.pUrfp^const. 

Interpréter  ce  résultat  et  montrer  que  la  perpendiculaire  abais- 
sée du  sommet  du  cône  sur  la  tangente  à  une  géodésique  définie 
est  constante  ;  cette  propriété  montre  que  la  courbe  se  déroule  en 
une  droite. 

Lorsque  le  cône  est  du  deuxième  degré,  la  propriété  en  question 
se  présente  comme  un  cas  particulier  dans  un  théorème  relatif  à 
des  surfaces  confocales. 

(e)  Dans  le  cas  d'une  surface  de  révolution,  on  a  S«apv==  o;  la 
condition  sera 

S.OipdlJdp  :=o. 

L'intégration  donne 

const.=:S.apU^p=:(TVap)SU[(Vap)t/p]; 

c  est-à-dire  que  la  distance  d'un  point  d'une  géodésique,  à  l'axe  de 


fis  CHAPITRE   IX. 

lu  surface,  varie  en  raison  inverse  du  cosinus  de  l'angle  sous  le- 
(juel  la  courhe  cou|)e  le  parallèle  de  la  surface. 

if)  L\M|nalioii  difTVrenlielle  S .  ap  dX]  ch  =:  o,  qui  se  rapporte  an 
cas  des  surfaces  de  réxolulion,  est  balisfaile  non  seulenienl  ])ar  le> 
courbes  t;c()dcsi(pies,  mais  encore  par  les  cercles  de  la  surface. 
Mouti'cr,  en  explication  de  ce  résultat  de  calcul,  qu'il  provionl  <!•' 
ce  (pic,  eu  un  point  (juejconque  d(;  la  surface,  le  |)lan  normal  au 
cercle  coïncide  a\ec  le  plan  niéiidien. 

(:,'  )  lV)ur  une  surface  (pielconque,  l'équation  de  la  géodésiqiu" 
peul  élre  transformée  en 

S. V  ^/s  (I- z  1—  o ; 

établir  celte  formule  à  Taide  de  la  condition  primitive  et  montrer 
(pielle  exprime  cpie  le  plan  osculaleur  est  normal  à  la  surface. 

(A)  Si  Ton  suj)pose  Télément  de  courbe  de  la  géodésique  con- 
stant, cV'St-à-ilire  (/ïdp  -:  o,  la  condition  générale  des  géodéai^jues 
se  réduira  à  \  .V(/-p  ^-  o.  ]J'a[>rès  la  même  Ijvpollièse,  on  aura 

(i)  Lorsque  Técpiation  d'une  surface  du  deuxième  ordre,  à 
centi'c,  est  supposée  de  la  formey^(p)  =rr  i ,  la  fonetiony" étant  sca- 
lar  et  bomogènc  du  deuxième  degré,  la  diderenlielle  de  cette  fone- 
lion  est  d(;  la  forme 

le  vecteur  V  ^^ '^p  étant,  dans  ce  cas,  une  fonction  distributi\e  de  p 
(c  est-à-dire  liomogène  et  du  j>remier  degré),  et 

Ce  \ecteur  normal  v  peut  recevoir  la  dénomination  de  vecteur 
(le  j)r(),rii}iUc  (se  rapportant  à  la  distance  de  Félément  d}  au 
centre),  parce  que  l'inverse  V'  représente,  en  longueur  et  en  <li- 
rection,  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  le  plan  tangent 
à  la  surJace. 

(/c  )  Si  nous  posons  ^'^'^^  ^=^/(^'  ?)i  celte  dernière  fonction  sera 
commutativc  par  ra|)port  aux  deux  vecteurs  dont  elle  dépend, 
c'est-à-dire  /(p,  t)  =:  /(  7,  p)  ;  la  connexion  de  cette  dernière  fonc- 
lion  avec  la  luemièrey^p)  est  qiie/(p,  p)  = /(p),  de  sorte  que 
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Dans  le  cas  d'une  géodésique  à  élément  de  courbe  constant,  on 
a  Féquation 

-"h-f  4-S  — =  0; 

el  cette  équation  est  immédiatement  intégrable,  donnant 
coDst.  ^z  Tv  y//U  e/p  =  réciproque  du  produit  PD 

de  Joachimsthal. 

(/)  En  donnant  le  nom  de  didonia  à  la  courbe  (discutée  par 
Delaunaj)  et  embrassant,  par  un  périmètre  donné  sur  une  surface 
donnée,  une  aire  maxima,  Téquation  d'une  didonia  exprimée  en 
quaternîon  sera 

y  S .  Uv  rfp  8p  -h  c  0/ T  ûfp  znL  o, 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

Déduire  de  là  l'équation  diiTérentielle  du  deuxième  ordre,  équi- 
valente (à  cause  de  la  présence  de  la  constante  c)  à  une  équation 
du  troisième  ordre 

c-*^pz=V.Uv</U^p. 

Les  courbes  géodésiques  sont  donc  des  cas  limites  de  didonias 
pour  lesquelles  la  constante  c  est  infinie. 

Sur  un  plan  la  didonia  est  un  cercle  dont  l'équation,  obtenue 
par  rinlégration  de  la  formule  générale,  est 

p  i=m-H  cU(vc/p), 

19  étant  le  vecteur  du  centre  et  cle  rayon  du  cercle. 

(m)  Si  l'on  opère  par  S.U^fp,  sur  l'équation  générale  de  la  di- 
donia, celle-ci  prend  les  formes  suivantes  : 

c-»T(rfp)  =:S[U(vrfp).^AJrfp], 

c-*T(rfp)«  =  S[U(ve/p).^p], 
c-'T(ûfp)'^S[(Uv)é/p^p], 

""     -^     U(ve/p) 

(n)  Le  vecteur  du  centre  du  cercle  osculateur,  à  une  courbe  dans 
l'espace  dont  T^fp  est  constant,  a  pour  expression 

_  (rfp)« 
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Pour  la  didonia  t;én('Talc.  on  a  en  conséquence 

((0  —  c)-^ 


Te.-    (o)  -  rsr 


I 

-  M 


V 


<^? 


{(>\  Il  suil  (I(*  là  (]ur  1p  ravon  de  courbure  d\inc  didonia  qn»!- 
concjue  varie,  en  ^rnrral,  ])i*o|M)rlionnellenienl  au  cosinus  de  I  in- 
elinaison  du  plan  osculaleur  de  la  courbe  sur  le  jdan  tangenl  à  Ki 
surface. 

De  là,  j)aflc  llu'orènie  (!<•  Meusnier,  la  difTérence  enlre  les  canT> 
des  courbures  de  la  coiiibe  el  de  la  surface  esl  constante;  pu  cour- 
bure de  l;i  surface,  nous  entendons  ici  l'inverse  du  ravon  vie  la 
>j)lièi*e  oseulalriix'  à  la  surface  dans  la  tlireclion  de  rélëment  (!«•  la 
didonia. 

(//)  l.u  général,  |>our  une  courlx^  quelconque  située  sur  une  sur- 
face quelconf|ue,  soit  \  le  vecteur  du  point  d'intersection  de  1  a\»^ 
k\v  réléiueul  ((•'<'s(-à-dire  de  l'axe  du  cmxle  osculaleur  à  la  courb»'  ' 
avec  le  [)lan  tant;('nl  à  la  surface;  on  aura 


id^Y 


S.vJw/-p 
IV^ur  la  didonia  i;énéral(%  celte  formule  devient 

el  la  constante  r  exprime  la  lonp^ueur  de  l'intervalle  p  —  q,  inter- 
cepté sur  le  plan  tancent,  enlre  le  point  de  la  courbe  et  Taxe  du 
cercle  osrulateur. 

(y)  Si  donc  on  déciit  une  sjdière  dont  le  centre  soit  sur  le  plan 
lanirent  et  (rui  contienne  le  cercle  osculaleur,  le  ravon  de  ccn'^ 
spbùre  sera  constamment  é;4al  à  c. 

(/•)  L'expression  de  \  écrite  en  dernier  lieu,  combinée  avec  l«i 
forme  ])rimitive  de  l'équation  diflerenlielle  de  la  didonia,  donne 

d\-      -eV[lV/lv)(lr/:)],       V(vr/Î)-.  o. 

(.ç)  Cle  dernier  résultat,  ou  bien  la  signification  géométrique  de 
la  constante  r,  sert  à  prouver  la  j)ropriété  connue  suivante  \  si  à  la 
surface  arbitraire  on  circonscrit  une  surface  dévcloppable,  de  ma- 
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riière  que  celle-ci  touche  la  surface  arbitraire  le  long  d^une  didonia, 
et  si  Ton  déroule  la  surface  développable  sur  un  plan,  la  courbe  se 
déploiera  (généralement)  en  un  arc  de  cercle,  dont  le  rayon  =  c. 

24.  Trouver  la  condition  en  vertu  de  laquelle  Téquation 

s?(?-f-/)-*p  =  i 

a  trois  racines  réelles  pour  une  valeur  donnée  quelconque  de  p. 
Lorsque  /  est  une  fonction  d'un  paramètre  scalar  Ç,  montrer  quelle 
doit  être  la  forme  de  cette  fonction,  pour  que  Ton  ait 

_v.j=^ +  .^4  +  1^^0. 

dx^       df       dz* 

Prouver  que,  suivant  la  notation  du  n**  147,  la  relation  entre  / 
et  Ç  devra  être  la  suivante  : 

25.  Prouver,  en  suivant  Hamilton,  que  le  théorème  de  Dupin, 
savoir  que  chaque  membre  de  Vune  des  trois  séries  de  surfaces 
orthogonales  coupe  les  membres  des  deux  autres  séries  suis^ant 
leurs  lignes  de  courbure,  peut  être  établi  à  Taide  des  quaternions 
de  la  manière  suivante. 

LfOrsque 

SvrfpnnO,      S'v'rfpzzzO,      S,Wdpz=zO 

sont  intégrables  et  que  Svv'=  o,  Téquation  Vv'rfp  =  o  donne 

S.vv'rfv  rrr  o. 

Ou  bien  de  cette  autre  manière  : 
Lorsque 

SvVvi^O,      Sv'Vv'r-_iO,       Sv'Vv'^  —  o, 

et  que  V.  w'v''=  o,  on  a 

S.v''(Sv'V)v=:0, 

V  éUnt 

,  d        ,  d        ,   d 
dx      '  dy  dz 

26;  Montrer  que 
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rxjniinc  ré([n;ili()n  (!(' la  li|^n<' d'inliTseclioii  d'un  c\lliulrc  »H  d  un 
cône,  lous  les  deux  du  deuxième  ordre,  dont  |j  esl  la  géiu-raliit e 
coniniuue. 

27.  On   (l 'cril  deu\  splière'^,  donl  les  centres  sont  respc(ii\e- 
lucnl  en  A  el  en  l>,  dont  ]<'s  ravons  sont  a  el  />,  et  uii  l'un  po?'' 


n\       a,      ui; 


(Concevons    une    droite    OIH^    menée  de    Torigine   el    coupant  1<> 
sphères  en  V  et  en  (). 

M(»nlrer  que  le  lieu  de  rinterseclion  de  Al*  et  1)0  a  pour  èi[in- 
llon 

iMruilrer  que  celte  équation  enlniîne  S.a|ic:r^o,  el  que,  pir 
suile,  le  jucmier  membre  de  r('r|ualion  j)récédente  contient  un 
fiicleur  scidar  dépendant  de  V.a|j,  de  manière  que  le  lieu  est  un*' 
coiirhe  plaru*. 

Montrer  cpie,  dans  le  cas  partu^ulier  \  .  a|ii  — r  o,  le  lieu  est  la  sm- 
l'ace  rornn'<.'  par  la  ré\oluli(ui  d  une  o\alede  Descartes  autour  il*' 
son  propre  axe. 
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CINÉMATIQUE. 


336.  Lorsque  le  vecteur  p  d'un  point  mobile  est  une  fonction 
du  temps,  nous  avons  vu  au  n"^  36  que  la  vitesse  de  ce  point, 

dp 
exprimée  par  un  vecteur,  est  représentée  par  -j-y  ou  bien  par  j3,  se- 
lon la  notation  de  Newton. 
En  d'autres  termes,  si 


c  —  ot 


représente  l'équation  de  l'orbite  décrite,  celte  équation  renferme 
en  elle,  non  seulement  la  définition  de  la  figure  de  Vorbite, 
mais  encore  la  loi  diaprés  laquelle  elle  est  décrite  ;  el  en  outre 

p^^'t 

donne  l'équation  de  la  courhe  hodographe,  ainsi  que  la  loi  d'après 
laquelle  elle  est  décrite. 

D'après   cela  V accélération   dans   le  mouvement  d'un  point, 
exprimée  par  un  vecteur 

d^p 

-d?    0"   h 

représente  la  vitesse  dans  Vhodographe  exprimée  par  un  vec- 
teur. Les  propriétés  fondamentales  de  l'hodographe  se  trouvent 
ainsi  établies  presque  intuitivement. 

337.  Si  nous  changeons  de  variable  indépendante,  nous  au- 
rons 

dp  ds  , 
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OU  nous  omplovonsTaccenl  ',  comme  prccédcmmcnl,  pour  dé^imui 


^7^ 


Celle  formule  montre,  sous  une  aiilre  forme,  ([uc  ô  e\])rlmo  l.i 
viles.se  en  trrandcur  r  el  en  direction  c'.  Lne  deuxième  diiïcrtn- 
lialion  dorine 


ç        r.'-!-r^p-. 


(lell(*  exjiression  fa  il  \olr  <jue  l'aceélération  \eclorlelle  se  décom- 
])os(»  en  deu\  composantes,  dont  la  première  Oo'  esl  dirigée  mii- 
vanl  la  direction  du  mouvement  et  èi;ale   en   grandeur  à  colle  <!• 

Taec/'léralion  de  la  viU\sse,  0  ou—.-;  et  dont  la  deuxième  e-o'  c*i 

rfl 

dirigée  sui\antla  direction  du  ravon  de  courbure  totale  el  a  jjom 

valeur  absolue  le  carré  de  la  vitesse  multipliée  par  la  courljure. 

I  On  ne  pourrait  pas  conce\oir  de  démonstration  plus  éléganlr 

el  plus  concise  de  cette  [>roj)osilion  fondamentale.] 

*i*\H»  Lorsque  le  mouvement  a  lieu  dans  une  courhe  plane,  nou^ 
pouvons  melire  l'équation  sous  la  forme 


,'  t  ~  '■* 


j  laquelle  revient  à  g  = /(  |j  cosO -h  y  î^inO),  où  y  r^i  a^j  J,  où  >•' 
trouvent  introduites  les  cooidonnées  polaires  i\  0,  où  a  esl  un 
vecteui-unité  perpendiculaire  au  plan  de  la  courbe,  cl  où  |j  e>t  uii 
\ccleur-unilé  dans  c<'  |)lan. 

Dans  ce  cas,  on  peut  regarder  r  et  0  comme  liés  entre  eux  p-^f 
une  relation  scalar,  ou  l)ien  l'on  peut  encore  les  regarder  tous  l«.> 
deux  comme  des  fonctions  du  temps  /. 

Par  dillérentialion  on  obtient 

p  _-    ra  '  p  -I-  /'da.a  "  Ji  ; 

j  où 

'  -j'j 


a .  a  "  .  3       Y  ^<  *^  ^  —  P  sin  0  j  ; 

celle  é(jualion  montre  que  r  est  la  vitesse  suivant  le  ravon  vecteur, 
el  (]ue  /O  esl  celle  (pii  a  lieu  perpendiculairement  au  ravon  vecteur 
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On  a  ensuite 

p  =  (r  —  r6«)a  «  p  -+-  (arô  4-  r6)a.a»  p, 

ce  qui  donne,  par  la  simple  inspection,  les  composantes  de  Taccé- 
lération  parallèlement  au  rayon  vecteur,  et  perpendiculairement  à 
ceUe  droite. 

339.  Lorsque  V accélération  est  constante  en  grandeur  et  en 
direction,  nous  avons  I  où  les  a  et  ^  ne  sont  pas  ceux  du  numéro 

précédent  { 

p  — a, 

d'où  Ton  tire 

p  —  <it-\-  p, 

où  ^  est  la  vitesse  vectorielle  à  l'époque  <  =  o.  On  voit  par  là  que 
rhodographe  est  une  ligne  droite  décrite  d'un  mouvement  uni- 
forme. On  a  ensuite 

p-=la^*4-p/, 

où  nous  supposons  la  constante  égale  à  zéro,  en  admettant  qu*à 

I  origine  du  temps  le  mobile  se  trouve  à  l'origine  des  vecteurs. 

Puisque  les  composantes  de  p  suivant  les  directions  de  a  et  de  ^ 
sont  respectivement  du  premier  et  du  deuxième  degré  par  rap- 
port à  /,  il  résulte  que  la  courbe  est  évidemment  une  parabole 
[n-31(/)]. 

De  l'expression  de  p  nous  pouvons  facilement  déduire  l'équa- 
tion suivante  |  au  moins  on  peut  facilement  vérifier  que,  en  vertu 
de  Texpression  de  p,  cette  équation  se  réduit  à  une  identité  | 

T(p  4-  î  pa-'  P)  =-  SUa(p  4-  i p«a-«  ), 

qui  est  celle  d'un  paraboloïde  de  révolution  autour  de  l'axe  a.  On 

a  d*ailleurs 

S.app  =  0. 

II  en  résulte  que  la  distance  d'un  point  quelconque  de  la  trajec- 
toire au  point  — \  ^ar*  ^  est  égale  à  la  distance  du  même  point  de 
la  trajectoire  à  la  droite,  dont  l'équation  est 

p=— -J  p«a-*  4-xaVap. 

Nous  retrouvons  ainsi  la  propriété  du  foyer  et  de  la  directrice. 
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3  iO.  Pour  ([lie  le  point  niobih^  pas'^e  par  un  points»  noiK  do- 
vnris  avoir,  pour  une  valeur  réelle  de  /, 

Supposant  (pie  T|j  ou  la  vilesse  initiale  soit  donnée  éi^ale  à  r,  ♦ 
niellant  77y  pour  l  jï,  nous  devons  a\oir 

el,  comme  T^rr     :  i ,   il  nous  \ienl 


j  allCMidu  (jue 


1      ••■>        f    t    '^>/ 


Les  \aleurs  de  /-  seront  réelles,  si 

(  \-  —  >a-;  )-  —   I  a-  1  7- 

(^sl  posiiif.  j  l)»'(M)mpn<anl  en  deu\  lact(Uirs  celle  dilTérence  'i'" 
deux  eairés,  nous  \«»vons  (pie  l'un  des  fiieleurs  est  posiiif  ■,  |>iii>(]U'' 
lai  V  n'est  jamais  moindre  (]ue  Say.  II  s'ensuit  que  e-  — Sr' 
devra  élr(*  posiiif  si  le  radical  est  l'éel  ;  j  i*-  —  Say  sera  alors  plus 
^rand  cpn^  le  radical  ■  el,  |)ar  suile,  dans  ce  cas,  les  deux  val^ui-^ 
de  /-  seront  j)nsih\'rs.  Nous  aurons  ainsi  (pialre  valeurs  p»'iJr  ' 
salisfaisant  à  la  eoiidilion  voulue.  Mais  ces  \aleurs  se  sépaivnldi 
<\(:n\  couples,  à  chacun  dexjuels  correspond  une  même  courU' 
Irajecloire;  S(!ulemenl,  C(^mme  les  valeurs  de  /,  du  même  coupl''. 
sont  é*;ales  et  de  sii;ne  conlrain*,  la  Irajecloire  se  trouve  parcourue 
dans  des  sens  contraires,  dans  un  sens  pour  l'un,  et  dans  le  son> 
opposé  pour  l'autre.  Il  existe  donc  deux  trajectoires  dislincles  l'H 
il  n'en  existe  aucune.  La  direction  de  la  vitesse  initiale  (it'ptn*'' 
bien  entendu,  de  la  direction  de  tït  donnée  par  (1). 

3iL  L'env(doppe  de  toutes  les  trajectoires  possibles,  pour  une 
valeur  donnée  de  la  vitesse  initiale  e,  correspond  évideminenl  '» 

car  celle  égalité  exprime  la  condition  d'intersection  de  doux  tra- 
jectoires infiniment  voisines  (jui  sont  situées  dans  un  //k7?h' pl-^» 
vertical,  y^^*^"^  ^^  vecteur  du  point  d'intersection. 
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L'équation 

r* —  S«7  =  TaTY, 

considérée  en  elle-même  pour  y  variable,  est  Téquation  d'un  para- 
boloïde  de  révolution,  dont  le  foyer  est  à  Torigine  et  dont  le  plan 

directeur  est  situé  à  la  distance  ff-  de  Torigine. 

Tous  les  problèmes  usuels  qui  se  rapportent  au  mouvement 
dans  une  parabole  peuvent  être  résolus  à  Taide  des  formules  ci- 
dessus.  Certaines  facilités  seront  obtenues,  si  Ton  suppose  que  ^ 
soit  décomposé  en  une  composante  verticale  et  en  une  composante 
horizontale  située  dans  le  même  plan  que  ^  et  a.  Nous  abandon- 
nons ces  recherches  au&  soins  du  lecteur. 

342.  Dans  le  cas  d'une  accélératrice  dirigée  vers  un  point  fixe, 
dans  le  sens  positif  ou  dans  le  sens  négatif,  nous  aurons,  en  pre- 
nant ce  point  pour  origine  et  en  désignant  par  P  la  valeur  de  Tac- 

célération, 

p  =  PUp. 
De  là,  nous  tirons 

Vpp  =  o, 
et,  par  intégration    puisque  V^^  est  nul  {, 

Vp(5  =  Y  =  un  vecteur  constant. 

L'examen  de  celte  formule  fait  voir  premièrement  que  p  et  f 
sont  situés  dans  un  même  plan  perpendiculaire  à  y,  que,  par  suite, 
Torbite  est  plane  et  que  son  plan  passe  par  l'origine  ;  deuxième- 
ment que  l'aire  du  triangle,  dont  p  et  â  forment  deux  des  côtés, 
reste  constante  et  que,  par  conséquent,  le  rayon  vecteur  décrit 
des  aires  en  temps  égaux.  [Il  serait  impossible  de  présenter, 
sous  une  forme  plus  concise,  la  démonstration  de  ces  proposi- 
tions dans  le  cas  d'un  point  qui  se  meut  sous  l'action  d'une  force 
centrale.] 

343.  Lorsque  la  loi  de  r accélération  est  celle  de  V inverse  du 
carré  de  la  distance,  on  a 

Tp«' 
où  |isera  négatif  si  Paccélération  est  dirigée  vers  Torigine. 
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Nous  aurons  donc 


4 

L'inléf::rallon  suivanlo  osl  due  à  Ilamillon. 
Nous  avons  on  général  [voir  Cliapilre  IV) 


(U  Vf  Tp«    ' 


par  suite,  Téquallon  proposée  devient 


r  » 


'It    ' 


«•l  l'inléirralc  sera 


la  eonslanle  £  étant  réduite  à  un  vecteur,  parce  <juc  Soy—  0. 
Dans  ee  cas,  l'hodogra[>lie  est 


» 


;^( '?)•;-•• 


Le  j)r(Mnier  terme  de  cette  expression  est  un  vecteur  constant,  ♦! 
le  deuxiènuî  terme  est  un  vecteur  de  (Jirection  variable,  mais  u' 
longueur  constante.  La  courbe  <jue  représente  Tbodographe  e^l 
donc  un  cercle,  dont  \c.  f)lan  est  perpendiculaire  à  y  ic'esl-ÎHl'i*" 

p;irallèb3  au  plan  de   l'orbite),  dont  le  ravon  est  T-jCI  ilunl  1<' 

cenhe  <\st  à  Texlréniité  du  vecteur  ^Y    '  • 

[Cette  écpiation  cnnlient  la  lliéorie  de  Yhodograplic  circuldif'- 
Les  consé([ucr)ces  en  sont  dé\eloppécs  en  entier  dans  les  Lkincni^ 
de  Ilaniilton]. 

3 il.  Nous  pouvons  mettre  les  écpiations  de  ce  cercle  sous  la 
l'orme 

1 

(ce  qui  est  l'équation  d'une  splière)  et 

Syo  =^.  o 


(ce  qui  est  l'équation  d'un  plan   mené  par  Torigine   et  en  mcnie 
temps  |)ar  le  centre  de  la  sphère). 
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L'éqaatîoo  de  Torbite  se  trouve  en  opérant  par  V.  p  (     )  sur 
Téquation  de  Thodographe.  Nous  obtenons  ainsi 

î  puisque  Vp(Up)Y-«  =  Tp(Up)2Y-*  =  —  y-'Tp  j,  d'où  l'on  tire 

{  parce  que  Syp  =  o  j  ou  bien 

j.Tp.^S£(Y»e-»-p). 

Sous  cette  dernière  forme  apparaît  la  propriété  relative  au  foyer  et 
à  la  directrice.  Celte  équation ,  considérée  isolément,  est  celle 
d*un  conicoïde  de  révolution  autour  de  son  axe  principal  (e),  l'ori- 
gine du  vecteur  p  étant  l'un  des  foyers.  L'orbite  s'obtient  en 
combinant  avec  l'équation  précédente  celle  du  plan  de  l'orbile 

Syp  =  o. 

On  peut  voir  que  y'c""*  est  le  vecteur  du  pied  de  la  directrice  à 

Te  , 

partir  du  foyer;  de  même  =-  est  l'excentricité; 

1  j* 

IX*  4- e* 
est  le  demi-grand  axe 

Cette  assimilation  peut  se  faire  de  la  manière  suivante.  Prenons 

et  posons 

„                          S*  10)       S*/a) 
Sb)0(i>  =  -+-!=  — \ f-— , 

pour  Téquation  de  Torbitc  rapportée  à  son  centre.  Nous  mettrons  Torigine 

<le  p  au  foyer,  en  prenant 

(0  =  iae  -4-  p. 

De  là  il  vient 

Sco^u)  =  I  =  a*c*Si«pi-+-  aacSpïp* -h  Sp«pp. 
Mais,  puisque 


S  iff  i  = 


i«.i« 


a»  a» 


c       .  Sip.i»  S»p 


S.i 
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nll     : 


<)    -    I  -       C 


a 


<1  i  ^  *S  2  /  -^ 

I        ,  J  \ 


ir- 


4-|  ,    <  nlillllt' 


S  -  /  ' 


—  -J  —  S^i 


ù'i 


IV*(juati<»n  (1(*\  icnt 


<)  -   —  I  ~  (■ 


r/         •  '  \  a'        b^  b'- 


Ot 


Cl 


I 


,\\  Ii-IhIu    i{II(' 


n-i  —  b-i  -   rr-cK 


Miilli|>li.jMl  rtMjualion  ci-dcssus  par  b^  -—  a-{\  —  c-).  et  ayant 


(I  — t'^)6- 


(i^ 


iKMi.-^  nhionons 


() 


(» 


c/  Il 


t'  .s  f  p 


Jo\ 


b' 


«iOiiipanuis  cette  expression   avee  celle  de  Tp   obtenue  par  intéjz'ai"' 


'JL 


mais  <|iic*  nous  mettrons  sous  la  forme  suivante 


r;x      \    t  ;x    / 


y  '. 


«) 


ù    l  |A  r-i  «':;al   à    -il  ou  à  — -i,  suivant  que  l'on   a    p.  >  o   ou   |J- -- ^'" 
Ideniiliant  {b)  a\ec  {^a),  nous  aurons  à  ]»oser  en  premier  lieu 


<  I 


1     fX 


«M  stc«>nfl  lieu 


il  (tu 


l^ 

t^ 


=  /. 


(  t  I 


L  i  —  —  f  Ifx; 


et  en  troisième  lieu 
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'  ae 


•     .  » 


ce  qui  revient  a 

\       Te         /  ac 

De(i),  (2),  (3)  nous  déduisons 

Te       *^  ae  e 


Mais  on  a 


d'où  finalement 


^""   Te(i  — c«)   ~T|x(i  — é?«) 


T|i*<î«  =  Tè«,     —  Tfxe«  = 


attendu  que 


ï>' 


__  ~Ufx.TY».TfjL  _  ~|aTy' 
^~        Tï|XH-e»         ^    |x«-+-eî~' 


T'|i=ji.',     puisque     U|i  =  dbi. 


345.  Traitons  un  cas  plus  simple  :  Supposons  que  l'accéléra- 
tion varie  proportionnellement  à  la  distance  de  C origine.  Dans 
ce  cas,  on  a 

le  signe  supérieur  et  le  signe  inférieur  se  rapportent  respective- 
ment au  cas  où  Taccélération  est  dirigée  dans  le  sens  de  p,  ou  en 
sens  contraire. 
Nous  avons  donc 

Eo  prenant  le  signe  supérieur,  nous  aurons 

p  =  ae"»'  -h  pe-"*', 

2  et  ^  étant  des  constantes  vecteurs  arbitraires  et  e  étant  ici  la  base 
des  logarithmes  népériens.  En  prenant  le  signe  inférieur,  on  a 

p  izi  a  ces  mt  -h  3  sin  mt. 

Dans  le  premier  cas,  l'intégrale  est  une  hyperbole  [n**  31  (A*)], 
et  X  et  ^  sont  dirigés  suivant  les  asymptotes  ;  dans  le  second  cas. 

Tait.  —  Quaternions,  II.  6 


S.i  (  iiapithj:  X. 

l'inh'miilr  (^sl   une  ellipse",  dont    a   cl   [j    .sniil    des    deiiii-diaiiicli''' 
e(Ui]iii;iH'^. 

De  ee  (|ii<:  d;njs  le  premier  eus 


///    *     71'"^ 


'J-    ////  ' 


r 


dans  le  seeond  cas 


ni 


1  ^]i\  nif   ~  '-j  r<)>/fil 


rii()d()i;raj)li('  sna  resp(M'ii\enienl  une   h\p(M'l)(de   on   une  cllip-'- 
Mai>  dan^  le  j)reniler  cas,  si  mn]^  laîsons  a])slraeti()n  dn  raeh'iir///. 
rii\  perlude  liiMlo^iaplie  esl  eonjui^uée  de  ecdliî  de  l'orlnle  :  d;in>  1 
deuxième    cas,    l'ellipse    liodoi^raphe  esl   une   (dIi|K>e   scniIihiM''   i 
relie  de  1  Orhile  el  srnddaldenn'nl  siln('*e. 

*'Mi).  ('(»nMd<'inns  enlin  \c  cas  où  idcct'/r/yff/itu'  est jti<>j>t»J'li">'- 
iH'lh'  il  Funcisr  de  hi  l  misirnit'  jinissdine  de  la  disfnnrc.  N"ii' 
a\  on> 


i  . 


el.  eomme  anpara\anl. 


\:: 


I 


lui  ojxrani  sur  la  pioposéiî  ])arS6,  il  nous  vieni 


•JL  S  '  : 


•  •-'         T.-  ' 


dont  l'inlriirale  esl 


y  .  —  - .  î 


ee  (pli  <'sl  r«''(pialion   dr  la  force  \l\e. 
iMisuile.  on  a 


d'où  1  ou  lire 


I  inl('L;!"alr  c\\  esi 


>'/': 

i  \ 


•JL 


S:i   -.C/; 


nous    n'.ijoulons   pas  de   conslanle,  parce  que    nous   conij)l'»n^  i« 
leiiïps  du  momenl  du  pa^sai^e  par  la  liijnc  des  apsides,  où  S::-''* 
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Par  une  deuxième  intégration,  nous  obtenons 
[Pour  déterminer  G'  nous  remarquons  que 
j  puisque  Spp  =  C^,  et  que  Vp(i  =  Y  j>  d'où 

Mais,  par  Téquation  des  forces  vives,  on  a,  en  ayant  égard  à  (i), 

pî  pî  =  G  p*  —  [1  =  G*  <*  -+-  GG'  —  |x. 

On  en  tire 

GG':=^-~Y*]. 

Pour  compléter  la  solution,  nous  observerons  que  par  le  n°  33 

on  a 

p       dVp  d         Up 

^  étant  un  vecteur-unité  dans  le  plan  de  Torbite. 
Or 

P  p' 

par  suite,  il  vient 

.      Up  r      dt 

*'^T"^"U'G7^ 


L'élimination  de  /  entre  cette  équation  et  Téquation  (i)  nous 
donne  l'expression  de  Tp  en  valeur  de  Up,  c'est-à-dire  l'équation 
de  l'orbite. 

Nous  devons  remarquer  que,  lorsque  Q  représente  l'angle  com- 
pris entre  les  directions  de  ^  et  de  Up  (les  coordonnées  polaires 
étant  r  =  Tp  et  6),  nous  avons 

}  en  vertu  de  la  formule  générale  cos  m  -f-  a  sinw  =  e*"  j  . 
Par  conséquent,  on  obtient  les  équations 


e  =  -T,/j 


dt 

Cf»-+-C'' 
r'  =  -(C<«-t-C'), 
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dont  on  dcdiiil  les  rrjiialions  des  spirales  de  Cotes.  [Jo/z-TaitiI 
Steele,  Dviumiif/ue  d  une  particule^  3^  édition,  Appendicc{A.] 

1347.  Il  orner  les  conditions  pour  quune  courho  donmes^U 
r hodo<^rnphc  vorresj)ond(int  à  une  oihife  décrite  sous  l'in- 
/luc/tce  dune  forer  centrale. 

Si  77J  est  le  NeeU'iir  de  la  courbe  donnée,  fr^  dt  devra  représcn- 
{v.Y  l'orhite;  par  suite,  les  conditions  à  remplir  sont 

\  ^Jtîj  dt  :=  Y, 

on  Y  est  un  vecteur  constant. 

JNous  pouvons  transformer  cett(;  condition  en  d'autres  expri- 
mées plus  immédiat(îmenl  en  coordonneras  rectili'^nes.  On  a  aiibi. 

par  diderentiation, 

Vmynr  dt  :^-  o 

el 

\  rrr^^TïT  dt  -+-  VêrTT  =:  o. 

La  première  é(piation  donne 

fm  dt  r=  a-r^. 


d'où  Ton  lire 


X\  T77TÎ7  ^  y. 


ce  (pii  montre  (pie  la  courbe  donnée  devra  cUep/ane,  La  dcuxiènu' 
équation  dcNient  ensuite 

.r\  mcT  -f-  VrbTTT  ttz  o. 

En  éliminant  ./',  on  obtient 

(i)  '^Vrâm  = — (VniTn)-. 

Si  donc  e'  désif;ne  la  vitesse  dans  Thodographe,  R' le  ravon  de 
courbure  el  //  la  |)erp(Mullculaire  abaissée  de  Torig^ine  sur  la  tan- 
gente, l'érpialion  écrite  en  dernier  lieu  donne 

ce  ([ui  est  d'accord  a\ec  le  résultat  connu. 

En  (.-(roi,  on  a,  j)ar  le  n"  3.')7, 

,    ,  di>'     ,        ,  dm'  ds 

tb  =   i'   TO  ,        fri  =    -77  TTÏ   -f-  r     —7-    -j-  y 

dt  as    dt 


c'est-à-dire 


on  en  tire 
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D'ailleurs 
et,  par  suite, 


m 

Ainsi,  en  posant  T^  =  A»  on  trouve  par  (i) 


R' 


=  p'«/?'« 


) 


et,  par  suite, 

hv'  =  />'«  R\ 

348.  L'équation   d'un  épitrochoïde   ou  d'un  hypotrochoïde, 
rapporté  au  centre  du  cercle,  est 

^r=.ai  *   OL  -h  bi  *   a, 

où  a  est  un  vecteur-unité  dans  le  plan  de  la  courbe,  et  /  un  vec- 
teur-unité perpendiculaire  à  ce  plan;  de  plus,  co  et  coi  sont  les  vi- 
tesses angulaires  dans  les  deux  cercles,  et  /  est  le  temps  écoulé  à 
partir  du  moment  où  le  point  décrivant  et  les  centres  des  deux 
cercles  sont  sur  une  même  droite. 
La  longueur  de  l'arc  de  la  courbe  est 

s  ^=  1  Tpdtzrz  I  dt[<b>*à^-^  2tùîù^abcos{tD  —  wj^-hwj  6*]' 


/,  r                  ,       ,  I  cos'  )  b) — o),  1  * 
dt  I  ((oaqzwjô)*  d:z  ^ftmiab  }    .  ,  (  ■*   I 


1 
y 


ce  qui,  comme  l'on  voit,  est  une  fonction  elliptique. 

Mais,  lorsque  la  courbe  devient  ou  une  épicycloïde  ou  une  hy- 
pocycloïde,  on  a 


tù 


aqpu), 6  =  0     et     s  =  2{:h(»nùiaby  I  dt  {    .     > -ty 

J        I  sin  1       2 


ce  qui  peut  s'exprimer  sous  forme  finie,  ainsi  que  Newton  l'a  mon- 
tré le  premier  dans  les  Principia. 

L'hodographe,  dans  ces  cas,  est  une  courbe  de  la  même  classe 


80 


ci   a  pour  é(|uah()n 
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•> , ,  f 


-2>>,( 


r  (i  (')  i         a  —  h  (0|  /     •    a  '  : 


J'accéh'Malion  est  rej^rcsciUéc*  en  graiulcur  et  en  direction  par 


2  M  / 


h  io-^  i     '    7.. 


Les  ('(jiialions  de  la  rycloùlc  vl  de  la  troch<jï<lr  peuvent  <o  <l(- 
dnif'c  i\(!>  ('(luaUoiLS  jnrccdentes,  en  \  laisanl  d  infini  <'t  (o  infim- 
jiienl  [)rlil,  sous  l.i  condition  (jue  leur  produit  (th)  reste  fini,  et 'H 
trans|)0rtanl  Tori^inc  au  point  /^/a  =  p. 

\\\\).  Soit  /  un  \ecl(!ui'  perpendiculaire  à  un  certain  plan. 

l\epr<'"Nenlons  j»ar  ttt  et  p  les  vc^eteurs  de  deux  points  dan*;  un* 
pla(|ue  rigide  qui  est  en  contact  avec  le  plan,  la  plaque  pi^nviml 
se  déplacer  1(î  lon^^  de  ce  j)lan. 

Aj)rès  un  certain  déplacement,  d'une  étendue  relativement  [><- 
lite,  soient  dt^  et  c/c  les  \ariations  de  nr  et  de  p.  Dans  ce  cas,  on  «' 


S  i  (h 


TTT  ^.  (>         { 


l     S/^/^v  =  o; 


et  d'ailleurs,  ])ar  liv])Otlièse,  T {-n^ —  o)  reste  invariable.  Ces  con- 
dltions  donnent 

S  (  TTT  -  -  0  )  (  dm  —  (Jz  )  — :  o. 

('.ett(î  équation  sera  satisfaite  en  même  lenq^s  que;  les  con(litn>n> 
]>réeédentcs,  si  nous  supposons 

d;.  "to/(p   —  t), 

T  étant  l<;  vecteur  d'un  certain  point  dans  le  plan;  ces  dcpl'»* *'" 
nient^  se  trouvent  ainsi  exprimés  par  des  rotations,  aiitonr  tlf  t. 
d'aniiles  éiiaux  à  (»). 

i'iliminant  t,  nous  obtenons 


(o  i    — '■ —  > 


(  TTT   --    S  ) 


ce  (|ui   nous  donne  la   \aleur  de  o),  et,  par  suite,  l'une  des  é*|"' 
tions  ])récédentes  donnera  t. 
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Pour  un  autre  point  (x,  appartenant  à  la  face  de  la  plaque  qui 
est  en  contact  avec  le  plan,  on  a 

d'ailleurs 

T(p  —  (j)  =  const.,     T(ff  —  nï)  =  consl., 

de  sorte  que 

S(p— ci)(</p   —  rfa)=o,  J      ^,^,^      j  flfp  — ûfa  =:wit(p--»), 
S(ff  —  m)  (d9  —  dm)  =  o,  j  {  dv  —  efe  =  coj/(a  —  m). 

Nous  concluons  de  là  que 

U),  :=  O),  :=  0),      et      flfffz=(i)t(ff  —  t), 

En  effet,  des  expressions  de  dp  —  du,  da  —  dm  nous  tirons 

rfff  =  rfp  -4-  a)|  i(  Œ  —  p  )  =  dm  -\-  (t)t  î( <y  —  Tn). 

Remplaçons  dp  et  dm  par  lears  expressions  du  n®  349,  le  deuxième  et  le 
troisième  membre  deviennent 

cui(p  —  •)  -H  coii(ff —  p)  =  ««>i(w  —  t)  h-  tOf  «(œ  —  m). 

Nous  déduisons  de  là,  puisque  t  disparait, 

w«(P  —  w)  H-  Wi«(^  —  p)  "*~  t«>î*('«y  —  0")  =  o, 
ou  bien 

(o)  —  u>t)ep  +  (u)s  —  co)im-h(a)i  —  (i>s)2ff  =  o. 

Nous  ne  pouvons  pas  en  conclure  directement  que  co  =  cui  =  cO|,  parce  que 
les  vecteurs  ip,  iïït,  iv  sont  coplanaires.  Mais,  si  nous  traitons  cette  équa- 
tion par  S(p  —  m),  il  viendra 

0  =  (to>  —  u)|)Stp(p  —  w)-H(u)f  —  a))Stnj(p  — Tij)-i-(a)i  —  (iJj)Siff(p  —  in), 
<c  qui  revient  à 

o  =  [((o  —  (0|)  4-(a)j  —  (u)]SiVmp  -h  ((U|  —  u),)Si»(p  —  m), 

ou  à 

o  =  ((Uj  —  a),)SiV(pBT-h  Œp  -+-Tijff); 

mais  le  facteur  de  (a>i  —  (t>s)  n'est  pas  nul,  puisque 

V(pmH-<TpH-©a)=V(p  — ff)(nj  — (i)=  iTV(p  —  ci)(bt  —  <r), 

n  ce  vecteur  n'est  nul  qu'autant  que  les  extrémités  de  p,  cr,  a  sont  sur  la 
même  droite,  ce  que  nous  pouvons  éviter.  Donc  il  faut  que  Ton  ait 

(O2  =  W|. 
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()ii     ()inM\ernil     de    nirinc    qn<*    (o  =- co,  —  (Oo,    en     traitant    l\''«}u;ili«Mi   pu 
S  (7  —  s)  et  |iar  S  (m  —  (7).  (.)u  (.'Mcnrc,  [)Ius  sin»i)Icnicnt,  on  auijiit,  (Mmh;i!'1 

r/s  —  r/i  -■    r/7  —  r/m  =  (o,  /(  s  —  cr  --  7  —  ttt  ), 

(•'('^t-à-diic 

f/z  —  /'/ttt  =1  (Oi  /(  >  —  T7T  )  =  (ij  /(  0  —  rn  ), 

(Inn  l'on  «li'duit  («)  =  (Oj. 

I*]iilin,  .iNant  maintenant  ch  =  (Irn-r-uiiiz  —  cr),  on  trouve  que 

(h  (')/[(  m  T  )  H-  7  TTf  ]  =  (J)  i{  7  —  T  ). 

Le  point  3-  est  donc  ('i;alrnHMil  <lr])lacé  par  une  rotation  d  un 
an^dc  (0  autour  d'un  a\c  |)araIlrIo  à  /  et  passant  par  rcxlréniitr 
<le  T. 

WTA^.  Dans  le  cas  d'un  corps  rigide,  se  mouvant  autour  d'un 
|>oint  fixe,  soient  r^r,  p,T  les  vecteurs  de  trois  points  quelconciin'-^ 
du  corps,  l(î  point  fixe  étant  l'orii^ine. 

Dans  ce  cas,  m-,  p-,  7-  seront  constants,  de  même  (jue  S^n:. 
Stttt,  Sot.  \])rès  un  déplacenuîul  inllmnient  petit,  nous  a^on^, 
pour  77T  et  pour  0, 

S:  (/m  -1-  ^r7(  (h    -  0. 

(^es  écpiations  sont  satisfaites  par 

on    y.  représent*'  un  vecteur  quelconcpie.  Mais,  si    «'/rrr  cl  d'*   sont 
r/o/ufrs,  a  sera  délerniiné  en  direction  par 

\   /'/ttt  f/z  rzL^  W  OLm\  xz  — _  a  S  acrrr  ; 

ot'  nous  avons  aussi 

de  S(»rte  <pie  a  sera  donné  par  Tune  et  Taulrc  des  exj)rcssion> 

(0  a    --,--_--,-'  . 
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Considérons  maintenant  le  point  à  Textrémité  de  7.  Nous  avons 

Sacfazz:  O, 

Spûfff  4-  Sœ^P  ^=:  O, 

Swdfs  4-  Saûfcr  iz=  O, 

el  Ton  voit  que  <io' =Vaa' satisfait  à  ces  trois  équations,  pour  la 
valeur  de  a  donnée  par  les  relations  (i). 

Nous  arrivons  ainsi  à  formuler  la  proposition  suivante  :  Un  dé- 
placement très  petit  d^un  corps  rigide  autour  d'un  point  fixe 
est  équivalent  à  une  rotation.    . 

331.  Le  problème  :  Représenter  la  rotation  d^un  système  ri- 
gide autour  d'un  axe  donné  et  d'un  angle  de  rotation  donné, 
peut  se  résoudre  de  la  manière  suivante. 

Soient  a  le  vecteur-unité  dans  la  direction  de  Taxe,  p  le  vecteur 
d^un  point  invariablement  lié  au  système,  Torigine  de  p  étant  sup- 
posée en  un  point  fixe  de  l'axe,  et  0  Tangle  de  rotation  donné. 

Nous  avons  identiquement 

pziza-*Sap   -f-a~*Va3 

-=. —  aSap  —  aVap. 

La  rotation  n'altère  pas  le  premier  terme  j  qui  exprime  la  projec- 
tion de  p  sur  l'axe  immobile  de  rotation  {,  mais  le  second  terme 
lie  vient 

—  a*  (aVap)=: — aVap  cos6 -f- Vap sinO, 

\  puisque  a  *  ,  représentant  en  notation  abrégée  le  facteur 

cos6  H-asinO, 

l'ail  tourner  —  a  Vap,  qui  est  perpendiculaire  à  a,  autour  de  cet 
axe  d'un  angle  8  j.  Par  suite,  p  devient 

p,  = —  aSap  —  GtVap  cosO  -h  Vap  sinO 

U      -*• 
=  (00856  H-asin^6)p(cos^0  — asinjô)  =:a*  pa    '  . 


Cette  transformation  peut  se  vérifier  de  la  manière  suivante. 

S«»it 

p  =  cos  4  a  -h  a  sin  1  1/, 

<»u 


»ï  — 


cosu  +  asinu. 


(JO  cil  VPITUK    \. 

\<Mis  ihlcrinliicrciiis  p-i  |)nr  los  (ondiliniis 

S  as,  -—  S  ao 

\  xf.i  r^-/>n  as; 


Fig.  :>s. 


<i 


|)o  (Mjunl i'Mis  ou  z^  non».  <l«'(lui«^«ins 


•.-1 


Sas       />-\as, 


s,     -  a  -'(  Sas  -!-  />-\  as  ). 

Nons  ;UMn<  rvi.h'nnnent  />   < />    '  -  -  i .  Motions  ce  racicur  «lovanl  Si,:,  ii"'J" 
nhtr-noM-,  un  liu  hMir  y>  ,i  ;^iin<|i<',  «!<'  sorte  fjn»' 


Pt        ^ 


jf(  jr^  6  ap       /;\  as  ). 


hiiii  iintrocôl»',  lions  osons 
a    f//  --  —  uji       — 

ro  (|ni  «lonm* 


a  (•«•>  1  //  —  a-sin  \  u  --  —  />a  ^  px'K 


S]  -     />  a    '  (  S  as/>    '       P^  '^}  )• 
\liii<y'\  as  c^l   nn  M^iliiir,  |)<u\i*<|n<* 

S/>  \  as        S\  as  co-.  1  ii  --  S  a\  as  sin  \  u  —  o, 
«le  ^oi'l  t"  <|n(^ 

/>  \  as       \  (  />  \  as  )       V  as  .S/)  —  \(  \  />  \  as  ) 

\  (  \  as  S//  —  \  as  \  y>  )   -  \  Vas  K/> 

(.niv.nir  |\y>       y;->  ol  (jnc  \  as/>    '  ot  un  voctiMir.  Nous  nuron>  onlin 

s  I       y»  a    '  (  S  as  ./>   '  --  \  as  ,/r  '  ). 
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332.  Pour  composer  ensemble  deux  rotations  autour  d^axes 
qui  se  coupent,  soit  ^  Tangle  de  rotation  autour  de  Taxe  dont 
runité-vecteur  ^  donne  la  direction;  nous  aurons 

(1*011  nous  lirons 

9        4  I  9 

Si  la  rotation  autour  de  ^  avait  eu  lieu  d'abord  et  que  la  rota- 
tion autour  de  a  Teût  suivie,  nous  aurions  eu 

te  7  I 

t'i  la  propriété  non  commutative  dans  la  multiplication  des  qua- 
UTnions  montre  que  généralement  p^  n^ est  pas  égal  à  p2. 
Lorsque  a,  ^,  y  sont  des  rayons  de  la  sphère-unité  menés  aux 

sommets  du  triangle  sphérique  dont  les  angles  sont  -0,  -cp,  -<{;, 

^  ^  JE 

nous  savons  (par  Hamilton,  Lectures,  p.  267),  que 


d*où  nous  tirons 


Y'^  P'  a«  r=  —  I , 


9     9  ^ 


♦•l  il  nous  vient 


Pî  =  Y   ''Pï   ' 


Nous  concluons  de  là  que  les  rotations  successis^es  autour  des 
rayons  menés  aux  deux  sommets  dhtn  triangle  sphérique  et 
(Vangles  égaux  au  double  des  angles  correspondants  du  trian- 
f!le  retiennent  à  une  rotation  unique  autour  du  rayon,  mené 
au  troisième  sommet,  et  d^un  angle  égal  double  de  l^ angle 
extérieur  correspondant  à  ce  sommet. 

De  cette  manière  un  nombre  quelconque  de  rotations  d'angles 
quelconques  peuvent  être  composées  en  une  rotation  unique  au- 
tour d'un  axe  déterminé. 

démonstration  de  la  formule 


«»>. 
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«liins  liKnicll»'  a,  'j,  Y  iM'prôsonlcnl  les  vcrtcurs-unilés  nionê>  au\  snmnn'i- 
«l'iin  tii;mi:l('  ^|>li«'ri(jii(',  dniit  lo>  nni^le^^  h'ml 


TT  .?'.         I»   —      -  TT  V.        'j  —    —  77  3  ■ 


Noms  <I(>mn'r<ms  In  «li''iii(Ui>ti"atioii  «le  Ilamillfui  tout  en  làclianl  •!••  !i 
ri'inlit;  ini-<i  cIcniiMitaiio  (|iie  pu^^siblr.  Ku  nièine  temps  nous  y  iiilrin|iiii'ii» 
hi  «nnventiuu  <|uc  le  s('u>  «lirect  <lc   la    rntnlion    snit   suustrcu'sum,  tt  ii: 


1 


•Ig.   K,. 


suilr  <ju(*  le  siMis  (l.ni'^  le(|uel  l'nu^^le  diiii  quaternion  est  mesuré  soit  <  ::  - 
I (M 1 1 1 ' n t  .s7 // (s! fo/'s u tu . 

CimsidriMMs  II'  tiian;^le,  splii'rnjui'  M5C,  en  projection  ortlio::nnal''  *•'' 
le  plan  <lii  liiand  («'k  I(!  ]>as,sant  par  le«i  sommel>  A  et  15. 

Le  pùjc  (le  (I'  ;;rainl  cercle  >e  projc(l»'rn  au  pniiil  (.)  nui  e>t  eu  m-H" 
tem|)s  le  ct'iiii(>  du  cercle  et  celui  de  la  sphèie. 

Soient  <>\i  cl  Op.,  les  ray^lu^  do  la  sphère  i'<'sp»Hti\ement  perpeii'li' 'i- 
laire^  au\  plans  ([««s  Lirands  cert  les  d«'termin('><  parles  cùic-s  \\C  l'I  C\,  inf 
.i\ec  la  ciMidiiinii  ipie  l<'  trianirle.  splo'*rique  soit,  par  lapporl  à  «lia' un  'I' 
ces  phuis.  «.iiue  dans  la  ri'i^inn  <ippns«'e  à  celle  où  se  liiMive  le  rayn  j"'- 
|»i'ndiculaire  cm  respnridant  ;  pai'  exempU,',  OAi  étant  au-dessus  du  }>lini  '- 
l>C,  le  triani;le  sera  au-dessous  de  ce  plan. 

Soit,  au  Contraire,  (X'.j  le  ra\on  perpendiculaire  au  plan  du  grand  ci'nl^ 
pa^sjiiit  p;n*  le  eôh-  Al>  qui  est  situé  du  même  côté  de  ce  plan  'pi'"  '^ 
I  ri  a  ni:  le  AIH  !. 

J.es  point  s  A ,,  r>i .  <  ^i  seront  les  pôles  respect  ifs  «les  i;rarnN  cercles  1>L.  *.  \. 
AU.  Les  deu\  premiers  pourront  être  situés,  soil  au-ile<sns,  soit  au-de"»*'"> 
du  plan  tlu  i;rand  (nmcIc  AB,  suivant  que  les  an;;les  en  A  ou  en  H  sont  .n::'!' 
ou  obt  us. 

Le  point  C,  sera  loujouis  situé  au-dessus  du  plan  de  j)rojeetion.  Il  i'?i  <^'- 
djMii  (pie  le  tiiani:I<'  s|di('ri(pii\  dont  les  sommets  sont  Aj,  Hi,  C,.  n  «.'^i  p'" 
le  tiiani;le  poj.iire  oïdinaire  AI'.C. 

Mai»^.  p;ii-  suiie  de  \.\  construction.  le>  côtés  Cj  Bi,  Aj  Cj  seront  re.spc'  lU'- 
nient  êuan\  aux  arcs    V  \'\  lî  T»",  (pii  >. oit  déerits  de  A  et  de  B  comme  ["•{■  ' 
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avec  un  quadrant,  entre  les  côtés  prolongés  de  ces  angles  A  et  B  da  triangle 
et  dans  le  sens  direct. 

Le  côté  A|  B|,  au  contraire,  sera  supplémentaire  de  l'arc  G'  C  décrit  de  C 
comme  pôle,  avec  un  quadrant,  entre  côtés  prolongés  de  l'angle  en  G,  et 
dans  le  sens  direct;  G  sera  du  reste  le  pôle  de  AiBi. 

Nous  avons  donc 


OA' 

OB, 

ÔA' 

OC, 

OB" 

^^ 

OC, 

=  C|  B|  =  cos  A  -h  a  sin  A  =  a*", 
=  X^i  =  cosB-h  3sinB  =  pr, 


OB'  OA, 

Le  produit  du  second  rapport  par  le  premier  sera 


o         OB,         OG,         OB,        ^^^ 
OC,  OA|  OA, 


Mais,  de  ce  que  l'angle  de  aTh,  est 


ir  —  G  =  -ir(2  —  z)f 
1 


nous  avons 


*  =  A,B,  =  cos(ir  —  C)-t- Y  sin(ir  —  G)=  y*"-  =  f*  X  ï"^i 
OA| 

et  parce  que  le  rayon  de  la  sphère  est  égal  à  l'unité,  a,  p,  y  étant  supposés 

%ecteurs-unilés,  nous  avons 

Y«=-i, 

J'uù  nous  tirons 

Nous  pouvons  multiplier  cette  équation  membre  à  membre  par  y^=  Y^? 
il  en  résulte 

Hamilton  dit,  avec  raison,  que  cette  équation,  quand  elle  est  correcte- 
meut  interprétée,  renferme  implicitement  toutes  les  formules  de  la  Trigo- 
nométrie sphérique. 

Cette  équation  est  l'expression  abrégée  de  la  suivante  : 

(cosA  -H  a  sin  A)(cosB  h-  p  sinB)(cosG  -h  y  sinG)  =  —  i. 

Remarquons  avant  tout  que  cette  équation  (i)  diffère  de  celle  de  la  page 
2f»7  des  Lectures  OM  Quaternions  de  Hamilton,  en  ce  que  l'ordre  cyclique 
«les  lettres  a,  p,  y  y  est  différent.  Mais  cela  tient  à  ce  que  d'un  côté  dans  les 
Lectures  le  sens  direct  de  la  rotation  et  de  la  mesure  des  angles  est  dex- 
trorsum,  tandis  que  nous  avons  pris  pour  sens  direct  le  sens  sinistrorsum; 
«t  de  Tautre  côté  dans  la  figure  des  LectureSj  la  disposition  des  lettres 
A,  B.  C   du  triangle  est  la  même  que  celle  que  nous  avons  adoptée  dans 


\n 


CIIAI'ITIU;    \ 


iintro  liiiurc,  1rs  Icttich  A,  15,  C  >e  MKM'rdcnt  dans  It»  srns  sinistn'f.siu" 
jHMir  1111  «)lt-ir\iiU'ur  qui  auiail  lo  j)ic<ls  à  1,)  Mirlare  <lc  la  spluii"  on  un 
|K»iii(  inl«''ii<'iir  «lu  iriarii^lc,  et  le  (•(U|).'î  diiii^r  suivant  le  j>r<'l.)imi'iiii  i.t 
du  laNon,  (*<"*l -à-dire  \rrs  rextt'iii.'ur  di'  la  s[)ln'ro. 

\(»u^  n  iiiar(|ucr<)ii>  (jue  la  CMn-lruclinri  «jui  a  servi  à  étaMir  lo  ih'  '- 
iruie  (Il  s'a|»|di<jin*  indisi  iueleiijent  à  tous  l«'s  triaiii^les  s[>lit''i  iiiiit"*,  et --.lU* 
UKHJilie.il  inii  aunnie.  <|u«'lle  «pie  s«»it  la  i;iaiid«'ur  irl;iti\e  (!«'•>  i<"'t'»  "'■ 
«l('««  ;iui:l«v  (lu  Irianiih'  |ir«>[H»s«'*. 

Il  ("»t  ulilr  de  n'Miar«|u«'r  «jue,  si.  «ra|irè>  les  niitations  suiN  ies.  ii'Ui*  .i\"i' 
«d)tenu 


(  U 


a*  j. 


t. 


il  «M  r«'sidle  ijiie.  jmhii'  l'indrc  e\<  li<|ue  imerse.  le  pioduit  y'/' ^t'  'i  a  |'-" 
uni'  \al«'ui  « on^hiut»',  ei  «pre  ee  piMiluit  di'pendia  au  lurnu'^  (!•>  *l(ij\ '!" 
e\pt>m  m  i<llis.  en   Neilu  de  la  r«lal  iou  (  i  i. 

t\f}t].  L()i's([iie  les  ;iiii;le?>  des  rolalions  sont  inliiiinieiit  ji'lilv 
\ïur  prriiilèie  rolallon  (  n"  «'^ril  )  donne 

z,—    s    !-  a  \  a  >  : 

cl  par  drii\  rcdations,  en  néi;Iii;ejinl  les  jirodiiils  de  qiiaiUil«.'>  Iv 

pelilo.  on  a 

^.,—-  0  -\-  a\  TL'j  -f-  b\  'is, 

0  cl  b  i'0|>i»''senl;uil  rcspcclivcmcnl  les  angles  de  rotaliou  autour 
des  ^  eelenrs-iiMilé  a.  [j. 

Mais  eelle  \ideiir  est  é(jiiiv;denle  à 

> ..     -  s  —  'J\  Il  a    ;    b  ''.)\\  L'  (  a  a  -r-  b  'l>  \]z. 

el  représente  ainsi  une  rotation  d'un  aniile  T('fla  —  bj)  aiilein 
d'un  axe  dont  liinil»''  \eclcar  est  L- (  Ha -i- b  ,i  j. 

D'aUleurs,  la  première  (|uanlité  esl  la  loni;ucur  el  la  secomlr 
exprime  la  direelion  de  la  diai^onale  du  paralh'dograinme.  <l»'ii^ 
Ua  el  b  [j  sont  les  eolés. 

^oii^  pouNons  mellre  ce  résidlal  sous  une  forme  plus  siuiplo  ^'^ 
lemplaeant  Ha  par  y.  el  b  j  par  ^j,  el  m  rei^iinlanl  a  el  j,  mm  j''"" 
eomme  <les  unilé-veelenrs,  mais  comme  des  \ecleurs  orJinaii't"''' 
dont  le  ten^eiii"  reprj'sente  l'angle  de  rotation  el  dont  le  \orsCunv- 
présenle  en  direelion  l'axe  de  rotation.  Or  les  lenseurs  doisonUli'' 
rcizardes  eomme  1res  pet  ils.  Donc  on  a 

:.    -  '.  --  \  7s, 

s.        0  -i    \  a:  -f-  \  ''i-         J  -'-  \  {  %  -^-  \\z. 
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354.  Le  théorème  général,  dont  les  paragraphes  précédents  ne 
donnent  que  des  cas  particuliers,  est  le  suivant. 

Une  rotation  autour  de  Taxe  de  q^  d'un  angle  double  de  Tangle 
de  </,  transforme  le  quaternion  r  en  qrq~^ .  Le  tenseur  et  Tangle  de  r 
ne  sont  pas  altérés,  tandis  que  le  plan  ou  Taxe  de  r  a  seul  changé. 

La  figure  suivante  servira  à  fournir  la  démonstration  de  ce  théo- 
rème,  où  nous  n'aurons  à  nous  occuper  que  du  verseur  de  qrq~* 
puisque  le  tenseur  de  qrq"^  est,  à  première  vue,  égal  à  celui 
de  /•. 

Soit  B'  le  point  de  la  sphère-unité  où  se  rencontrent  les  plans 

de  q  et  de  r. 

Fig.  Oo. 


Soit    en   outre  B'C'  =  r,  et   prenons  le  point  A  du  côté   où 
irA  =  y+*  et  À^'=q-*. 
Soit  de  plus  A.B  =  B' A  r=  q. 
Faisons  AC  =  C'A^  je  dis  que  Ton  a 

En  effet,  l'arc  de  CB  est  en  longueur  égal  à  B'C,  qui  était  pri- 
mitivement la  longueur  de  l'arc  de  r;  le  plan  de  CB  forme  avec  le 
[>lan  de  BB'  le  même  angle  que  celui  qui  est  compris  entre  les  plans 
de  B' C'  et  de  BB^. 

Quanta  \a position  du  plan  de  CB,  elle  est  celle  qu'aurait  prise 
le  plan  de  B'C,  si  ce  dernier  avait  tourné  autour  de  Q,  pôle  de  y, 
de  manière  que  le  point  B'  restât  à  angle  droit  de  ce  pôle,  et  en  se 
déplaçant  d'un  angle  double  de  l'angle  de  q,  c'est-à-dire  en  se 
plaçant  en  B. 

Lorsque  le  quaternion  rest  un  vecteur  p,  qpq~*  (qui  sera  aussi 
un  vecteur)  exprime  le  résultat  d'une  rotation  d'un  angle  double 
de  l'angle  de  q  autour  de  l'axe  de  q.  Si  donc  B  représente  un  sys- 
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tènio  rigide,  ou  un  asscnib]ai;c  de  vecteurs,  on  peut,  d'après  lli 
m  il  ton,  re])rrsL'iUer  [)ar 


'/l''7-' 


Ja  j)oslli<»n   (lu    s\slrnu',   après   sa    rolalion  d'un  angle  Jouhl»' 
Tanglc  (Ir  Y  autour  de  Taxe  de  y. 


Il 


lifh}.  Pour  composer  les  n>lalions,  dans  ce  cas  ^M'ucral,  nuii* 
avons 

/•.</!  >  7~  ' .  /•"  '  --  /v/ .  1? .  (  /'Y  ) ~  ' . 

Si  nous  voulons  j)r()duirc  une  rotation  par  un  an^lo  qui  *•'' 
f  lois  le  double  de  <M'Iui  de  y,  nous  aurons  par  suite  le  résiillàl 

Vai  |)ro(Iuisanl  la  rotation  dans  le  sens  inverse  de  la  prciiiiin  "" 
ohtienl 

Imi  o|)('rant  une  IrftD.slKtian  du  SNslènie  B,  sans  rotalion,  piir  I' 
d('j)laeeinenl  de  chaque  point  le  long  d'un  vecteur  a,  on  a  if  sy- 
lènie 

a-;    H. 

Va  si  Ton  oprre  la  rotation  sur  le  sxstème  après  la  Iransialioii. 
l'angle  et  Vaw  de  rotation  étant  ceux  d'auparavant,  on  aura 

Si  nous  a\  ions  d'abord  opéré  la  rotation,  puis  la  tran.-lalion 
après,  nou>  aurions  eu 

a  4-  yl^V    '• 

l.a  Mon-i<l<'ntilé  cpii  existe  entn^  ces  deux  derniers  rè^ull'l^ 
pouiMMit  rli'e  utile  à  ceux  cpii  ne  croient  pas  à  la  rotation  ilc  1*^ 
l^une;  mais  de  pareils  esprits  sont  inaccessibles  aux  (|ualenu"n>- 


'X\{\.  h  huit  (hmnr  l\f.re  iustantam':  t,  c/f  fonction  du  t^'f^U''- 
on  dt'indmlc  de  di'tcrDunci'  la  rotation  unique  qui  cirntnr  A 
cnf/is  de  sa  position  initiale  à  la  position  qu'il  occupe  if  ^ '''" 
stant  t. 
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Soient  a  le  vecteur  d'un  point  dans  sa  position  initiale,  et  m  le 
vecteur  de  ce  même  point  au  bout  du  temps  t. 

Représentons  par  q  le  quaternion  qui  détermine  la  rotation  de- 
mandée, nous  devons  avoir 

(i)  w=zqoLq'^. 

Différentions  par  rapport  à  /;  il  nous  vient 

^qoLq'^  —  qoLq'Kqq-y    [parn«  133  (6)] 

—  qq-'  .(qciq-^)  —  {q^q-')qq-^ 
=  2\[(\qq-^),{qo^q'^)l 

Mais 

i  étant  le  vecteur  de  Taxe  instantané  de  rotation  ;  nous  en  concluons 
(puisque  q^q"^  est  un  vecteur  quelconque)  que  nous  devons  avoir 
pour  £ 

(2)  e=:2Vf/<7~*. 

Ce  résultat  peut  d'ailleurs  s'exprimer  plus  simplement,  car,  quel 
que  soit  le  quaternion  q^  nous  avons 


vç^-»=^(u^r». 


dt 

Or  il  nous  est  permis  de  supposer  que  le  tenseur  de  q  soit  constant, 
puisque  ce  tenseur  est  arbitraire.  Nous  admettrons  que  la  valeur 
constante  de  ce  tenseur  soit  l'unité  :  cela  donne  U^  =  q.   Nous 
aurons  donc 
i3)  tq^2q. 

Comme  conséquence,  nous  relaterons  ici  la  formule 

(4)  q{q-Hq)  —  iq, 

dont  nous  aurons  besoin  plus  loin. 

3j7.  U  s'agit  d'exprimer  q  à  l'aide  de  trois  angles  ^,  0,  ^,  qui  re- 
présentent les  coordonnées  analogues  :  i^  à  la  longitude  du  nœud, 

Tait.  —  Quaternions,  II.  7 
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2**  à  rinclinaison  cA   3*'  à   la    lonij;ilU(le   dans  le   plan  à  partir  <1 
ihi'ikI 


î  'V  -  arr/V     -  i\\'<\/f,y 


0  —  arr/,C  --  iiH-liiiai^oii  l'r^i" tzh  arc/'/  , 
'w   —  a  lU'  Y,  H  —-  a  r"c  /"  A  j . 

On  su])j)f)^«^  {|ii\in  s>slùnïe  d'avcs  lrire('lan«;ulaires  niobiKMii.ib 
invariablrinenl  lié  an  corps,  ait  occnpc,   dans  sa  posillon  inilinl''- 


Fiç.  (u 


le-  directions  rcspccti\cs   /,  /,  A'  j  ces  directions  /, /,  A'  sont  ii\''^ 
cl  ne  sont  ])as  lices  an  corps  j.  Après  le  temps  /   !<'  système  cl  a\*'^ 

inolnlc^  occnpc  les  directions  OV,  OH,  OC 

Le  dépLicenient  ponrra  être  elVeclné  |  d'nne  antre  iiiaïuciv  q'i' 
i)[\v  le  mouvement  naturel  {  par  trois  rotations  successives  :  i  '  P" 
lii  rotation  d'un  ani;le  'l  autour  de  A;  :V*  par  la  rotation  d'ini  nn^lo 
0  autour  de  la  position  nouvelle  y,  (ju'anra  prise,  parla  prcniui' 
rot.ition,  la  lii;ne  (pii  coïnci<lait  primitivement  avec  y  ;  »V  pai' 
lolalion  d'un  angle  '^  autour  de  la  position  !^  =  OC  de  la  lii;ni^  'j 
priniitivennMil  était  dans  la  direction  A. 

La  rotation  'l  autour  de  A  a  pour  opérateur 

(li'lui-ci  roincrlil  /  cii  r,,  cl  l'on  a 

V  y 

T,  :^  A' /A-    "  '—  —  /si n ■!/  -h  /  cos -y . 


,1 
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Kn  effet,  faisant  momentanément 

^  ij;  =  ij;'     OU     ij;  =  a<}/', 
et  nous  rappelant  que 


nous  avons 

T)  =  ( cos <}/'  -f-  A:  sin:i}/' )j  ( cos ij;'  —  A:  sin ^'  ) 

=  (cosi}/'-i-  k%\ii^')(j  cos'^' — e  sin^^') 

=  i{—  Go%^'  sin^''—  sinij;'cosi}/')4-y(cos*4'' —  sin*^}/')  -t-  A:(zcro) 

=  i{ — sin2ij/')4-y  cosaij;'), 
T,  =  ( —  i  sin  'j'  4-  y  cos  4^  )• 

{jQ  corps  tourne  ensuite  d'un  angle  0  autour  de  r\.  Cette  rotation 
a  pour  opérateur 

(2)  t)«(  UK      . 

Celui-ci  convertit  k  en  OC  =  JJ,  où 

Ç=:  (cosjO  -i-T)  sin^0)A(cos^6  —  tj  sinyO). 

Enfin  le  corps  tournant  d'un  angle  '^  autour  de  2^,  Topérateur 
sera 

(3)  CM    )r"'. 

L'ensemble  des  opérateurs  (i),  (2),  (3),  d'après  le  n'*  35-,  nous 
donne  pour  q  l'expression  suivante 

7  =  Ç«  7i«  k^ 
=  (cos^g  -h  îsin^^)(cos^6  4-  ^  sin^0)(cosj4'  H-  Xrsin  J^J/). 

Faisons  d'abord  le  produit  des  deux  facteurs  à  gauche  et  mettons 
à  la  place  de  X^  sa  valeur;  nous  obtenons 


=icosJ  ïp.Tj*  -h  sin^cp.Tj*  A" 

=  cos5^[cosjO  4-  y\  sin^O]  4-  sin  J«p[cos^O  4-  tq  sin^6]A'. 

Puisque 

7i  =: —  tsin<}/  4-7  cos 4^, 


loo  CHAPITRE    X. 

il  vient 

r^  k  z=:j  SltX'Jf)  -h  L  COS  ^  \ 

d'où  nous  tirons 

l  l 
V'r^'  z=z  COS  i  '^  ces  1  0 

cosl  'j>  sin  1  0( —  / sîit]^  -h y  ces'}') 

sin  J  'v  sin  *,  0(i  cos-^ -l-y  siin}^) 

4-  sin.J  o  cos^  O./r, 

c'est-à-dire 

vt:^«  __  COS  Vf  cosiO  -h  siniO[i  sin(io  —  ^)  -hy  cos(-i  ç  —  •^)] 
k  sin^f  coso  0. 


Multiplions  ensuite  légalité 

k'  z=z  COS  1  ^  -h  X  sin  1  ^]; 

membre  à  membre  par  la  relation  qui  précède;  cela  nous  donnera 

le  produit  Z^'r^^'k''',  que  nous  avons  désigné  par  q.  Ainsi 

r/  -^  (  COS  }j  o  ces  i  4^  ~t~  ^^  ^^"  '2  ?  sin ^ -{^    cos  ^  0 

-f-  sin  J  0 [ / sin (  J  cp  —  '{')  4-y  ces {^'o  —  ^)]  cosi 'l 
-h  A*  sin|o  cosiO  cos^  ^  -H  A-  cos-J-cp  cosiO  sini^ij/ 
-t-  sin^O[i'A-sin(A'f  —  «J')  -l-yAcos(j^  —  ^)]  sin  ^<^; 

(roù  enfin 

rj  =  cos  }  (  9  -h  <j^  )  cos  T  0 

-h  tsin(icp  —  i'^)  sin  A  6  4-y  cos(.}<p  —  ^<V)  siniO 
A'  sin(A  cp  4-  ^'J')  cos^ô. 


Ce  résultat,  naturellement,  n^esl  pas  symétrique,  à  cause  de  la 


définition  même  des  angles. 


358.  II  s'agit  d\kablir  les  formules  connues  qui  lient  i,  çj,  ^ 
rn/x  composantes  de  Ici  vitesse  angulaire,  suivant  les  trois  axes, 
qui  sont  invariablement  liés  au  corps. 

Pour  cela,  nous  ferons  usage  de  Texpression  de  q  que  nous  ve- 
nons d'obtenir;  si  nous  trouvons  ces  mêmes  formules  en  nous  ba- 
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sant  sur  Féquation  (3)  du  n*'  356,  nous  aurons,  par  cela  même, 
une  vérification  de  la  formule  (3). 

Cette  vérification,  il  est  vrai,  se  perd  dans  un  long  détour  et  n*a 
aucune  analogie  avec  les  procédés  de  la  méthode  des  quaternions. 

La  formule  (3)  en  question  donne 

d'où  nous  tirons 

et,  par  suite, 

(i>i,  CD),  (1)3  sont  des  scalars,  qui  expriment  les  composantes  de  la  vitesse  e 

parallèlement  à  OA,  OB,  OG,  dans  la   position   de  ces  unités-vecteur  à 
rinstant  /. 
Or  nous  avons,  d'après  la  règle  de  Taddition  n*^  353, 

e  =  0)1  OA  -H  a)|OB  -+-  a))OG* 

\.e%  positions  de  OA,  OB,  OC  se  déduisent  respectivement  de  1,  y,  A'  par 

ÔÂ  =  qiq-^,     ÔB  qjq-^,     ÔG  =  qkq'K 
Nous  tirons  de  là 

OA^  =  qi,     TJhq  =  qj\     OCq  =  qkf 

<M  par  conséquent 

:nq  =z  tq  z=z  9(a)ii  +  a>iy-hci)sA:). 

Cette  équation  se  décompose  en  quatre  équations  qui  sont  les 
suivantes  (équivalentes  à  trois  équations  distinctes)  : 

2^[cosJ(<p4-4^)cosie] 

=  [—  eu,  sin |(<p  —  ^J')  —  ^i  cos  J (?p  —  ^J')]  sin { 6  —  a)| sin ^  (<p  -f- 't)  cos  J 6; 
d 

^;s["°i(?-4')sinie] 

=  [a),  cosi(<p-f-4')  —  w,sinJ(<p-i-4^)]cosj6-ha)|COS^(<p  — 4*)sin^6; 

d 
^5f[cosî(^-+)sinie] 

-  [a),sin^(<p-|-4*)  4-a),cos^(<p4-4;)]cos^6  —  a),sini(<p  — 4*)sinj6; 
d 


%T/[sîn5(?-H4')cos^e] 


=  [—  eu,  cos^  (?  —  l')  -H  wt  sin  ^  (^  —  4*)]  sin  1 6  -h  ci),cos|  (<p  -f-  ^)  cos^  6. 
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l>an^('r>  rfjiialions  les  picniicrs  nicnibrcs  sont  les  quanlilés  respc'Cliv.'s 

•Ji  S  -/  5       -  :>  S  /  -/^  ,      —  >.  ^J  -r^     —  >  ^  ^  "77  î 
^//  f//  ^//  fit 

(Iles  sont  raloulcos  pour  l'expression  de  <y  à  la  lin  du  n°  .TiT. 
I.«*s  second^  niemhres  sont  respectivemenl 

S  Y  (  /  <'^  1    -^  y  <'J2  -T-  /«  (jj 3  )  —  (o  1  S  /<y  -h  0J2  S  /  q  —  f 03  S  Lq , 

—  S  ?Vy  (  iio\  H-  y  oji  -'-  />  to.i  »  —  (oi  S  </    -^  (O;  S  A 'y  —  tO)  Sy^, 

—  S  y <y  (  /(•)  1  -f-  /  («Ji!  -r  />  o>:,  )  =:  —  (ij j  S  /iVy  -h  102  S  «y    -f-  (o,<{  S  zy. 

—  S  Lfj  (  /o)i  -I-  y  0)2  -+-  A^'J  { '  -  f">i  ^./V  —  ^'-"i  ^  'V  ~^'  ^'^i  ^ 7- 

Ces  «'qualinn^i,  en  tant  que  (onienant  (o,,  om,  oji,   ne  eonipient  que  |""ii 
nois  »'qiiali(»ns   distineies.  parée   tpie,    avee   les   quatre  rqual  ions,  on  |h'><' 

torniei'  la  somme 

S  >  7  S  7    '  -f-  il  S  /2  ry  S  l\  fj  -' . 

Or,  en  veilu  de  (  >  ),  n-'  91,  eellc  somme  e\[)rime  le  sealar 

Co  sealar  esl   indépendant  de  (oi,  w,.  103  ;  de  plus  ce  sealar  est  égal  à  z«i" 
puisqu»'  la  différentiation  de  Ty  =  ron<t.  <lonne 

//T</  —  o, 

el.  d'après  le  n"  \'X\, 

flTq  dq  j 

l^^liinjnons  e  —  '^  de   la  secorulc  cl  de  la  troisième  des  quali» 
éqiialions  dillerentielles  en  cp,  0,  'i,  nous  aurons 

Ô  eos  ',  0  =n  (  oj,  sin  '^  -I-  (o^  eos'v  )  cos  ^  0  ; 

d'où  il  \  ient 

(  r  )  ô  =1  (  (.)  i  si  11  o  -I-  roj  cos  '^  ) . 

Si  nous  éliminons  Ô  entre  les  deux  mêmes  équations,  nous auvoib 

(  -j;  __  -i  )  sin  \  0  —  '0;j  sin  !  0  4-  (  c^i  cos  -i  —  coj  sin  cp  )  cos  .7  0. 

De  la  premièn^  et  de  la  quatrième  du  groupe  des  quatre  éiiu-^- 
lions,  nous  lirons 

(  ô  -t-  'l^)  cos^O  =^  (03COS  :,  0  -r-  ( —  w,  cosci  4-  10,  sin  Ci)  >in  ^0, 
cl  des  deux  é(|uations  écrites  en  dernier  lieu  nous  déduisons 

(  >  j  'i  -h  '-!>  COSO  --  (O3, 

tv  cosO  -I-  i  =:  (—  coi  COS 'y  h-  (.>.^,  siu'^)  sinO  -+-  (o^cosO. 
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Ces  deux  équations  donnent  à  leur  tour 

(3)  «{'sinOrr — b),cos(p  H- o)ssin(p. 

Les  équations  (i),  (a),  (3)  fournissent  bien  les  solutions  connues^ 
que  nous  nous  étions  proposé  de  déduire  de  l'expression  de  q, 

359.  Établir  les  expressions  des  cosinus  des  angles  que  forment 
les  axes  variables  d'un  système  trirectangulaire  avec  les  axes  d'un 
autre  système  trirectangulaire  fixe,  ces  expressions  devant  être  des 
fonctions  rationnelles  de  trois  quantités  indépendantes. 

Soient  a,  p,  y  les  vecteurs-unités  du  système  trirectangulaire  va- 
riable. Comme  au  n°  356,  désignons  par  q  le  quaternion  de  Topé- 
rateur  nécessaire  pour  amener  les  axes  variables  de  la  position  i, 
y,  k  à  la  position  actuelle  a,  ^,  y* 

Si  nous  posons 

7  =  iv  -f-  ix  -^jy  -f-  kzy 

en  supposant,  comme  au  n**  366,  Tq  =  i,  c'est-à-dire 

1  =:  WP»'  4-  ^»  -f- j*  -h  5*, 

nous  aurons 

^-*  zizw  —  ix  — jy  —  kz. 

Par  suite,  il  vient 

iq~^  =:  wi  -\-  X  —  ky  -f-y  ^ 
et 

X  =:  qiq-^  =  ( w^  -f-  ix  -^jy  H-  kz){vvi -h  x  —  ky  -\-jz ) 

■=zi{w^-\-x^ — /' — z^)-\-j{iivz  H-  ixy)-\-k{ — aw/H-a^r^); 

les  coefficients  de  i^jj  k  seront  les  cosinus  des  angles  respectifs 
que  forme  a  avec  i,  y,  k.  On  aura,  par  un  procédé  analogue,  les 
cosinus  des  angles  que  forment  P  et  y  avec  les  axes  fixes. 

Les  expressions  données  par  M.  Cayley,  d'après  Rodrigues  (dans 
le  Cambridge  and  Dublin  Mathem.  Journal,  t.  I,  1846)  affec- 
tent une  forme  un  peu  différente  et  moins  simple,  mais  on  peut 
facilement  déduire  ses  formules  des  précédentes  en  posant 

X y z I 

W  "T-     —    r  • 

A  JA  V  .J 

X'' 

L'interprétation  géométrique  des  deux  systèmes  de  formules  de- 
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vient  fiK'ile  à  laid*'  de  la  considtTalion  donnée  par  la  méthode  fl(^ 
(jiialcrnions. 

\L\i  cirel,  on  adoj)lnnl  la  nolalion  de  (^a\lov,  en  désignant  par  ^j 
Taniile  de  rotation  et  pai*  cos/",  cosji,',  cos//,  les  cosinus  des  anglt^ 
((ne  l'axe  instantané  Tonne  avec  les  directions  des  axes  fixes,  noii> 
avons 

f/  —  w  -+-  i.r  -\-/  y   I-  A  z 

— :  (N>s  i  0  -h  (  /  ensy  -f-  /  cos  z,'"  -h  X  cos  /t)  sin  J  0  ; 

de  sorte  que 

if  rrr  COS  ._5  0, 

:V  -^  C<'S/  si  Ht,  0, 

\    =r  COS  :,'•  siii  .'0. 
^  — -  eos/f  sin^l  0. 

INo!i<  déduisons  de  là  les   Torniules  auxiliaires  de  Hodrigucs,  qui 
sont 

-^  =  séc^;.o, 


y. 


X  —  —  —-  tani;  10  cos/', 


)»()().  J^a  définition  d'une  dr/orination  lioi)n>!^rnc  nous  conduit 
aux  résultais  suivants  :  considérons  trois  unités-vecteurs  (nondaii> 
le  rnénie  ])lan)  a,  [i,  ^'  dans  un  SNSlème  non  déforiné.  Après  la  di- 
lorinalion  ces  vecteurs  deviennent  y.^,  ^i<,  y^,  et  cessent  «générale- 
ment d'être  des  unités-vecteurs. 

(considérons  aussi  un  quatrième  point,  qui  soit  à  rcxlréniilé  du 
vecteur  p  avant  la  déformation  et  (pii  se  trouve  à  rextréniité  de  ^i 
après  la  déformation.   ÏNous  aurons 

et 

Sj-    .ra, -f-  v'?,-h^V,  : 

la  valeur  de  p,  sera  donc  connu(\  lorscpie  les  vecteurs  ai,  ^i.yi  '<' 
sont. 

D'une  manière  plus  explicite,  nous  avons,  en  général, 

p  Sa3v  —  a  S  3-".  4-  3  Svao  -+-  7  Sa3>  ; 
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itf  en  vertu  de  la  définition  de  la  déformation  homogène  Ique 


nous  allons  rappeler    nous  aurons 

Pi  Sot^Y  =  «18  Pyp  -+-  p,  S  Y»?  H-  Ti  Sa^p, 
cVsi-à-dîre 

les  propriétés  de  la  fonction  vectorielle  linéaire  cp,  établies  au 
Chapitre  V,  nou.s  permettent  d'étudier  les  déplacements  opérés 
dans  un  milieu  matériel  solide  ou  liquide. 

j  La  définition  d'une  déformation  homogène,  telle  que  nous  la 
trouvons  au  n**  155  du  Traité  de  Physique  théorique  diuquel  il  est 
fait  allusion  à  la  page  x  de  la  Préface  du  présent  Ouvrage,  est  la 
suivante  : 

«  Dans  le  système  matériel  soumis  à  la  déformation  homo- 
gène, les  couples  de  points,  qui,  avant  la  déformation,  étaient  si- 
tués aux  extrémités  d'un  système  de  droites  parallèles  et  égales, 
s<Tont,  après  la  déformation,  toujours  situés  aux  extrémités  d'un 
système  de  droites  parallèles  et  égales;  seulement  la  direction 
commune  des  droites  parallèles  aura  généralement  été  changée*  en 
une  autre  direction,  et  les  longueurs  auront  été  altérées  dans  le 
même  rapport  pour  toutes  ces  parallèles  (la  variation  de  la  lon- 
gueur dépendra  de  la  direction).  » 

On  peut  en  déduire  que,  si  deux  pyramides  ont  le  même  sommet 
et  leurs  bases  situées  dans  un  même  plan,  ces  pyramides  varieront 
en  volume  de  manière  que  le  rapport  des  volumes  primitifs  et  le 
rapport  des  volumes  après  les  déplacements  restent  les  mêmes  ;  et  si 
les  sommets  sont  restés  immobiles,  les  bases  seront  dans  un  même 
plan  après  les  déplacements  comme  avant  (quoique  le  plan  lui- 
même  ait  généralement  changé). 

Considérons    une  pyramide    OABC,  dont  les  arêtes  OA  =  a, 

OB  =  p,  OC  =  Y  déterminent  par  leurs  extrémités  la  base  trian- 
gulaire ABC  Dans  le  plan  de  ce  triangle,  prenons  un  point  arbi- 
traire M,  et  soit  OM  =  p. 

Nous  pouvons  regarder  la  pyramide  OABC  comme  composée 
<  [positivement  ou  négativement)  des  trois  pyramides 

OMBC,     OMCA,     OMAB, 

dont  les  volumes  sont  respectivement  exprimés  avec  leurs  signes) 


pnr  (n"   loi)) 

^??'h      S?ï^?      Ssa3, 
le  volume  de  la  pyramide  lolale  étant 

Les  rap[)orts 

S  s  3'.'  Sova  S  sa 3 


dépendront  indivicJuellement  (Jii  ehoix  de  la  position  du  point  M. 

Supposons  que,  par  reffel  des  déplaeemenls,  les  veeteurs  a,  i. 
y,  p  deviennent  respeelivement  ai ,  ,j,,  v,,  p,. 

D'après  la  proposition  é'noneée  plus  liaul,  nous  aurons  les  égalil*^ 

^:-»  ;^i7i  _  ^'h  ^      ^PiVi^i  _    ^.^        >^?i^iQ|  __  S:a3^ 
^^i?iVi    ~  '"^^.-v'       ^"^'^M^iïi  '^    Sa^-;'      Sai,3,-;,  "  SaS;- 

Avant  done  ♦;énéralement  [n"  SU,  (•^)] 

Pi  ^  ^1  f^i  Vi  ~-  ^1  ^?i  1^1  ïi  ~^  ."^i  ^?i  Yi  ^1  ~^  Vi  ^Pi  ^1  Pi? 

nous  en  déduisons,  à  l'aide  des  relations  précédentes, 

(7est  là  la  formule  qui  sera  |)risc  comme  point  de  départ  pour 
la  (h'finition  de  o.  ! 

l\)ur  commencer  par  un  exemple,  (léierniinons  h*  vcctiiir 
dont  1(1  direction  nestj)as  (titrrée par  hi  drforniation.  La  ques- 
tion se  ramène  à  la  résolution  de  Léquation 

\  '■y:.z  =r  o,      ou  (le      '-s  =i  i^z. 

où  :,'•  est  un  sealar  inconnu. 

Cette  éipiation  à  \eeteur  est  équivalente  à  trois  équations  à 
sealar,  et  ne  dé])end  que  de  trois  éléments  inconnus,  dont  deii^ 
servent  à  diUerminer  la  direct  ion,  de  o  (le  tenseur  de  z  restant 
arbitraire,  |)uisqu'il  est  facteur  de  tous  les  termes  de  réquatioii  ; 
le  troisième  (Mément  est  rineonnue  i,'.] 

\ons  axons  vu  fpi'une  équation,  telle  que  la  proposée,  ecMitluil 
à  un<'  é(piati()n  cubique  eu  g,  de  la  forme 


Ht- 
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OÙ  m,  ntif  m^  sont  des  scalars  dépendant  des  constantes  qui 
entrent  dans  '^^  diaprés  les  formules  déterminées.  Cette  équation 
aura  au  moins  une  racine  réelle,  mais  elle  pourrait  en  avoir  trois. 

361.  Pour  plus  de  simplicité, supposons  que  a,  ^,y  forment  nn 
sNslème  trirectangulaire  ;  opérant  alors  sur 

par  S. a,  S.^,  S.y,  nous  obtenons  Téquation 


=  0 


On  a 
n  de  même 


Sa(op  — ^p)=  Sp(<p'a  — ^a;  =  o, 
Sp(?'P  — /r?)  =  o,     Sp(9'v_^Y)  =  o» 


i»ù  l'on  désigne  par  ^'  la  fonction  conjuguée  de  ^.  Mais  les  trois  scalars 
nuU  exigent  que  («p' —  g)%^  (©' —  g)^  et  (<p' —  ^)y  soient  coplanaires;  d'où 
il  vient 

S(?'-^-)«  (t'-^)?  ('f'-^)7  =  o, 

I  e  qui,  étant  développe,  donne  Téquation 


V>l-à-dire 


nig  —  o, 


g^  —  mtg*-h  /wi^  — m  =  o. 


Remarquons  en  passant  que  Tëquation  du  texte  fournit  indirectemeni 
\a  preuve  que  les  valeurs  de  m,  mi,  ntt  sont  les  mêmes,  qu'on  les  calcule 
À  l'aide  de  ^,  ou  à  l'aide  de  ç'. 

l^our  le  terme  indépendant  de  g.  nous  avons 

Saa,,     S«p,,     SaY,    j 
S?a„     S??„     SPyi 

S«P«i-hS*y«i.     2S«a,S«?„ 
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aa, 


Spa„ 


2Sai«|  SaYi 

Spï. 


Dans  le  cas  d*un  système  rigide,  le  second  membre  devient 


l(»iS 
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successivenienl 


S  y.a. 


C  O  0  c  0„ 


^^S3,3.s-r;,-v,S-f?,) 

S^S?VvV.;,3,=-.. 


L'liy])otlK"i<"   (run    système   i-ii^idi'    enliaîiic,   roniiiic   oonsrquoni«\  qu 
li*>    Mois    «lircclinns   a|,   3i,  yi    î^^'^t    triiertaiiixiilaircs,   |>iiis«ju'il>  ne  «•■ut 
iiulrc  cliosc    i[\\v  li"<    trois    a\«'s  a,  [j.  7.  tl«''|)lac«'-s    sans    mouveiinMil   itl-i! 
les  uns  par    rapport  aux    autres;  de  ])liis,    les    veeteurs  a,,  [vj,  71  re-itopuit 
«les  Necleiirs-nnili's.  Cela  povè.  |,'  <aleul  du  déterminant  a  rl«''  pr(>po»c  di::* 
la  (jueslion  ((i)  au  Cliapilre  III,  et  le  résultat  indiqué,  (]ui  é^al«: 


ricvient 


-(  —  I  )(  —  I  )     ou      - 


I. 


(■*l 


Lrcjualion  ciihiquc  en    i^  dcvicnl  donc  (lorsque   lo  système 
rit;  i  de) 

..  -  -  I  -  ,c( S«,  +  s ??,  +  Sv.,-,)  H-  ,irHS«,  +  Sfi3,  +  S-,-;,)  4- 

c'esl-à'dirc 

(A-^  —  0  [A''  -i-  A'  (i  4-  Saa,  H-  S?Ei,  4-  SvY,)  -H  1]  —  o. 


3()2.    Revenons   nu   cas  i;('n('TaI    de   la  non-rigidilc.    En  po?aiU 
V  z  =  C,  on  ronsidèr(^  une  poiiion  de  la  masse,  dont  la  forme  e>i 
splu  riqne.  (lelle  (Ii^uih'  devient,  par  Tellet  de  la  délornialion. 

e'est-à-dlre  un  ellipsoïde. 

Si,  au  contraire,  nous  considérons  une  portion  de  la  nias-^e. 
dont  la  (ii^aire  a  été  nMidue  sphériqiie  par  la  déformation,  noii^ 
aurons 

»  ,'1  —  ^-•' 

tl  la  forme  initiale  de  cette  sphère  est 

<ui  (Micore   un   elli|)soVde,  (pii  est  diflérenl  du  précédent.  La  con- 
nexion qui    exisle  entie   ces   ellipsoïdes   résulte  des  formules  un 

M  ;^ii. 
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j  La  relation  pi  =  ^p,  exprime  que  le  vecteur  p  est  devenu  pi  par  la  dé- 
formation; on  en  tire 

^-ip,  =  <p-i((pp)  =  p. 

Si  donc  on  avait  Tp  =  C,  on  obtiendrait  pour  la  surface,  qui  est  dé- 
terminée par  l'extrémité  de  pi,  l'équation 

Cette  équation  se  transforme  en 

(^-ip,)t=-C« 
et,  par  suite,  en 

spif-'(r*pi)  =  -c«. 

Ceux  qui  ne  sont  pas  habitués  à  traiter  les  fonctions  à  indice  négatif 
parla  formule  Svtpp  =  Spcp'v  se  rappelleront  que  les  coefficients  m, /ni, 
m]  de  la  cubique  (ainsi  que  nous  l'avons  fait  remarquer  dans  la  note  du 
a*  160,  Chapitre  V)  sont  les  mêmes  lorsque  la  cubique  est  écrite  pour  ^  ou 
pour  ç'.  Nous  avons  donc 

(?"*pi)*  =  S<p-»pi  —  (/w,pt  — /n,îppi-4-<p«pi) 

z=l  Spt[mi(<p-ipi)— /njçX?'"*?!)-^?''/?"*?!)] 

=  ^Sp,/n^'-«((p~»pO=-C«, 

comme  auparavant,  puisque,  en   général,  Sco^'^p  =  Sp(p''*(o,  ...  et   co  ici 
*ont  («p-'pt). 
La  fonction  f'~*(^~*p)  est  conjuguée  d'elle-même.  En  effet 

S.a<p'-"*(çp-*p)=  S.ïp-"iff<p-*p  =  Sp^'-*(<p-*ff). 

De  ce  que  f''U?'*P)  ^^^  ^^  propre  conjuguée,  il  résulte  que  l'équation 

Vpf-»(?--p)  =  o, 

>^n  satisfaite  par  trois  directions  trirectangulaires,  et  que,  par  suite,  la 

*>urface 

Spç'-i(<p-ip)  =  — C« 

aura  trois  axes  et  sera,  par  conséquent,  un  ellipsoïde  (mais  non  un  hyper- 

bc»loîde),  puisque  la  déformation,  ayant  lieu  dans  un  système  matériel,  il 

n'y  aura  pas  de  points  de  la  surface  à  l'infîni. 
Représentons  ^'~H?~*P)  P**"  ?ip  et  posons  4^*  =  —  ^i- 
Si,  par  exemple,  »,  y,  k   sont   les    directions   des   axes   satisfaisant   à 

Vp^ip  =s  G,  nous  pourrons  écrire 

iSip       jSjp       A-SAo         ,  .,      ,    ^ 


1  lO 
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v[,  par  suite,  rie  ce  que 


60 


iiou^  aurons 


>l (  ai  )  =_-  /,     'l  (  /)j  )  ^  y,     6  (  cA  )  =  /i  ; 


r«'^  valeuis  [>arliculière»  «le  la  lunction  'l  evpriinenl  les  ravons  «le  la'^ph-t- 
iinili'  <jui  coïuritlenl    en  (lireeti«>n  avec  les  axes  <lc  rellipsoïde. 

Mai*^  1rs  directions  <le  o  ?*,  'j,  / ,  o/"  ne  coinci<lenl  a\ec  les  direction*  <1" 
axes  de  rdlipsoïdc  que  dans  un  cas  s[n''cial;  en  l'Het,  il  esl  évi(l«'nt  que  '.'- 
ri  Of  0  ^  o'  '(w  's)  ne  sont  i;«''n«''ral«'inenl  i)as  les  inênies  fonclicn«;  :  I* 
deuxième  esl  conjui^uée  rrelle-nicine,  tan<lis  que  la  première  j)eul  lU'  j'  - 
l'clrc.  D'après   le   n"  17 i  n(MJs  pouvons  écrire 

os  —  0(,  s  --  \  tp     ou     (ço  ■+-  Vî)p, 

O'O   --  Oo  0  V  3S       ou       I  0„  —  \'  3.)  s. 


Lorsque  t  est  nul,  on  a 


/    '10    's 


Tu     .- 


el  les  directions  des  solutions  de 


V'> 


/  r<'  .^  " 


T    O 


et  de     \  s  'i,.-  0  ==  o 


seront  identicpic^,  et,  dans  ce  cas,  les  di'-placemenls  (Oo^  —  ^N  ir'J~~J  ' 
('v,,/  — /»  )  sont,  dirigés  lespect  ivement  suivant  les  a\es  niènïes  de  l'elii}- 
soïde. 

Mais,  lorsipjc  z  n'e<t  pas  nul,  les  solutions  de  ^'p'^p  =  o  peuvent  se  in- 
duire à  une  **eule  i-etdle;  ou,  si  toutes  les  trois  sont  réelles,  les  dire»  ti'^'i* 
de  ces  s(dntions.  ne  '••■ront  çrnt'/'a/ffffrfU  pas  à  ani;le  droit  les  unes  r-url'* 
autic»,  d'apn's  ce  ipie  l'on  montrera  [)lus  loin  (  n"  36.*>  1,  dans  le  texte,  i' 
delormation  pure  ser  a  aer<»mpai;nèe  dune  rotation  autour  de  l'axe  t. 

\h'^  reniarqire'>  ;inalo::ue.s  s'aj)pli<prerrt  au  ca>  or'i  l'ellipsoïde  T(/^p  1  =  *■ 
«levicnt  par  la  di'dorrnalion  une  <jd)ère  Tpj  =  (]. 

L'équation  de  relli|)'«oide  «"-t 

Soo'i  os  )---=  —  C-, 
et  o'(  os  )  e^t  coniu;_;u('«'  <r<dl(^-m«''me,  tandis  qrre  os  [)eut  ne  pas  i  é//v.  ^ 

Dans  les  deux  cas,  les  axes  de  Tellipsoïde  ont  leurs  correspon- 
<lanls  dans  un  sxslcnie  de  trois  diamètres  Irirectangulaires  de  la 
s|)lière.  ^lais,  dans  ces  deux  cas,  il  peut  arriver  de  deux  clio-c^ 
l'utie  :  ou  Ijieii  les  axes  de  l'elIi])soïde  el  les  diamètres  correspon- 
dants de  la  sphère  coïncident  en  direction;  ou  bien  ces  doux  s\s- 
lèines  de  directions  ne  coïncident  pas.  Dans  le  premier  cas.  d  }  ** 
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eu  déformation  pure  et  simple;  dans  le  second  cas,  la  déforma- 
tion a  été  accompagnée  d'une  rotation. 

Ces  deux  cas  correspondent  à  ceux  qui  peuvent  se  présenter 
dans  les  mouvements  intérieurs  d'un  fluide,  Tun  des  cas  avant  lieu 
quand  il  existe  un  potentiel  des  vitesses,  l'autre  quand  ce  poten- 
tiel n'existe  pas  :  la  distinction  de  ces  deux  cas  a  été  faite  par 
Siokes  (Cambridge  PhiL  Trans.,  i845)etparHelmholtz[Cr«/fe, 
Vol.  IV,  1857,  traduction  anglaise  dans  le  PhiL  Mag,  (Suppie- 
ment)  j  juin  1867]. 

Dans  les  mouvements  ordinaires  d'un  fluide,  les  déplacements 
sont  de  même  nature  qu'une  déformation  pure,  c'est-à-dire  difl(é- 
renliellement  non  rotatoires;  tandis  que  dans  les  mouvements 
d*un  vortcx  les  déplacements  sont  essentiellement  accompagnés 
d*une  rotation.  Dans  tout  ce  qui  se  rapporte  à  cette  question,  les 
propriétés  des  fonctions  vectorielles  linéaires  jouent  un  rôle  très 
important. 

363.  Trouver  le  critérium  d'une  déformation  pure.  Dési- 
gnons par  a,  p,  y  les  vecteurs-unités  parallèles  aux  axes  de  l'ellip- 
soïde de  la  déformation  |T(çp~'pi)  =  C  du  numéro  précédent 
pour  le  cas  e  =  o  |.  Par  la  déformation,  les  points  qui  étaient  aux 
extrémités  de  oc,  ^,  y  sont  arrivés  aux  extrémités  de  vecteurs  aoc, 
b%c^;  d'où  l'on  a 

p,  =  (pp  = —  aa  Sap  —  ^bS^p  —  -^c  S-^p. 

Puisque  cette  fonction  est  conjuguée  d'elle-même,  c'est-à-dire 
qu'elle  répond  à 

il  en  résulte  que  le  caractère  d'une  déformation  pure  est  d'être 
opérée  par  une  fonction  cp  conjuguée  d'elle-même, 

364.  Deux  déformations  pures,  opérées  successivement,  ont 
pour  résultat  une  déformation  qui,  généralement,  est  accom- 
pagnée {fune  rotation. 

Soient  ^  et  ^  les  fonctions  représentant  les  deux  déformations 
pures.  Elles  répondront  aux  conditions 

j  Spcp^  =  S(ï?p, 

)   Sp^<y=::  So^p. 
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Pour  les  deux.  (Jcformations  combinées,  nous  avons 


et  yp   ne    répond   pas   à  la   condllion  d'une  fonction    qui  e^l  -^i 
propre  conjuguée;  car,  si  nous  posons  en  généial 

Ss/cir=ST/;p, 

c  est-à-dire 

il  y  aura  lieu  d'observer  que  les  fonctions 

/  =  '>?     et    y/^'f^^ 

ne  sont  généralement  pas  identiques.  (Voir\à  fin  de  la  question  7 
au  Chapitre  V.) 

30^).  IVous  sommes  ainsi  conduit  à  essayer  de  résoudre  la  ques- 
tion de  la  déct)n)posltion  d'une  déformation  en  deux  opération^i, 
dont  Tune  correspond  à  la  délbrmation  pure  et  l'autre  à  la  rota- 
tion; il  s'agira  d'exprimer  ces  deux  opérations  à  l'aide  de  l'expres- 
sion de  la  déformation  totale  supposée  donnée. 

11  n'y  a  pas  lieu  de  faire  une  décomposition,  lorsque  la  fonction 
exprimaîit  la  «léfortnation  donnée  est  conjuguée  d'elle-même;  car 
alors  la  délbrmation  est  pure  et  il  n'y  a  pas  de  rotation.  La  dé- 
composition peut  donc  être  demandée  seulement  dans  le  cas  où 
la  fonction  donnée  n'est  pas  conjuguée  d'elle-même,  et  alors  il  v 
a  lieu  de  distinguer  différents  modes  de  décomposition  (analoirue^ 
à  la  décomposition  de  l'expression  d'un  quaternion,  soit  en  la 
somme  d'un  scalar  et  d'un  vecteur,  soit  en  un  produit  d  un  ten- 
seur par  un  vers(uir).  Deux  modes  de  décomposition  sont  particu- 
lièrement à  considérer  :  la  décomposition  en  une  somme,  et  celL' 
qui  est  exprimée  (svmboliquement)  par  un  produit.  En  effet,  en 
représentant  une  fonction  conjuguée  d'elle-même  par  une  lettre 
surmontée  d'une  barre,  les  deux  modes  de  décomposition  seront 
exprimés  respectivement  par 

'^^î-f-V.s(      ) 
et  pal" 
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ce  second  mode  pouvant  aussi  se  représenter  par  la  formule 

s  étant  un  vecteur  et  q  un  quaternion  (qui  peut  être  regardé 
comme  un  verseur). 

La  possibilité  de  ces  deux  modes  de  décomposition  deviendra 
évidente  ;  si  Ton  considère  le  nombre  dYléments  scalar  dans  les 
deux  membres  des  équations.  La  fonction  ç  renferme  neuf  élé- 
ments; les  fonctions  t|^  et  t9  en  contiennent  chacune  six;  e  et  ^  en 
renferment  chacun  trois. 

Résolvons  le  problème  par  le  premier  mode  de  décomposition. 
Nous  aurons  pour,  «p',  la  conjuguée  de  ç, 

,p'=ï-V.e(     ), 
d'où 

2V. e(      )=:ç  — (p', 

et  la  décomposition  se  trouve  ainsi  effectuée,  puisque  les  éléments 
donnes  de  o  déterminent  aussi  ceux  de  ç'. 

Cette  décomposition,  considérée  en  elle-même,  répond  à  une 
question  bien  élémentaire  des  quaternions  ;  mais,  appliquée  à  une 
déformation,  elle  montre  que  celle-ci  peut  être  représentée  par  la 
composition  géométrique  de  deux  effets  :  1°  une  déformation 
pure,  et  a^  une  rotation  accompagnée  d'une  dilatation  perpendi- 
culaire à  l'axe  de  rotation,  qui  est  mesurée  par  (sécO  —  i),  0  étant 

l'angle  de  rotation.  !  \ t^  =  mm^j  suivant  la  tangente.  | 

Fig.  62. 


jtp^'n^ 


Le  problème  du  second  mode  de  décomposition  ne  paraît  pas 
avoir  été  traité  jusqu'ici.  Nous  avons  par  hypothèse 

9  =  qm{     )q-'\ 

vl  cette  formule  exprime  une  déformation  pure  suivie  d'une  rota- 
tion subséquente.  Nous  en  déduisons 

Tait.  —   Qiuiternions,  11.  8 
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Dans  ce  cas,  cp',  exprimant  la  défornialion  conjui^uée,  se  com- 
pose (Tune  rotation  inverse  de  la  précédente,  laquelle  est  suivie  de 
la  déformation  pure. 

On  en  tire 

—  —  •> 

on  ol)tiendra  donc  w  en  résolvant  Téq nation 

ce  qui  se  ramène  à  une  équation  du  quatrième  degré  à  scalars. 
[Supposons^  en  efTet,  que  la  cubique  de  ttt  soil 

—  3  —2  — 

777  4-  jL,' T7T  -+-  i,' ,  m  -i-  :,^2  =ri  o. 
iNl Citant  ii)  ])Our  ^^',p,  l'écpiation  à  résoudre  sera 

m   ZH  0), 

OÙ  (o  esl  donné.  La  cubique  en  rn  pourra  donc  s'écrire 

(ttT  -h  ,:^)  CO  -h    -,  TÎT  -^  ^"2  =  O, 

OU  bien 

(l)  TTT  ((0  -f-  ^^i  )    -h  .^'•(0   4-  ,^2  =:  O. 

Eliminant  r^  de  cette  dernière  équation,  nous  aurons 

( o  )  to'»  4-  (  :»  Â'-i  —  .:,'^-  )  w-  4-  ( .^'?  —  2  ^^4^2 )  ^  —  :;l  —  o. 

L'élimination  «Icvra  s'opcier  entre  les  quatre  é<|Uiitions  que  l'on  obtient 

_    — 2  — 3        _ 

en  traitant  (  i)  suceessivement  par  ttt,  ttt  ou  w,  to  ou  wto. 

Les  quatre  équations  seront 

TO(o  4- ^^'lT3  4-(^(o    4- A"*)        ==  o, 

A" rry  (o  4-  ..^'•t  tu  4-  (  w'-     4-  ^j  (o )    =  o, 
(3) 

73  CO^  4-  .-Vl  TH  CD  4-  (  to2  ^  4"  ^'i  OJ  )     =  O, 

i;  TÎ7  OJ-  4-  /^-y  TÎT  (0  4"  (  Oj"*       4-  ^i  tU^  )  =  o. 

Miihit)lions  la  première  par  — ,^^2,  la  deuxième  par  ^,,  la  troisième   par 
—  S{,   la  quatrième   i)ar  4-1,   et    ajoutons   les   quatre  équations  obtenues; 

non--  éliminons  îiinsi  les  termes  en  tîjojî,  wlo  et  nr;  et  l'équation  résultante 
2)  ne  conlien<lra  que  to. 

L'équation  (:>.)  doit  être  équivalente  à   la  cubique  en    to,  que  l'on 
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peut  calculer  indépendamment  de  ni.  Supposons  que  celle  cu- 
bique soit 

(1)'  -f-  mto'  -+-  /Wj  a>  -h  /n,  z=  o, 

où  nij  mi,  m^  sont  connus;  il  faut  que  nous  ayons 

^éTi  — ^*  =  'w>     ^î  — 2^^,  =  /n,,     —^î  =  //!,. 


On  tire  de  là  g^  =  \J —  /W2,  et  l'on  a  ainsi,  après  avoir  éliminé  g^ 
Téquation  du  quatrième  degré  en  g^ 


A  chaque  valeur  de  g^  correspondra  une  valeur  de  g^  d'après   la 

relation 

A'î  —  ''^i 


/5    


'2\J  —  A/J, 


Les  valeurs  des  coefficients  gyg^  g2  se  trouvant  déterminées,  on 

déduira  m  des  équations  ci-dessus.  (Voir  Proceedings  It,  S.  E,, 

1870-1871. )jOn  aura  jb  exprimé  en  valeur  des  coefficients  ^j,  ^2» 
.^j,  et  de  la  fonction  donnée  eu  =  çp'<p,  si  l'on  a  soin   d'éliminer 

r!T(i>  entre  les  deux  premières  des  équations  (3).  Cela  donne 

La  fonclion  m  =  cp'cp  est  conjuguée  d'elle-même.  Gela  découle 
de  l'équation 

qui  a  lieu  identiquement. 
Nous  avons  ensuite 

ce  qui  donne 

et  cette  relation  exprime  la  connexion  qui  existe  en  ire  les  fonc- 
tions ç^',  <p'<p  et  q. 

Pour  déterminer  q^  nous  avons  la  relation 

00.7  =  y. mp. 


I  iC) 

Nou"-  cl<''(liiisoiis  (le  là 

(m 

ou    JtH-ll 
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S  .  ^'  Y  (  'f   TTT  )  p  m  o. 


S.p('/  W)\  f/   TTZ 


o 


r\  coiniVK'  celte  é(|iiati()n  doil  exister  pour  une  valeur  quelconqn» 
(!«'  c,  ou  devra  Mvoir 

(I  juliruF'.  ,    Téqualiou   (i),   écrite    pour  deux   valeurs  quelcon<]ue 
7  el  [j  de  0,  douiie 

\ f/  Il  \' (  'v  —  T7T ~) a C '^  —  7:7  )  3  : 
il  ue  n'^^le  doue  plus  ([u'à  délerminer  Sq,  ]  à  l'aide  de 


o     et     Ty  —  '  ' 


'  v 


In  procédé  analouue  s'a|)plique  au  cas   où    la  rolalion   prorôde 
1.1  dr'loruiahou  pure. 

\\{\[\.  Va\  uéuéraL  si  Ton  a 


i'i 


rim::le   conq»ris    cuIihî    <leu\    droites,    après   la    délormatioii,     i>ui 
e\(  niple.  cuire  les  direclions  qui,  avaut  la  délorinalion,  étaient     z 

el  T.  de\  icnl  éi;a1  à 

arc  cos(  —  S  LJ  '^s  t    C7). 


Le   plin,  (pii  avant   la  (léforuialicMi  élail  S  ÎTc 
la  nolalion  du  n"  111,  rorruide  ('."))] 


o,  devient  [sui\  rmi 


-I    '  •  »  I  II' 


Il    en    i(''^ulle    que   rani;!»^    couq)ris    entre    les    plans    8^0  =  0    t^l 

S//.  ==0,  (pu  a\anl  la  déforuiati'on  était   arccos( — SU^L  r/i,  dr- 

vient 

arc  cos  (  —  S  U  '^ '  w  L  ^'t^  ). 

Le  lieu  (1rs  lii:nes.    le  lon^   de  chacune  flcsriuclles  l' clôturât î*^n 
rcs/c  /ri  iiirine,  csl 
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c'esl-à-dîre 

Top  =  cTp, 

ce  qui  représente  un  cône  du  second  degré. 

367.  Dans  le  cas  d'un  glissement  simple,  nous  aurons  évidem- 
ment 

avec  la  condition 

Sa?  =  o. 

Les  vecteurs,  dont  la  longueur  n'a  pas  été  altérée  par  le  glisse- 
ment, sont  donnés  par  la  condition 

(fou  résulte  la  transformée 

2  S  ^p  S  ap  -4-  P*  S*  ap  =  o. 

Cotte  équation  se  décompose  en 

Sap=:o, 
et  en 

Sp(2p4-p*a)=:o. 

Ce  dernier  plan  coupe  le  plan  de  a,  ^,  suivant  une  droite  qui  est 
perpendiculaire  à  2  ^  H-  p^a.  Soit  a  4-  ?  J^  le  vecteur  dirigé  suivant 
cette  intersection.  On  aura  • 

ce  qui  donne  (pour  Sa^  =  o,  et  pour  a^  =  —  1) 

2x  —  1  =.0  : 
le  vecteur  dirigé  suivant  l'intersection  est  donc 

Les  axes  de  la  déformation  par  glissement  sont  en  premier  lieu 
la  perpendiculaire  menée  par  l'origine  au  plan  de  a,  3,  c'est- 
à  dire  a^  (puisque  Sa^  =0),  et,  en  second  lieu,  deux  autres  axes 
correspondent  à  T(f  Up)  maximum  ou  minimum. 


I  IN 
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Sol' 


a  -r- 


<l  où,  en  \ciiii(K'  a-=r — i. 


il  .1  '  i  . 


ri      /-  =  Miaxinimn  ou  inininiuni  donne 

I     y 


./■-•  -  -  .r  -1^  --, 


-  o. 


<jiii  l(Min)il  l("^  valeurs  de  ./•. 

IjCS  dirrel  ioiiN  eorrespondanles  de  c  sont  |)er|)endiculair<'>  i-nlit 
(Iles,  car  on  a 


(  a  -h  ./•,  ':i  )  (  a  -r-  ./•_,  3  )  -_ 


o-> 


e!  la  \aleiir  du  second  nuMnbrcM^st  essenlirllcîni'nl  nulle,  |>ni>(|nr. 
par  I  é([ualion   en  ./\  on  a 


'''i-^i--  ;r, 


Les  vaIcMMs  de  -^o,  et  de  '^':.  son!   de  même  nerpendieulaircs  l'nin 
elles,  car  ou  a 


Sf7.-r^(./V      i);^.][a--(.r,        1)3] 


I  —  3-[.7-pr.  —  (,r,  -f-  .r, )  —  i 


ou  éi;al  à  zéro,   j)uis(jue  do  l'écjuation   on  lire  Ti  -r  .r^  z=  i.    Ct'lle 
relation  se  Ironve  donc  aussi  vérifiée. 

[  Il  iir  j.nil  pii'i  cniilnmln'  ec  (ju<'  r;nUj*ur  nppollo  iri  les  «  axe^  tlf  la  ,1,  _ 
lof  iii;ilinri  n  a\«M'  Ic>  trrrs  q\ù  ^<»nl  l«'s  diroctinns  ^\o  p  jxmr  Icsiinrll.-' 
r«'-(]iiii(ioii 


I    .  i 


c-l  sniisfiiiio.  Le  calcul  dos  coefficients  de  la  cubique, 

'^  »  —  //r.  o-  -f-  ffi  t  ':;  —  //?  —  u, 
'Inri  iH'.  |)Mii[-  '^z  =  c  -T-  3  S  ac. 

I  11  I  t  I 

/;/  —  r,     /ni  ~  3,     //?2  =  3> 
de  soiic  (jiir  la  cuhitpu'  prend,  d;nis  le  cas  actuel,  la  Inrnie 

(  '.i  —  I  )'  -     o. 

■ 

L;i  >-nluti<«u,  «pii  con  <"^poîid  À  (•:.  —  \\p  —.  o,  sera  donc  donnée  ]>ar  S  as  =  o. 
«Ile  dcier  Miiiic  le  |dan   pi  r|H'iidi(iilaire  à  a.  Kn  eiïcl,  pour  un   point   que'- 
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conque  de  ce  plan,  on  a  cpp  =  p,  et,  par  suite,  tous  les  points  de  ce  plan 
restent  immobiles  pendant  le  glissement.  L'égalité  des  trois  racines  g 
montre  qu'il  n'y  a  pas  lieu  de  chercher  d'autre  solution  en  dehors  de  ce 
plan. 

Si  l'on  pose 

<?p  =  ?op-+- Vep, 

?'p  =  ?oP  — Vep, 
90  p  étant  la  partie  de  cpp  qui  est  conjuguée  d'elle-même,  on  aura  d'abord 

<p'p  =  p  -h  a  S  Pp, 

d'où  l'on  tire 

?op  =  pH-î(«SppH-pSap) 

et 

V£p  =  l-(pSap-aSpp)=iVpVa?; 

on  en  conclut  que 

6  =  —  i  Vap  =  J  pa  (puisque  Sap  =  o). 
Les  solutions  de  Vp^oP  =  o  sont  respectivement  parallèles  à 

a?,     a-t-Up,     a  — Up. 

Les  solutions  qui  répondent  à  la  condition  traitée  dans  le  texte  sont 
respectivement  parallèles  à 


et  à 


a-+-Up-f-Up[6-t-(/r=r5»-i)] 
a  -  up -+- up  [6  — (/rTô*  -  i)]. 


Ces  dernières  se  rapprocheront  des  précédentes  à  mesure  que  6(=:  ^  TP) 
deviendra  plus  petit. 

L'a\e  ^pa  est  en  outre  l'axe  de  rotation  e.  Il  est  évident,  du  reste,  que  les 
solutions  maximum  ou  minimum  de  T(^Up)  ne  rendent  pas  la  direction 
de  9p  parallèle  à  celle  de  p.  Car,  si  l'on  prend  p  dans  le  plan  a,  p,  en 
posant 

p  =  at  -4-  p^r,     d'où     îpp  =  p  —  p, 

on  obtient 

Vp<pp  =  Va?, 

Cl  par  hypothèse  cette  valeur  n'est  pas  nulle. 
Les  solutions  de  T(^Up)  =  maximum  ou  minimum  sont  données  par 

V[pV(p<p'<pp)]  =  o, 

lesquelles  doivent  généralement  différer  de  celles  de 

V(pop)  =  o.  j 

368.  Jusqu'ici  nous  n'avons  traité  que  des  déplacements  qui  pro- 
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(lnis<nil  la  tlLlornialion  homogène.  Nous  allons  nous  occuper  niain- 
lenant  de  IVîxprcssion  de  déplacements  (juelconques  des  point- 
d'un  sNSlèuK',  e'esl-à-dire  variant  d'une  manière  conlinue  (1  un 
pointa  un  autre.  A  cet  efFel,  nous  sommes  con<luits  à  inlroduiic 
dans  I(;  calcul  un  autre  d(îs  instruments  d'anaKse,  dont  rinvenlion 
esldue  à  Hamilton.  Dans  le  Chapitre  précédent,  nous  avons  cK'j.i 
donné,  par  anticipation,  une  partie  des  matières  que  nous  alltn)- 
exposer  :  pour  ne  pas  scinder  le  sujet,  nous  allons  le  reprendre  d 
Tori^ine. 

Soit 
M)  Fp^G 

ré(pialion  sealar  de  l'une  des  surfaces  d'un  svstèmc  de  surlacc-. 
et  soit 

ré(pialion  dinerentielle  de  (i).  On  sait  que  v  es!  normal  à  la  sur- 
face; nous  allons  établir  (pie  f(f  IniiL^urur  dr  v  est  i/n'rrsr/nrn( 
pritpnf'tnmucllr  à  ht  disidncr  mn'Didlr  mnipi'isi'  riUrr  dt'ur  sur- 
Jdcrs  cuns<''ci(ti\'rs.  I/é([uati()n  (  >  )  [)r(>u\e  (pie  v  est  per|>endii.u- 
lair(^  à  toute  tau:;ente  menée  à  la  surlace,  puiscpie  <'/o  est  la  direc- 
lion  arbitraire  d  une  tangente;  par  suite,  v  est  normal  à  la  surl.Kf. 
Si,  d'une  suilace  C(urt'spondaut  à  la  valeur  C  du  païamèlr»- ni- 
rial)l(%  nous  j)a<sons  à  la  surface  correspondant  à  la  valeur  C-f-''^^' 
nou^  j)ourr()ns  écrii'c 

nous  en  déduisons  r('i;alilé 

qui  démontre  notre  proposition. 

(  »ii  r((i}>i(Irir  K'  triani:!»'  inliiii(«-iinnl  formé  par  les  cotés 


\ 


ru  ///    ^  os. 


///  /// j  --  n  Uv 
(  hi  A 


m  ///'  =  ///  ///i  -f-  //i|  /?t', 


or»  '  -  i-(lir«' 

os  —  /?  li  ;  -î-  r-Zs  ; 
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traitant  par  Sv,  on  obtient,  puisque  Sv  dp  =  o, 

8G=  Sv8p  =  nUv-v  =  — nTv, 


d*où  Ton  tire 


8G 


et  par  suite 


vecteur  m/rti  =  nUv  = —  7=,—  oC  =  v->  8C, 

1  V 


Il  résulte  de  là  que,  si  (i)  représente  une  surface  de  niveau  ou 
une  surface  isothermale,  le  vecteur  ( —  v)  représentera,  en  gran- 
fleur  et  en  directiony  soit  la  résultante  de  Vattractiony  soit  le 
flux  de  chaleur.  Dès  lors,  si  (comme  au  n®  317)  nous  intro- 
duisons ropérateur  V  par  la  définition 

^       .  d         .  d        ,   d 
V  :=  I  -j-  -h  y  -T-  -H  A-  -7- , 
dx         dy  dz 

nous  obtiendrons  le  résultat  symbolique 

^^_       d}         d}         d} 
""""Sr*  "  dp  ""55** 

et,  par  suite,  n®  317, 

v=:VF. 

(^e  résultat  est  dû  à  Hamilton  (Lectures  on  Quaternions^p.  61 1). 

X09.  Nous  en  déduisons  la  conséquence  suivante  :  Topération  V, 
eflTectuée  sur  une  fonction  scalar  du  vecteur  d'un  point,  a  pour 
résultat  un  vecteur  représentant  en  grandeur  et  en  direction 
la  variation  la  plus  rapide  des  valeurs  de  la  fonction  autour 
du  point  en  question. 

Considérons  maintenant  l'efTet  de  l'opérateur  V  sur  une  fonc- 
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lion  vcctoriollc  telle  que 

Eiroetiianl  sur  n  les  opéralioiis  indiquées  par  V,  nous  obliendrons 
le  rcsullal 

cl  celle  expression  semi-carlésienne  monlre  que  : 

Si   T  représenle    le   vecleur  d'un   petit   déplacement  du    point 

silué  à  l'exlréniilé  de  p  (Torigine  de  ce  dernier  étant  en  O  ), 
SVt  représentera  la  compression  cubique  du  groupe  de  poinl"^ 

situés  dans  le  voisina*;!'  de  Textrémilé  de  p; 

V  Vt  représentera  le  double  de  Taxe  vectoriel  de   rolalion  dn 

même  i;roupe  de  ])oinls,  et  enfin 

\    fi,r  a  y         dz  I 

rej)résentera  l'opérateur  de  la  diflerenliation  totale,  par  suite  de  U 
variation  du  j)oint  einisidéré  en  j>assant  de  l'origine  de  7  à  l'exln'- 
milé  de  0". 

î  Ce  sujet  sera  traité  de  nouveau,  par  une  autre  méthode»  aux 
n'-   4()1   à  \{\\\.  \ 

370.  Fixons  noire  attention  sur  le  groupe  de  points  (jui  primi- 
tivement sont  renlri  rués  dans  une  petite  splièie  déciite  de  l'extiV- 
milé  (le  r.  comme  centre,  et  dont  l'équation  est 

(i)  To)--c. 

Après  le  dé|)lacement  du  centre  <Je  p  en  p  +  7,  un  point  p  -r  ^'' 
d(î  la  surrac<î  de  la  p<'tite  sphère  sera  devenu 


0   -!-  (O 


I 


{ 8(0  V)?. 


Par  suite,  hî  vecteur  de  la  nouvelle  surface,  qui  limite  le  groii|)«" 
dans  sa  nouvelle  position,  à  partir  de  p  -{-  o"  comme  origine,  sera 

(  '>, )  oj j  =r-  (t)  —  (S to  V )  7. 

On  conclut  de  là  <jue  (.)  et  o),  sont  liés  entre  eux  linéairement  et 
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que  Ton  peut  représenter  la  relation  par 

eu  =  Cp(i)|, 

de  sorte  que  la  relation  (i)  donne 

ce  qui  est  l'équation  de  la  nouvelle  surface,  celle  d'une  surface  à 
centre  du  second  degré,  d'un  ellipsoïde  par  la  nature  des  choses. 
On  peut  aisément  résoudre  approximativement  Téquation  (2), 
si  nous  nous  basons  sur  la  considération  que  T<t  est,  par  hypo- 
thèse, très  petit,  et  que  par  suite  nous  pouvons  remplacer  co  par 
(i>i  dans  le  second  terme  de  (2),  lequel  est  petit  relativement  à  co. 
Nous  avons  donc 

Cl)  HT  (Dj  H-  (  S  (U,  V  )  ff , 

en  négligeant  les  termes  d'ordre  supérieur. 

L*équation  (a),  dans  laquelle  on  remplace  o),  par  exemple,  par 

0)  =  —  eS*(i)  — y  Sy  Cl)  —  kSkta, 
devient 

(Ui  =  (i>H — r-S«U)H — =-S/<i)H — =-bA'Ci>. 
cLr  dy    "*  dz 

Le  second   membre  est  une  fonction  linéaire  de  co,  laquelle  dans  le  texte 

e<l  tacitement  représentée  par  ç-^w.  Or  %ù\  =  cp-*(i>  donne  tpwi  =  (u. 

_  .-,  .         d^    d<3    d<i  .  ,, 

Les  coefficients  "t  "*  j"*  ~Ti  sont  des  vecteurs,   que  l  on  suppose  très 

petits,  ainsi  que  a, 

371.  Lorsque  les  points  matériels  d'un  milieu  sont  soumis  à 
rattraction  d'un  système  quelconque  de  masses  matérielles, 
que  les  déplacements  des  points  du  milieu  ont  lieu  en  chaque 
point  suivant  la  direction  de  V attraction,  et  qu'en  grandeur 
ces  déplacements,  d'ailleurs  très  petits,  sont  tous  proportionnels 
à  rattraction  par  le  même  facteur,  dans  ces  conditions,  le  dé- 
placement est  opéré  sans  rotation. 

En  effet,  soit  Fp  =  C  une  surface  de  niveau.  Dans  ce  cas,  o* 
sera  normal  à  la  surface  et  S^c/p  sera  une  différentielle  exacte, 
cV*it-à-dire  qu'en  coordonnées  cartésiennes  l'expression 

Ç  6^*r  -H  T,  dy  -\-^dz^=^  —  S  <t^/o 
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sera  uiKî  <Hllrr(MîliL'll(.'  exacte.   Par  siillc,   le  veclciir  de  iDtalinii 

i'>[  nul  (l(î  lui-inriiie, 'puisfiiie  les  coefficients  de  /.  j\  h  sont  nnl> 
-^«'iJarénnMît.  (  )n  a  donc 

VV7=ro. 

llécipnxpienicnl  :  loi'stjii' il  !i\v  (t  pas  de  ralatiotiy  /rs  tlrpJfur- 
iiiriUs  <n\t  lion  dans  la  (liirction  des  no/nialcs  à  nnr  srii''  il 
sui'Iacrs,  rt  ils  sont  /a'opra'fia/uiris  aux  liaii^ucnrs  do  rrs  /?"/- 
na/lrs. 

ICn  «llcl,  nous  avons  identifjucFnenl, 

\  .(r/:\V7)i=z(SA/:V)7— V(S7</:), 

le  V  dans  !«'  dernier  terme  n'opérant  (|ue  sur  7. 

Nou^  |H(iiMiis  jxiiir  \  Vt  ro\|>ros>i()Fi  donru'o  au  n*^  o()'.).  saxoir 


^  (Iv         ilz  '        '     ■  az         tir  )  '  (Lr 


'l\    \ 
d\ 


~l\-^' 


rn  «MM'ivaiil 


iiMUh  a\(>n> 

\   .  I  *^/:  \   V  7  )  —    /    I   / 


Iz  =  /  (Iw  -r-  /  (ly  -'.-  /  flz, 

<l<.      il-  \      .  /  (II 


^  (Lr        flv  I  ^  fiz  (i.r  '  J 

'    \         \  (fy         f/z  '  ^  fi.r  ftv   '  J 

/.     flri   -.■■   —     ,-      —  <l\         /-    --  -7- 

I        \  <lz         (lr  j         '  ^  (ly  dz  '  J 


>i   amis    i:r(Hi|Min<i    les    Iimiii(*>    «Inns  lo*^    f;i(t«Mirs  rli»    /,y,  A",   <Iaiis  un  autre 
niflîT   cl    «jiir   r!OM>  ajoufons    el   rcfrcuidums   dans   chacun    <!«•>    LKlcnr> 

I  C^|>CCli\<MIH'||t 

d:    ,         dr,  (l\ 

-,    dt',      -J-  dy,        ,-  dz, 

dr  dy    '■         dz 

Ml  ai  s  ohticn  (Irons 


v./->\  V 


7  ----  i 


I  _  (  :^i  ,/.,.  _  '1}.  Hy  _:-  '!}.  dz  \   -f  — (  \dr  -^  r,dy  -  Zdz  , 
L   ^  dr  dy    •    dz        I        de   ^  '  '     ' 

,  I    :  (h^  dr^  (h^        \         d 

/    -{    -^  dr  -^  -      dy  -^  - /-  dz     —   -  (  '^dx  - 
'   L    dr  dy    '    dz       /   dy 


T.^/r-;,/; 


/  'K 


'Il 


l\   — (  y  dr  -'-    \^-  dy 
\  d.r  dy 


'Iz 


^l> 


1^     -"-  -rC:.dx  -^r  y^dv   -  "Idz 

'        dz 
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Mais  nous  avons 


( 


S^pVK  =  -(3^-.|.^-.g4 


et  deux  équations  semblables  respectivement  pour  t]  et  2^;  et,  puisque 
l'opérateur  (SrfjV)  est  un  scalar,  nous  pouvons  transposer  i,  y,  k  après 
lui.  Par  suite,  les  neuf  termes  à  gauche  dans  le  second  membre  forment 
ensemble  Texpression 

Dans  les  neuf  autres  termes,  il  entre 

—  S  fsd^  =^  {\  dx  -\-  r^  dy  -\-  X,dz), 
L'ensemble  des  termes  qui  s'y  rapportent  sera  donc  exprimé  par 

—  V(S(Trfp). 

Nous  avons  ainsi 

V.(rfpVVa)=(S<^pV)îT  — V(Sarfp). 

Cette  formule  se  trouverait  aussi  en  regardant  V  comme  un  vecteur  or- 
dinaire. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  identique  est  nul,  par  suite 
de  rhvpothèse  VVo-  =:  o;  le  premier  terme  du  second  membre  est 
une  différentielle  exacte,  puisqu'il  exprime  —  D^pO-;  le  terme  res- 
tant doit  donc  aussi  être  une  différentielle  exacte.  jVSTtofp  sera  assi- 
milable à  VF=v  du  n**  317,  et  S.rfpVScjc/p  = — rfF,  oiiF=  const. 
sera  la  surface  de  niveau,  j 

Nous  voyons  donc  que,  dans  un  système  soumis  à  une  déforma- 
tion (dans  laquelle  le  déplacement  d*un  point  est  représenté  par 
un  vecteur  <j,  fonction  du  vecteur  p  du  point),  il  n'y  aura  pas  de 
compression  si  Téquation 

SV(j  =  o 

a  lieu  en  chaque  point  du  système;  et  il  n'y  aura  pas  de  rotation  si 

l'équation 

VVci  =  o 

est  vérifiée  en  chaque  point  du  système. 

Il  y  aura  simple  déplacement  lorsque  o*  =  a  =  un  vecteur  con- 
stant, lequel  cas  rentre  dans  celui  de  Téquation 

V<t:=o. 
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Dans  le  cas  ini|)  )rlanL   (le7=:^'VFo   il   n'y  a   pas  de  rotatiiui, 
|)uis(juc 

el  (|nc  le  second  meml^rc  est  un  scalar,  cl  par  siiilo  que  \  Vt  ^rz  <>. 
Il  n\  a  donc  dans  ce  cas  que  déplacement  et  compression  ;  et  ccUt 
dernière  est  en  clia(pi(^.  poinl  proportionnelle  à  la  densité  du  mi- 
lieu, donnant   le   |)otentiel  Fp  ;  car,  si  la   densité  est  repré>t'ni' 


par  /•,  nous  avons 


(  I  (fir  à  ce  sujet  Pfnc  11,8 .E.,  IS()■>-().'^.^ 

37t2.   Le   moment  frinrrtic  d'un   corj)s  par  rapport  ii   uu.i\', 
dont  la  direclion  esl  celle  du  vecteur-unilé  a,  est  exprimé  |)ai 

p  étant  le  vecteur  de  la  portion  t)i  de  la  masse,  et  Yoriislnc  (l(  * 
se  ti'<n(\'iinl  sur  r n.n\ 

Si  nous  prenons  un  vecteur  y  parallèle  à  a  et  tel  que  y  =  A  V*^ 
et  (pu'  nous  déterminions  Ty  par  la  Relation 


nous  aurons 


AT-;  =;  6'-  —  const., 


M  r'  =-  —  ï //?  (  \  y;.  )-  —  M  S v'vv  ; 


(•«'tte  é'cpiation  en  *' donne  rellip>oïde  des  moments. 
!  On  a  (Ml  i;(''néral 

k\    .  il  il  I    V    1  I  t  t  k    / 


La  définition  de  '^''  sera  donc 

ce  (pii  est  une  lonclion  linéaire  de  •'•  ! 

Soit  ^  le  vecleur  du  ('entre  de  i;ra\ité  de  la  masse  M,  et  t  le 
vecteur  de  m  par  rap[)orl  à  ce  centre;  n(^us  avons 


•j 
\ 


rîT  -h  7. 


et  par  sinle 


-_--  —  M  (  N'arrr  )- 


M  S  a-i,  a. 


ri 


CINÉMATIQUE.  I27 

On  a 

(Va©  -t-  Vaa)«  =  (Vot)* -t-  2  S VamVaa  -4-  V«a^; 

■ 

le  terme  du  milieu,  dans  le  second  membre,  prend  la  forme 

a  SVoTijVaff  =  2  SaaSorej  —  2a*  Sraj. 
Traité  par  2 m,  ce  terme  donne,  puisque  a*  =  —  i, 

2SaT7SaSma+2STST2I/7iff  =  o; 
car,  par  la  définition  du  centre  de  gravité,  on  a 

d'où 

TtHlV  =  o. 

De  plus  on  pose 

M^ia  =  aZma* —  2  ma  S  «a. 

Les  axes  principaux  correspondent  à  k  maximum,  ou  mini- 
mum, ou  maximum-minimum,  j  Ces  axes  se  rapportent  au  point 
primitivement  choisi  pour  Torigine  du  vecteur  w,  et  non  au  centre 
de  gravité  seul,  j 

Puisque  k  varie  avec  a,  et  que  a  est  une  variable  indépendante 
satisfaisant  à  la  condition 

a«zzr-i, 

nous    aurons,    pour  la  détermination   du   maximum,    les  équa- 
tions 

Sa'[ — mYoLm  -+-  <p,a]  =  0, 

Sa'a"=:  o. 
n  faudra  donc  que  Ton  ait 

la  valeur  de  p  se  trouvera  en  traitant  cette  équation  par  S. a,  ce 
qui  donne 

/>««  =  A:S     lou    p  =  -k^l 


k*  étant  ici  la  valeur  maximum  ou  minimum,  valeurs  encore  incon- 
nues. 

On  aura  ainsi  |  pour  cette  valeur  et  pour  la  direction  de  a  qui 
y  correspond  j  Téquation 

(i)  (çi-h  A:*-|-T3')a:=TijSaro. 


1U8  CIIAPITUK    \. 

Efi  llranl  de  là  rexprcssioii  du  vecteur  a 

(  I     bis  )  j   a  rrz  (  O,   H-   /,  -  -t-  TH-  )-  *  T77   X   S  3tTÎ7  j , 

et  en  la  Iraitanl  [)ar  S.ttt,  on  ()])lient 

(  ■>  )  S  HT  (  '^  ,  -I-  /,  -  -f-  TÎT^  )  -  »  TH  =  I  . 

l.es  écjuations  (i)  et  (  :>)  seiN  iront  à  la  détermination  de  a  ol  vir  '. 
TTJ  étant  supposé  connu. 

j  Lorsque  roriqine  e.^t  supposée  au  centre  de  i^ravilo,  j»oiii  ! - 
(piel   rry  r-^  i),   r(''<piation  (i)  se  réduit   à  ('>^,  -f-/»-)a=:o;  et,  (l;iii^ 
ce  <\is,  il  \  aura  é';alenient  trois  svslènies  de  valeurs  do  ^  et  di  / 
d'aj)i'ès  le  (  lliap    \  .  [ 

Consi(.lérons  maintenant  la  nouvelle  surface 


{-'>) 


S  T  (  0 1   -  \-    L  -  -t-    T7T-  )    "  •  J  riT    I 


1  ^  - 


La  normale  au  |)oint  t  est 

Mais  la  surface  (M)  pas>e  par  le  point  —  ttt,  comme  cela  r('?iill< 
de  (•>).  Va\  ce  point  — tïï,  la  normale  et 


(ri+/^-^ 


TÎT 


)"'^; 


on  voit  ainsi  et  par  m  bis)  (pie  cette  direction  e>t  parallèle  à  1  uii' 
<les  valeurs  que  doit  pF'cndre  a.  jNous  arrivons  ainsi  à  une  démon- 
stration du  théorème  d<^  Hinel. 

(le  ihéoivme  e\|)rime  que  h's  (LVCs  j>nnrip(tux  en  un  //"//'/ 
(jurlcoiitjiir  s<nit  1rs  in^riUfilcs  nux  trois  surfaces  c<>/ifôC(fli\^  " 
/V7///>.so/V/r  f/cs  ntn/ffr/f/s  jxfssdnt  par  ce  p<^int. 


QUESTIONS  IM\OIHlSi:h:S  RELATIVES  AU  CHAPITRE  X. 


\.  Former  Té^piation  d(;  la  CNcIoïde,  en  (Mnplovant  les  relaies  u'' 
la  Cinématique,  et  applicpier  Uéquation  à  la  démonstration  tlo> 
propriétés  connues  élémentaires  de  l'arc  de  la  courhe,  de  ia  tan- 
i;ente,  du  rayon  de  courbure  et  de  ]a  développée. 
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2.  Interpréter,  au  point  de  vue  de  la  Cinématique,  Téqaation 

où  ^  est  un  vecteur  donné  et  a  un  scalar  donné. 

Montrer  que  Féquation  représente  une  courbe  plane,  et  donner 
Téquation  intégrale  de  la  courbe  indépendamment  de  t, 

3.  Posons 

®  =  P^  — P» 

de  sorte  que  Téquation  du  n^  3  devienne 

p  —  m  zz:  aUm. 

IJ  s'agît  d'interpréter  celte  équation  suivant  les  principes  de  la 
Cinématique  et  d'intégrer  Féquation. 

Expliquer  la  nature  de  la  transformation  opérée  dans  l'équation 
du  n^  2  par  le  remplacement  de  p  en  fonction  de  m. 

4.  La  loi  de  mouvement  d'un  point  dans  un  plan  étant  donnée, 
il  s'agit  de  rapporter  la  position  du  point  : 

(a)  A  deux  axes  vecteurs  fixes  dans  le  plan  ; 

(6)  A  des  vecteurs  rectangulaires  entre  eux  dans  le  plan  pas- 
sant par  un  point  fixe,  et  tournant  autour  de  ce  point  d'un  mou- 
vement angulaire  donné; 

(c)  A  deux  vecteurs  dans  le  plan,  qui  tournent  chacun  d'un 
mouvemeut  angulaire  donné  différent  ; 

(d)  Au  vecteur  rayon  d'un  cercle  fixe,  mené  au  point  de  contact 
de  la  tangente  au  cercle,  cette  tangente  étant  issue  des  positions 
successives  du  point  mobile. 

Dans  chacun  de  ces  cas  traduire  le  résultat  en  coordonnées  car- 
tésiennes. 

5.  Montrer  qu'un  point  quelconque  d'une  droite  de  longueur 
donnée,  doat  les  extrémités  sont  assujetties  à  se  mouvoir  sur  deux 
droites  fixes  situées  dans  un  même  plan,  décrit  une  ellipse. 

Donner  le  moven  de  déterminer  le  centre  et  les  axes  de  cette 
ellipse,  et  donner  la  vitesse  angulaire  du  point  décrivant  par  rap* 
port  au  centre  de  l'ellipse,  lorsque  la  droite  (à  laquelle  appar- 
tient le  point  décrivant)  se  meut  d'un  mouvement  angulaire  con- 
stant. 

Tait.  —  Quaternions,  II.  Q 
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Transformer  colle  consUiiclion  de  manière  à  montrer  que  le 
lipsi;  dccrile  est  une  livpolroclioïde. 

().  In  point  V  se  meut  d'ini  mouvement  uniforme  Mir  Iuik 
des  sections  circulaires  d'un  cône;  le  |)oint  <7,  déterminé  parla 
génératrice  passant  [)ar  V  dans  son  intersection  a\ec  un  corcl' 
sous-conlraire  du  premier,  se  mouvra  en  conséquence  sur  o: 
s<»cond  cercle;  Innivcr  la  vitesse  angulaire  du  point  a  autour  du 
centre  de  ce  cercle. 

7.  Donner  la  solution  générale  du  problème  qui  consish'  à 
tronver  la  c()url)e  par  laquelle  un  point  mobile  passera  d'uiipoin^ 
donné  à  un  autre  point  donné,  dans  un  temps  minimum,  Jorsqn» 
la  vitesse,  en  un  point  de  l'espace,  dont  le  vecteur  est  :,  o?( 
donnée  par  la  tonclion  scalar  /o. 

Traiter  les  cas  particuliers  suivants: 

\   fz  ^a      i)our     Sas  >  î, 
{a) 

i  /"p  —  0     f)our     Sa:  <c  i; 

(/')  ./>-Sx?; 

(TArr,  Ti'dnsactùfDs  J{ »S .  fi  y  186.").) 

8.  Si,  dans  la  (jueslion  juécédcnte,  /'o  est  une  Tonction  de  l,^. 
telle  <pie  l'unr  (jueU oncjue  des  courbes  du  passage  le  [)liis  rti]'"'' 
soit  un  cercle,  loulr  autre  courbe  du  passage  le  plus  rapide  ^t'I<l 

« 

aussi  un  cercle  :  et  toutes  ces  courbes,  issues  d'un  même  point, 
convergeront  entre  elles  et  [)a'^seront  par  un  autre  point  com- 
mun. (.Mawn  KLL,  CiUfihiiclur  and  Dublin  Matheniatic.  Journui 
t.  I\,  p.  9.) 

» 

\).  Interpréter,  comme  résultats  de  la  composition  de  relation^ 
coniques  successives,  les  égalités  (identités  en  apparence "> 

a    "'    3 
.     .  _    _  1 

7    ^    ^ 
et 

a     A     '.  0     V    3 

_   •    —    »  .—       •    •    •       ^—    •    -       •   -^       ^  I 

X     i     0  Y    Ji    a 

(^Hamilton,  I.rcturcs,  p.  .').)4.) 
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10.  Interpréter  suivant  le  même  mode  les  opérateurs  quater- 


nions 


et 


çr^(8e-»)î.(eî-»)«.(Ç8-«)« 


j  1  ±  1 

t  /;5\v  /vX»  /p\* 


-(•)'0);G)'(0'© 

(Hamilton,  Lectures,  p.  334.) 

H.  Trouver  Taxe  et  Tangle  de  rotation  par  lesquels  un  système 
donné  de  trois  vecteurs-unités  tri-rectangulaires  sera  transformé 
en  un  autre  système  semblable  donné  ai,  ^(,  y^, 

12.  Montrer  que  ^ ,  défini  par 

exprime  l'opérateur  vectoriel  linéaire,  qui  effectue  une  rotation 
autour  du  vecteur  e,  accompagnée  d^une  dilatation  perpendiculaire 
à  e,  uniforme  dans  tous  les  sens. 

Le  vérifier  en  formant  séparément  l'opérateur  qui  produit  la 
dilatation  sans  la  rotation,  et  séparément  Topérateur  qui  produit 
la  rotation  sans  la  dilatation;*  et  en  composant  ensuite  Teffet  des 
deux  opérations. 

13.  Exprimer,  en  quaternions,  le  mouvement  d'un  cône  droit 
roulant  uniformément  sur  un  autre  cône  droit  fixe,  les  sommets 
des  deux  cônes  étant  au  même  point. 

14.  Les  vitesses  angulaires  simultanées  d'un  corps,  autour  des 
axes  principaux  passant  par  le  centre  de  gravité,  étant  données  en 
fonction  du  temps,  trouver  pour  un  instant  donné  la  position  des 
aves  principaux. 

13.  Trouver  la  fonction  vectorielle  linéaire,  et  de  même  l'opé- 
rateur quaternion,  à  l'aide  desquels  on  transforme  la  normale  d'une 
face  (dans  un  cristal  du  système  cubique)  en  la  normale  d'une 
autre  face.  Quel  usage  peut-on  faire  de  ces  opérateurs  pour  carac- 
tériser la  série  des  faces  appartenant  à  une  même  zone  ? 

16.  Classifier  les  formes  simples  du  système  cubique  à  l'aide  des 
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jnoprirh's  (le  la   foncMon  linéaire  vecloiiclle  ou  l)ioii  de  celles  il<' 
l'opéra  leur  ([ualernion. 

17.   Trouver  le  \eelcMir  normal  à  la  faeelle  (|ui  lron(|ue  svnulri- 
([iienHMit  Farèle  forniée  par  Tinlerseelion  de  deux  faces  donn('f'>. 

IS.   Trouver  les  normales  d'une  paire  de  facéties  qui  Iron^jiinil 
s\  inrUirpicmenl  une  aiélc  donnée. 

lî).   'J'rouNer  la  normale  à  une  iacelle   qui    soit   également  in- 
cliner sur  trois  faces  données. 

^0.  Montrer  que  le  dodécaèdre  rhondjoïdal  peut  être  dérivé  ?oil 
du  cuhe,  soit  de  roctaèdre,  parla  troncature  des  aréles. 

iil  Trouver  la  li<;ure  dont  les  fat'cs  représentent,  svmélriqiic- 
menl,  les  aréles  du  dorl<''raédrc  rliond)OÏdal. 

ti2.  Monirer  d<'  cpielle  ujanièie  les  expressions  Cjualernions  ra- 
rcJCléiM.senl  les  deux  es|)rces  de  formes  liémiédriques. 

î2i5.  AFonlrer  que  le  cuhe  peut  être  déduit  du  tétraèdre  régulier 
par  la  troncature  des  arêtes  de  ce  dernier. 

!24.  lùal)lir  les  modifications  que  la  fonction  \ectorielle  auxi- 
liaire doit  suhir  j)our  l'apj^roprier  resj)ectivenicnt  au  s\stême  py- 
ramidal et  au  svslème  prismatique. 

2^).  Dans  le  svstème  rliomboédrique  Topéraleur  auxiliaire  (|iia- 
lernion  prend  une  forme  |)arliculièrement  simple.  Tiouver  celle 
forme  cl  élaMir  les  lésullals  fondés  sur  Texpression  ohlenue. 

2().  Dans  une  hn'  de  mouvement,  dont  l'iiodograplie  e?l  un 
ceirle,  et  dans  laquelle  raccéléralion  est  dirigée  a  ers  im  point 
fixe,  il  faul  cpie  forbite  soit  une  section  conique;  cl  >i  raceéKra- 
lion  suit  uiK*  autre  loi  que  celle  de  la  gravité  l'orbite  ne  peut  être 
(piun  C(M*clr. 

27.  Loisqucî  l'accélération  (*st  dirigée  vers  un  centre  fixe,  et 
cprelh'  es!  exj^rimée  par /(  D),  la  courbure  de  1  liodogra])lie  c?l 
l'inverse  dr  D-/'(  D  ). 

2H.  Lorsfpie  deux  liodograplies  circulaires  ont  une  corde  com- 
mune dii'igée  vers  un   centre  commun  de  force,    et  que  le>  dcn\ 
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cercles  sont  coupés  orthogonalement  par  deux  autres  courbes, 
les  durées,  qui  correspondent  à  la  description  des  deux  arcs  inter- 
ceptés sur  chacun  des  hodographes,  forment  une  somme  qui  est 
la  même  pour  l'un  ou  Tautre  des  hodographes  (quelle  que  soit  la 
grandeur  des  arcs).  (HamiltoNi  ElémentSy  p.  720.) 

29.  Application  du  théorème  précédent  à  rétablissement  de 
la  proposition  de  Lambert,  suivant  laquelle  le  temps  employé 
pour  parcourir  un  arc  donné  d'une  orbite  elliptique  peut  s'ex- 
primer en  fonction  de  la  corde  de  l'arc  et  des  rayons  vecteurs 
menés  aux  extrémités  de  Tare. 

30.  L'opérateur,  qui  transforme  un  système  donné  a,  p,  y  de 
vecteurs-unités  trirectangulaires  en  un  autre  ai,  ^1,  yi,  étant 
q{  )g~*j  montrer  qu'il  existe  trois  équations  de  la  forme 


1)4  CHAPITRE    XI. 


CHAPITRE  XL 


A 1»  PI.  I C  A  T  F  O  N  S    P  H  Y  S  I  <}  U  i: S. 


373.  Mous  consîH  rcions  la  dernièie  l?arh'c  de  cet  Ouvrai:»'  à  la 
r«''>nluli()ii  <\r  (juelques  (|ue^lioiis  i]r.  Pl)\si([ue  niiillK''iniJli(|ii<'. 
dans  le  l)ul  i]c  uionlrer  avec  (|u<dl(;  facilite  la  niétliode  (le>  Qn«i- 
leriiions  h'aj)])li(|U(î   à  des  prohlèiues  de  ce  i;enre. 

INous  sonnue<  eonvaincn  (jne  c'est  dans  le  domaine  (l«'S  (|U(>- 
lioMS  de  PIivsi(|ne  (|ne  la  méthode  des  Qualeriiions  est  oppt'lco  a 
rendr'c  de  Mais  services,  mieux  cîïcore  que  dans  les  [)robi^nK'^ 
de  la  (léonuUrie  et  delà  (^inémalicjue. 

Nous  ne  serons  peut-être  contredit  (|ue  par  ceux  des  niatlu'nia- 
ticiens,  pour  lesquels  la  théorie  d(*s  trans\ersales  et  celle  de- 
faisceaux  aidiarmoni(|ues  ont  un  charme  auquel  nou*^  ne  soinn)'> 
pas  sensible.  11  est  (lair  que  nous  ne  pouvons  pas  donner  ici  dt"' 
appliealions  |)Our  toutes  les  l)ranches  de  la  Phvsi(]ue  niallirnui- 
tiqiH',  ni  même  j)()usser  nos  inveshi^alions  bien  loin  dans  1  uih^ 
quelconque  de  ces  branches  ;  ce  (Chapitre  n'est  pas  destiné  à  ensei- 
gner les  résultats  de  la  Plnsique,  mais  seulement  à  moîilrer.  ]>ai 
des  exenq>les,  combien  la  m<''lhode  des  (^ualernions  sendjie  exj>re''- 
st'mcnt  in\enlée  pour  s'a(la])ler  aux  exigences  des  prohlènies  (pu 
se  présentent  dans  la  Science  dont  nous  parlons. 

Nous  connnencerons  par  Texposition  d'un  [>etil  nond)re  de  lluo- 
rèmes  généraux  de  l)\nami(pie  :  la  formation  des  équation- 
d  équihbre  cl  de  mouvenienl  d'un  svstème  ri<^ide ,  la  dénioiisln»- 
lion  de  (pielques-unes  des  |)roprlétés  de  Taxe  central  et  I  ela- 
blissemenl  dc>  formuh^s  relatives  au  mouvement  d'un  solide  au- 
tour de  son  c(Milre  de  i;raMté. 

Nnii-  r.'innvdiiH  II'  ItMicur  à  la  Tahir  <1«'S  Matières,  cjui  lui  piTinoUra  «h' 
''.li^ii'  I  (Mi-»('iiil>h'  «I«'<  sujets  traités  «laiis  «  e  Chapitre. 
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374.  Considérons  un  corps  rigide  qui  est  soumis  à  Taction  de 
forces  quelconques.  Soient  p,  P',  P^,  .  • .  les  vecteurs  qui  repré- 
sentent les  forces  agissant  sur  les  points  situés  respectivement  à 
Pextrémité  de  a,  a',  a'', ...  ;  si  le  corps  subit  un  déplacement  vir- 
tuel, et  que  a,...  devienne  a  +  Sa,  »..,  le  travail  effectué  par 

forces  sera 

£S.pS«. 

Cette  quantité   doit  être  nulle  lorsqu'il  y  a  équilibre  entre  les 
forces.  La  condition  d'équilibre  d'un  système  rigide  sera  donc 

£S.p8«  — o. 

Lorsque  le  déplacement  est  dû  à  une  translation  commune  à 
tous  les  points,  les  vecteurs  Sa,  Sa', . . .  auront  une  même  valeur 
pour  tous  les  points,  de  sorte  que  la  somme  précédente  peut 
prendre  la  forme 

S.8ï2:p  =  o; 

et,  puisque  la  valeur  de  Sa  est  quelconque,  nous  devons  avoir, 
par  suite, 

(i)  2p  =  0. 

Lorsque  le  déplacement  est  une  rotation  exprimée  pour  un 
point  quelconque  (n**  350)  par 

où  £  est  Taxe  de  rotation,  Te  étant  infiniment  petit,  nous  avons 

SS.pVeazz=2S.eVap  =  S.8(£Yap)=iO, 

et,  cette  équation  ayant  lieu  quelle  que  soit  la  direction  de  e, 
nous  devons  avoir 

Les  équations  (i)  et  (a)  sont  équivalentes  aux  six  équations  con- 
nues de  l'équilibre. 

375.  Lorsqu'il  n'y  a  pas  équilibre,  soit,  en  général, 

2V.ap  =  ai. 
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Il  sora  suinM'Hii  do  ia|)|)elor  que  los  sommes  21^  et  SV.a3  doivoiu 'iri 
cflVct lires  à  l'aide  <le  la  rè;;le  de  Vadf/itinn  c/rs  verfeitrs,  qui  se  lriui\< 
expliquée  au  Chapitre  I.  l>e  plus,  chaeun  des  termes  \a3  «'xpriuie,  pnrv':i 
teuseur  TVa3,  le  moment  du  eouple  dû  au  tran«ipoii  de  la  furee  v  à  I ori- 
gine, et,  par  s(ui  veeteur-unité  lIVa3,  la  direetion  de  l'axe  du  eoupl«\ 

Le  eouple  qui  pren<lra  naissance  par  le  transport  de  la  force  3  à  rexin- 
mite'  du  vecteur  y  î'^''*' 

■         • 

parce  que  a  —  v  '^-^  '^  vecteur  mené  de  l'extrémité  de  *;  à  celle  de  i. 

On  (leniantle  de  déterminer  le  point  pour  lequel  le  couple  du 
système  aura  son  axe  diri*;é  parallèlement  à  la  force  3|.  Dési^Mion- 
par  Y  le  vecteur  inconnu  du  point  clierché.  En  prenant  ce  pcml 
pour  V  trans[)orler  les  forces,  on  aura  pour  ce  point  le  couple 

s  V(a  _  Y)^-r:  oc,  -  V-'S?  =z  a,  -  V-;3,, 

et  la  condiliou  deviendra 

^i        '  iVi  —  »^  ,-'l♦ 
Pour  déterminer  .r,  traitons  par  S.jj|;  il  vient 

de  là,  on  tire 
et,  par  suite, 


ce  qui   est  une  droite  (Y axe  renfral)  parallèle  à  la  force  résul- 
tante. 

On  a 

V  V?i  -  a,  ~  ?7»  S  a,  3,  -  (  a,  ?,  -  S  a,  3|  )  3-  ' , 

c'est-à-dire 

puisque  le  scalnr  r.n  est  nul. 

Il  n'est  pas  nécessaire  de  calculer  Sy3i;  il  suffit  de  savoir  que  <:*«'  sr;il.H 

'Il 

est  variable.   On  le  i)ose  donc  —  v3?,  en   rcixardant   )'  connue  la  vanatiit'. 
\ous  av(»ns  ainsi 

»'!h  =.v,3;, 

V--3,  =V(«,.3,).3i'; 
la  sonuiic  membre  à  membre  sera 

,.^1    —  ;    /l    -^-  O   3^1  ^^1  j.^i     . 
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Divisant  les  deux  membres  par  ^t*  on  obtient 

T=rPiH-(Va,?,)?T'=7Pt  +  V(a,P7'). 

376.  Trouver  les  points  pour  lesquels  le  couple  est  un  mini-- 
mum.  —  Dans  ce  cas,  on  posera 

T(a|  —  V-^Pi)  =  minimum. 

La  condition  du  minimum  sera 

(1)  S.(atj-VYp.)VY'?,=o, 


^f  pouvant  être  un  vecteur  quelconque,  j  II  s'agit  de  résoudre  cette 
équation  par  rapport  à  y;  on  la  mettra  d'abord  sous  la  forme 

Sï'V[p.(a,_VYp.)]=0, 
et  Ton  en  déduira 

I^  méthode  générale  du  Chapitre  V  pourrait  être  appliquée,  mais 
il  existe  des  procédés  plus  rapides,  j 

Essayer  y  =  ^i  {  dans  la  condition  (i)  du  minimum  j  ne  condui- 
rait à  rien;  mais  nous  pouvons  y  poser  successivement 

Y'=:a,     et     y'.=:Y«jP„ 

ce  qui  fournit  les  deux  équations 

S.TV.p»Va,p,:..o, 
(Va,p,)'-PîS.YVa.Pj=o. 

La  première  donne 

ï  =  ^Va,p, -f-7p,. 

Opérant  par  S.Vai^i,  et  appliquant  la  seconde   des  équations 
précédentes,  on  obtient 

P7'(V«iP,)«  =  ^(Va,p,)«, 

<roù  il  vient 

ï  =  V.aiP;»+jP„ 

ce  qui  est  la  même  droite  que  dans  la  question  du  numéro  précé- 
dent. 

377.  Le  couple  |  obtenu  par  le  transport  des  forces  à  Vextré- 
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mité  de  y  !  sera  nul  lorsque 


a 


Vy?,  =  o. 


(^etle  équation  onlraîno  la  condition 


(|ui  ('X])rinic  que  la  iorcc  ^j,  devra  èlre  dans  le  plan  du  coiipl' 
j  obtenu  par  le  transport  des  forces  à  ïorigine^  qui  est  celle  J'"', 
IJans  le  cas  où  cette  condition  est  réalisée,  on  aura,  pour  rc\|)io< 
>ion  de  "', 


ce  qui  est  Taxe  central. 


îiTS.  .tssfs:/fe/-  (1rs  vdlrurs  à  deux  forces  ^,  Ç|.  Of^issant  f>'^- 
j)ec(f\('nieii(  nnr  ejirénn'lés  de  s,  3,,  r'^  <^/o/?/  le  système  soit  v<iin- 
K'filcDt  au  svsli'me  don  m''.  Mous  devrons  avoir 

13e  là,  on  tire 

et,  par  suite, 

^-(.--.,)-•(a,_V^,3,^l-.^(s-E0. 

La  valeur  de  S,  se  déduira  de  Ç|  :^  J|  —  ç.  On  peut  omettre  K 
lernie  indéfini  .r{z  —  î,  )  dans  ;  et  celui  de  —  x{t  —  £,)  dans  :i. 
j)uis([ue  ces  d(ui\  tenues  représentent  des  forces  égales  et  cuii- 
Iraires,  applicpiées  eu  un  point  (pielconque  de  la  droite  qui  joint 
les  exlréuiités  de  t  et  de  £|. 

J  Puiscpie  Te  X  près  si  on  d(î  ;  doit  être  celle  d'un  vecleur,  on  dt- 
\ra  avoir  l'éiialité 

S(,.     ^,)-'(^-Vî,3.)--=o, 

(]iii  se  tianslornie  en 

Celte  condition  exprime  (pie  les  vectinirs  £  cl£|,  en  tant  que  don- 
nées, ne  sont  pas  complètement  arbitraires.  ! 
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378  bis.  (a)  Considérons  un  ensemble  de  forces  données 
?©»  ?'o'  •  •  •'  dont  les  points  d^application  forment  un  système  ri- 
g:ide  et  soient  respectivement  placés  aux  extrémités  des  vec- 
teurs a,,  a'j,  ....  Nous  admettrons  que  reflet  du  système  de  forces 
se  réduise  à  celui  d'une  résultante  unique. 

Faisons  varier  les  directions  des  forces  autour  de  leurs  points 
J^application,  en  les  soumettant  à  une  rotation  conique  dont 
Topérateur,  commun  pour  toutes  les  forces,  soit 

p  pouvant  être  considéré  comme  un  verseur.  Soient  ^,  ^-^  ...   les 
forces  après  la  rotation  ;  nous  aurons 

(0  P=/>M-S    ?'=/>?>-*> 


. . .  f 


Ces  expressions  réalisent  par  elles-mêmes  deux  conditions  : 
!*•  rintensité  de  chacune  des  forces  demeure  invariable;  2°  les  in- 
clinaisons mutuelles  des  forces,  considérées  deux  à  deux,  ne  sont 
pas  altérées.  En  eflet,  par(i),  nous  avons 

!•     Tp  =  T(/>po/>-*)=T(p/>-«).TPo-T?o,     ..., 

La  condition  d'une  résultante  unique  exige  que  la  résultante, 
ï^i^,  des  forces,  transportées  en  un  même  point,  soit  perpendicu- 
laire à  Taxe  du  moment  résultant,  SVa«  p,  des  forces,  par  rapport 
au  point  en  question,  lequel  est  ici  l'origine  des  vecteurs  ai ,  a, , . . . . 
Nous  aurons  donc  la  condition 

("î)  S.(2:?)(2Vai?)  — o. 

Cette  équation  établit  une  relation  entre  les  données  et  entre 
les  trois  éléments  scalar  dont  dépend  l'opérateur  de  la  rota- 
lion.  ^ 

La  résultante  des  forces  transportées  en  un  même  point  sera 

La  valeur  absolue  de  cette  force  est  donc  constante.  Il  nous  sera 
permis  de  prendre  l'unité  de  force  égale  à  cette  valeur.  Nous  po- 
serons ainsi 

•3)  T(2p)  =  T(£po)  =  i. 


I  io  ciiAPiTiin:  XI. 

Si   nous  (lrsi<;nons  respocllvenienl  par  //  et  par  /.'^  les  vccMit  • 
nnitcs  de  la  résiiUarilo,  après  cl  avant  la  rotation,  nous  a^ln»^^ 

(/>)  Proposons-nous  tic  chen-licr  la  [>osition  absolue  (lolar<*;i) 
lanle  uni(|U(*  du  svstùmc.  Désignons  par  p,  le  veclcur  d  un  p<  in 
silui'  sur  la  droite  (pii  donne  la  position  de  la  résultanlP,  loii:!!' 

dr  p,  riant  la  même  que  celle  des  vecteurs  ai,  a'j LtijU'Ii  ■ 

de  la  dr(»il(î  s\)])lienl  en  exprimant  (pTau  point  pi  le  inonitnl  'i' 
SN^lèuH*  S("  n'duit  à  zéro.  Nous  avons  ainsi 

i;V(ï, -p,)3  -.o, 
OU  bien 

vVa,3-  -  V.p.A'  -o, 

Or,  si  nous  posons,  en  général, 


nous  aurons  ('^j  étant  la  conjuguée  de  '^,) 

cette  éfpiation  se  vérifie  par  le  développement  du  second  nnnuir' 
(^liangeons  l\)rigine  des  a,  et  de  pi,  en  posant 

il  nous  vient 

où  nous  posons 

(  5)  çdj  -^  ila  S3w. 

En  particulier,  nous  aurons,  [)our  (o  =  A' (  =:=  S^j) 

Mais  cp,  //  et  '^//  sont  des  constantes  par  rapj)ort  à  la  roial'^^'  • 
eu  vertu  de  (i)  et  (  j), 

'<i j  A  '  —-  X  a,  S  ,3  A  '  —  X  a,  S  3o  /.  ',j . 

//      |)i'-i  1"'' 
Nous   attribuerons  à  "'cette  valeur  constante  ( — '^i'' .'* 


i\V 
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nous  aurons 

(6)  ^k'z=zo. 

Le  point  situé  à  l'extrémité  de  ( —  fft  k')  a  été  appelé  le  centre 
du  plan  central;  ce  dernier  a  pour  équation 

mais  nous  n'aurons  pas  occasion  d'appliquer  explicitement   les 
propriétés  de  ce  plan. 

!Vous  placerons  actuellement  Torigine  au  centre  du  plan  cen- 
tra). Nous  aurons  alors 

En  posant 

(7)  2:V.p.=:T„ 

la  condition  (2)  d'une  résultante  unique  deviendra 
18)  Sk\  —  o. 

Nous  aurons  généralement  en  vertu  de  (7) 

En  particulier,  pour  w  =  A',  en  vertu  de  (6)  et  de  (8),  la  for- 
mule (9)  donne 

(10)  (p'A'in  A'T|. 
Puisque,  par  (6),  nous  avons  aussi 

SA:yA:':=:SA>A'=o, 

l'équation  (10)  donnera 

(11)  r,i=5>'A'.A'; 

il  en   résulte  que   les  directions  de  r,,  ç'A*',  A'  sont  trirectangn- 

Uires,  et  que 

Tii=T(ç'*'). 

L'équation  de  la  résultante  sera,  pour  la  nouvelle  origine, 

En  vertu  de  (3),  (4),  (7)  et  (1 1)>  elle  deviendra 

V.(o'A'— p)A:'=:o, 


I,?. 

cl  lii  soin  lion  en  sera 

(  1  '0 
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(?'--'0^-', 


^lil■Jl 


on  If  est  nn  scnlîir  nil)ilrair(s  donl  la  valeur  délerniine  In  ju) 
(le  re\ln}nill(''  de  o  snr  la  résnllanle.  Le  vecLenr  dn  pied  de  l<\|'r 
priidlculaire  ahaissi'e  de  Toripne  snr  la  résullante  convxjH.uil 
//  ^=  o,  puiscjne  S//'^7/-^  o. 

(  r)  L'e\|)ression  (i9.  )  nons  donne 


1  ^ 
I 


Di'si^nonN  par  ;;/,  ///,,  n\^_  les  (^oellieienls  de  la  cnbique  r('lali\e.\^ 
(Ml  à  '^',  cl  poxHis  (i47  j 


/// 


n 


tii    t    niiii  —  ;;<w'"  +  '' 


\<>us  anrons  |(4  )  ^^"'  '  ^"] 

///„  /. '      [ m  '^'-'  -I-  //  (  in.y  —  Ci'  )  -f-  li-  ]  V. 

Or,  pnis(pie  '^A'—  o^  nons  anrons  (noie,  n"  1()1) 

/;/  -—  o. 

.Nons  devrons  donc  rcnî|)lacer  le  lernie  ///'^'~'*.(\  Au)  gt^-ncralrn^'n' 
i)ar  \  '^)/^'/. 

Ponr  (^salncr  ce  veetenr,  concevons  denx  veclenrs-nnilt'^  /./• 
(pii  jornKînl  nn  svsU''ine  Irircclan^nlaire  avec  //.  \ous  ^u|)])0^on>^^ 
(pic  les  dlieclions  Inilialcs  de  /'.y' soient  Z^, /|,  perpendicui-nio^ 
à  /i\^j  de  inani<^Te  ([ne  nons  axons 


(..!) 


•I  "  \  'I  •'  I 


Aons  anrons  alors,  en  verln  de  '^//r=:  o, 

r^    -   —  ?'  ^'  ^•  — ?./'">/  ^> 
cl  nnc  lorinnle  analoi;ne  ponr 'j^ul.  De  là,  il  vient 


•      -m*  /\    ^      A 


Par  snile,  en  posant 


\ 


./.;a^P, 
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on  obtient 

m  ç'""*  oz=L  —  V  ç  «'{p  /'  S  /:'p  =^  V  o  i'^f»  u. 

Nous  aurons  ainsi,  en  divisant  par  £/, 

(,4)  ^  *'=¥.<?*>/•'+('«. +  «)P-?'P- 

ce 

Cette  équation  vectorielle  est  équivalente  à  trois  équations-scalar. 
Nous  avons,  d^ailleurs,  une  quatrième  équation-scalar  exprimée 
par  (8).  Nous  transformerons  tj,  en  Passimilant  à  e  des  n***  173  et 
i74,  et  nous  aurons,  par  suite  (attendu  que  (fk'=  o), 

La  condition  (8)  devient  ainsi 

{ 1 5  )  '    Sy '<p i'  —  S i'oj'  =  o. 

Les  quatre  équations-scalar,  constituées  par  (i4)  et  (i5),  nous 
permettent  d'éliminer  u  et  deux  des  éléments  de  />,  en  fonction 
du  troisième  élément  de  p,  ou  bien  nous  pouvons  éliminer  u  et 
les  trois  éléments  de  p  en  fonction  d*unc  combinaison  de  u  et 
des  trois  éléments  de/7,  combinaison  qui  jouera  le  rôle  de  para- 
mètre, 

(d)  Nous  formerons,  à  Faide  de  (14)9  Téquation-scalar  suivante 

Dans  le  développement  des  carrés,  nous  appliquerons 

A-'«=— 1     et    SAYp  =  SpoA-'  =  o. 

Ensuite,  prenant,  en  vertu  de  (3'),  n'^Ol, 

ç'p  =  -  l'SiVp  —J'SjYp  —  A'SAYp, 
nous  aurons 

(16)  ?'p  =  —  «'  S  ??  V  —y'  S  p©y '. 
De  là  il  résulte  que 

(17)  (?'p)»  =  -(S«p?*'-hS«p^y'). 

Nous  remarquerons  que  ^î  et  ^f  sont  indépendants  de  la  rota- 
tion, et  cela  pour  la  raison  qui  nous  a  fait  voir  que  cp,  A*'  était  une 
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coiislaiile.  Il  rc'siillc  de'là  que  ('f'?)-,  comme  variable,  ne  dépendu 
(|ii<'  (le  0. 

iJe  ce  (|iie  ':^lx  ~-  o,  nous  assimilerons  l'expression  (i6)  à  ail* 
(le  'w'o  du  11"  l()l  (note),  en  posant 


delà  nous  donnera 


0.      _  -   „    .7 


y,      3c,  ~cf,      Pi  —  '-/ 


(iS) 


/  ///.,  :    -     (  S/''^/'  -t-  S/'ci/'). 


Avec  ces  valeurs  et  celle  de -iV/,  déduite  de  ('i6  ),  en  v  faisanl:  =  /-- 
et  en  prenant  /;/ ,  —  S /'/'.cp/'-jiy',  puis  en  développant  <M  on  aj>|'li- 
(piant  (i  5)  qui  donne 


nous  aurons 


mi 


///.-(  '^7/  ) 


»  •'1  4  ' 

-      l-'^l    ^    J  -Ci/    . 

Mais  comme,  en  vertu  de  (i'>), 

et  que,  |)ar  la  définition  de  ///,/,  nous  avons 

\  "  / 
il  nous  sienl,  anticipant  sui*  (  >o'), 


(M)) 


Knu-^i,f^-x['-'^^  -A-\-{\\,- 


\  \ 


'2  \ 


A  Taide  de  ces  relations  où  nous  j)osons 

/  M, --n.V •./'•./, 

nous  aurons,  pour(i4  his). 


(:>o) 


(.1)    o^.(^»^--M,.^  +  M,-(^-l-sM  -2(/;i,-i-//)SPr^^^^ 


J( 


Cctl<'  écpialion  ne  dépend  (pie  de  p  et,  par  ('i()\  de  1'""^  *'" 
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Tautre  des  quantités 
Regardons  ces  quantités  comme  des  paramètres,  et  posons 

(22)  j       .      V    "  / 

L^équation  (19)  prendra  la  forme 

(23)  n-ÎH-2/i  =  M,~p*. 

Nous  trouvons  ainsi,  pour  Téqualion  (ai), 

(24)  (?'p)*  —  M,p«  4-  Ml  — /i«  +  2^Sp®*>y'  =  o, 

où  g  ci  h  sont  les  deux  paramètres  liés  entre  eux  par  (23). 

{e)  Transformons  de  même  A*',  en  éliminant  de  (i4)  les  quanti- 
tés qui  dépendent  explicitement  dep  et  de  u. 

L'expression  (-16)  de  ç'  nous  fait  voir  que 

o'.Vç>i'?py'=ro. 
Nous  obtenons  donc,  en  appliquant  l'opérateur  f'  à  (i4)> 

(25)  ^ç'A/=(m,  +i/);p'p-cp'»p; 

mais  par  (9)  et  (1 1)  nous  avons,  pour  w  =  çp'p, 

«>'«p  =  ç^'p-+-V(^'p.<p'A-'A''). 

Le  second  terme  du   second   membre   devient,  par   cpA*'=o   et 
par  (12),  successivement 

De  plus  (16)  nous  donne 
{26)  ??'?=  — (?*'Sp<pi' H- «ySp^y')» 

résultat  qui  ne  dépend  que  de  p,  puisque  ff  et  f  /  sont  constants. 
Pour  avoir  Spcp'p,  nous  traiterons  (i4)  par  S(    )p.  Nous  obte- 
nons ainsi 

Sp<^'p  —  S.p^pi'çy'-i-  (m,  4-  a)p*  -+-  m„. 
Tait.  —  Quaternions,  II .  i  o 
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Inlrodiiisons,  dans  (:>5),  p  —  uk'  à  la  place  de  cj'A',  et  remplaçoiLs 
c^'p  à  l'aide  de  (i4)?  P^'s  o'-z  parla  valeur  que  nous  venons  (L 
trouver,  savoir 

|)OSons  de  plus,  pour  les  valeurs  ("'')  de  //,  g, 
nous  ohliendrons  |)ar  (25),  loute  réduetion  faite, 

(■>S)  ii  ^ /t /.'  f- '^'^':  4- (//  —  M.>)o — ''^  o/"'^/". 

(/')  La  diseussion  des  résultats  (aj)  et  (28)  deviendra  plii> 
facile,  si  nous  décomposons  p  en  trois  composantes  trircclaniiii- 
laircs,  qui  sont  rapportées  à  des  axes  fixes.  Nous  avons  à  noire 
disposition  les  directions  fixes  de  c^/',  c^y'  et  de  \.'jr^j'>  '^'^ 
nous  pouvons  rendre  les  deux  premières  perpendiculaires  1  ihx 
sur  l'autre. 

En  effet,  les  directions  de  i\  f ,  rectangulaires  entre  elles,  nonl 
été  jusqu'ici  soumises  qu'à  la  condition  d'être  situées  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  A';  leur  orientation  dans  ce  plan  même  a  tl« 
laissée  indéterminée. 

Si  nous  assujettissons  leur  position  dans  ce  plan  à  la  condition 

(0.9)  S.'f/''v/_-o, 

nous  établirons,  par  là  même,  la  condition  de  perpendiculanl» 
entre  '^i',  cpy'. 

L'équation  (  >())  se  transforme  en 

S ./'  \  '^'-j  )  /  :^  o     ou  bien  en     S  '(  'f 'f  )j'  ^^  o. 

Or  la  fonction  ('^''^)  [qu'il  ne  faudra,  d'ailleurs,  pas  confondre  avei 
(  -S,;')]  est  conjuguée  d'elle-même.  Les  solutions  de  Téquation 

se  trouveront  donc  rectangulaires  entre  elles.  L'une  de  ces  solu- 
tions sera  évidemment  to  = //,  puisque  ^//=  o,  et,  par  conséquent. 
V.Â''v''^//^  o.  Les  deux  autres  solutions,  devant  être  trireclan^u- 
laires  avec  A",  pourront  être  prises  pour  T  ety',  et  les  dl^ectlon^ 
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de  ces  unités-vecteurs  sont  ainsi  déterminées  ;  il  en  sera  de  même 
de  celles  de  ^i  et  ^f^  qui  satisferont  à  (29). 

Nous  désignerons  maintenant  par  £,y,  k  les  unités-vecteurs  de 
ç/,  çy',  V.<pt'^y',  et  nous  représenterons  par  a,  6,  afr  leurs  va- 
leurs absolues;  nous  aurons  ainsi,  eu  égard  à  (29), 

(3o)  ^i'  —  ia,     fif=jb,     ^i'^j'=kab\ 

on  a,  d'ailleurs,  ^ Ar'=:o. 
Introduisons 

XyXy  z  étant  les  coordonnées  cartésiennes  de  l'extrémité  de  p  par 
rapport  aux  trois  axes  i,  j\  Ar,  qui  passent  par  le  centre  du  plan 
central.  (Remarquons  en  passant  que  k  sera  l'axe  du  plan  central.) 
Les  valeurs  (20)  deviendront 

Avec  ces  valeurs  et  l'expression  de  p,  les  équations  (24)  et  (28) 
se  changent  en 

(3i)       ft»x«H-a\v*-+-(rt'-l-6')w*4-a'6*— A»— 2^a6-5  =  o, 

et 

(32)  o  —  /jA'h-  ix(/i  —  6»)  H-y/(/«  —  a»)  -h  k[z(h  —  M,)  -+-  gab], 

où,  par  (27),  on  a 

(33)  n=^^h  —  abZf 

ff  ei  h  étant  d'ailleurs  liés  par  (28). 

(g)  Discutons  en  premier  lieu  l'équation  scalar  (3i).  L'élimina- 
tion de  g  en  fonction  de  h  donnera  une  équation  bicarrée  par  rap- 
port aux  coordonnées.  Résolvons-la  par  rapport  à  z. 

Nous  poserons 

(34)  rt«-Z>«=rcS 

et,  sans  nuire  à  la  généralité,  nous  pouvons  admettre  que  a'  soit 
plus  grand  que  b^  ;  il  nous  suffira  de  choisir  convenablement  la 
dénomination  de  H  parmi  les  solutions  de  (29  bis).  Nous  regarde- 
rons donc  c  comme  réel  dans  ce  qui  va  suivre.  Nous  aurons,  pou 
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les  solutions  de  (W),  par  rapport  à  Zy 

(35) 

où  nous  avons  posé 

(3G) 


<-  c- 


(    \^:^(/,  ^riiy-^c'.i\ 


l(\s  doubles  sii;nes  (pii  aflcelenl  X  et  Y  donneront  les  qualrc  ra- 
cines d(;  z  en  fonelion  de.r,  )•  et  //.  Dans  la  suite  nous  ne  nieUri>M> 
plus  les  doubles  si^^iies,  il  nous  suffira  de  savoir  qu'ils  devront  l 
jours  subsister. 

Posons,  par  définition, 


ou- 


r-  ('- 


il  en  résultera  les  écjuations 


;]8) 


i  // 


'f'  ,/>:r- 


(  h  —  U')(t:c' 


i  //  —  <r  )  :  c\ 
\h~lryri:\    "'• 


Décomposons  niainlenant  le  vecteur  p  en  deux  composante 
et  o',  (pii  sont  délinies  par 


ï  j 
I 


(  3.J  ) 


En  \<Tlii  do  (3~  )  cl  (le  (38).  nous  voyons  qu'on  faisant  abstrao- 
tion  des  valeurs  particulières  //  =r/-  et  //  = />-,  le  vecteur  z  re- 
présentera une  bvj^erbole  et  le  vecteur  p",  considéré  en  lui-niènic, 
re|)résentera  une  ellipse.  Leur  somme 

considérée  pour  une  même  valeur  de  //,  exprimera  une  surface, 
(pie  nous  pouvons  ap[)eler  loî^c  hyperbolique  :  la  ligne  médiane 
du  tore  étant  riivperbole  p'  située  dans  le  plan  ik  ou  .r:;,  et  la 
section  parallèle  au  plan  jk  étant  l'ellipse  p'^  avant  son  centre  sur 
l'inperbole.  Cette  section  demeure  la  même  quelle  que  soit  la  di- 
slance de  son  [)lan  au  plan  /A',  ou  des  r:?. 

Lorsque  la  valeur  absolue  de  h  est  moindre  que  abj  les  deux 
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nappes  d^une  même  surface  ne  se  coupent  pas,  et  la  surface  se 
composera  de  deux  canaux  creux  distincts. 
Lorsque  h  converge  vers  6*  (<  ab)  et  que  nous  avons 

h  —  6'  =1  un  infiniment  petit  A', 

les  dimensions  de  Fellipse  se  réduisent  à  celles  d^un  point,  et  la 
surface  du  tore  sera  représentée  par  Thyperbole 

où 

(?)'-(?)=■■ 

Plus  exactement  la  surface  se  composera  de  deux  tores  inCniment 
minces,  dont  tous  les  points  continuent  néanmoins  d'appartenir  à 
la  résultante  (12),  cette  droite  pouvant  prendre  un  nombre  illi- 
mité de  positions,  suivant  que  I/,J7,  d'après  (2a),  varient  pour 
une  même  valeur  de  A: 

A  la  limite  h  =  b^  Thyperbole  (4o)  sera  donc  coupée,  en  tous 
ses  points,  par  les  droites  en  nombre  illimité  qui  représentent  la 
résultante.  C'est  cette  proposition  qui  forme  la  première  partie  du 
théorème  de  Minding  (tel  qu'il  se  trouve  énoncé  à  la  page  87 
du  Volume  XV  de  Crelle,  i835). 

Lorsque  h  =  a^,  l'expression  (35)  de  z  nous  donne  l'équation 

ou  bien 

(4o  bis)  S*Y?  H-  SV"p  =  c'» 


SI  nous  posons 


Y  =  -  (—  kc  z^ib), 
'a 


L'équation  (4o  bis)  représente  les  surfaces  de  deux  cylindres 
droits,  dont  les  sections  circulaires,  ayant  c  pour  rayon,  sont 
situés  dans  le  plan  (y^y  )  ^t  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à 


^j  =  ^  =  L(ic±kb). 


Nous  remarquerons  que  les  deux  valeurs  de  S  représentent  égale- 
ment les  directions  des  asymptotes  des  hyperboles  (37),  et  ces 
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asymptotes   sont  communes  à    toutes  les  hyperboles,  quelle  (|iie 
soit  la  valeur  de.  h. 

Les  deux  c\lin(lres  se  coupent  dans  le  plan  xv  et  dans  le  plan 
)z.  Dans  ce  dernier  plan  Tintersection  sera  l'ellipse 

—         </  ,    •  ■• 

ou 

(.elle  ellipse  joue  un  rôle  important  dans  le  théorème  de  Min- 
<lin<;;  mais,  pour  découvrir  ce  rôle,  nous  aurons  recours  à  1  expres- 
sion de//  (3:>  ),  la(|uclie  nous  donnera  la  direction  des  résullunl»^ 
((ul  coupent  rhv|)erl)ole  (  ^o  ). 

(//)  Nous  suhsiiluerons  les  valeurs  .^•^  et  :;,  à  la  place  il*' 
Xs  Zy  dans  Texpressiou  (.5?)  de  A';  mais,  avanl  d'v  annuler  r  el 
i\\  introduire  la  valeur  jf-—l>''y  nous  userons  de  certaines  pit- 
caulions.  Nous  éliminerons  d'ahord  la  valeur  de  «.  Nous  a\on>.  il 
e>t  \rai,  la  relation  (  >.>  )  entre  ^  et  A,  mais,  comme  //  c^l  lui- 
même  lié  à  /*,  i  ,  ::  par  l'équation  de  la  surface,  savoir  (3ri,  noib 
(exprimerons  ^'  à  Taide  soit  de  \,  soit  de  \  (36).  Ces  relalioii"^ 
donnent 

Nous  poserons  maintenant 

h  --  Ir  —-  un  infiniment  petit  h\ 

La  valeur  de  r,  appaiieiiant  à  un  |>oint  du  tore  Inperboliquo  "^' 
linimenl  nnnce  (  i«>)  ou  plutôt  (•>7),  doit  conver^j'cr  \ers  zéro.  «^^ 
même  temps  (pie  A',  mais  indépendamment  de  cette  valeur;  nou" 

poserons  donc 

// 

)  --.  w  —  , 
c 

<'t  nous  rci^arderons  kv  comme  une  variable  indépendante  de  A- 
Nous  prendrons  {^\'i\ 

I)'a])rès  la  valeur  i3(>^,  nous  aurons  ainsi 

^        //  \  I  —  \v-. 
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Par  là,  pour 

nous  aurons  (33),  pour  le  coeflicient  de  k!  dans  (3:2), 

et,  au  deuxième  ordre  près, 


„3=A'te-6v^r:r;r«y 


Les  coefficients  de  i  et  de/ dans  (32)  seront  respectivement,  au 
deuxième  ordre  près, 

h'xx    et    A'  -  (  —  c*  -h  /i'  )  =  —  h\vc  ; . 
le  coeflicient  de  k  sera  (3o  &15) 

Le  coeflicient  de   A'  dans  (3a)  sera  donc,  au  deuxième  ordre 
près, 

0  =  ArM -^  —  6  v^i  -—  f»'*  j  -h  10?, -—  jwc  -h  Ar(5,— a^i  — IV*). 

Remarquons  maintenant  que  les  quantités 

(^'C     et     a  y/i  —  tr* 
satisferont  à  Péquation  de  Tellipse  (40'  ^^  nous  y  posons 


Faisant 


donnant  par  (4o)>  (40»   N*  =  —  (o-j  —  »0^f  nous  aurons   à   la 
limite  A'  =  o^  où  A  =  &*, 

c'est-à-dire  que  les  résultantes,  qui  rencontrent  l'hyperbole  au 
point 


l52  CHAPITRE   XI. 

seront  dirigx'es  vers  un  point  quelconque  u.y  de  l'ellipse  (4')>  ^^" 

-         •/  »    *•  — 

Comme  (v,  et  par  cons('([uent  ).>,  Z2^  sont  tout  à  lait  arbitraire^ 
et  indépendants  de  j*,,  G|  ,  il  s'ensuit  que  les  résultantes,  issuo> 
du  point  Ti,  formeront  un  faisceau  conique  qui  s'appuie  sur  Tcl- 
li|)se  Tj. 

(]ctt(;  pro[)osition  forme  la  deuxième  partie  du  throrème  'A 
jMinflij}^  [ViA  (ju'il  se  trouve  énoncé  à  la  page  [\r  du  Volume  \\ 
de  Crelle). 

La  troisième  partie  du  tliéorème  constate  que  les  plans  de 
l'hyperbole  et  de  l'ellipse  sont  à  angle  droit,  et  que  les  foyers  clf 
cbacune  des  deux  courbes  coïncident  avec  les  sommets  princi- 
paux de  Tautre,  c'est-à-dire  : 

1*'  (^iie  la  distance  focale  de  l'inperbole  (4^)  est  s^  b-  -H  c- =  'v. 
et  en  efict  a  est  en  même  tenq)s  le  grand  axe  de  l'ellipse  (4*,'"» 

2"  C^ue  la  distance  focale  de  l'ellipse  est  \  a-  —  c-  =  i;  et  en 
efl'et  h  est  Taxe  réel  de  l'iuperbolc  (4^^)- 

Nous  remarcpierons  que  les  cônes  formés  par  les  droites  issue> 
d'un  point  de  rii\perbole  (4o)  <'^  ^P^i  s'appuient  sur  relli])se  (41 
(ou  iHcc  vci'sa)  sont  des  cônes  droils,  ayant  ]>our  axe  principal  I» 
tangente  à  la  courbe  au  point  où  est  placé  le  sommet  du  cône. 
Par  exem|)le,  si  le  sommet  est  sur  l'bvperbole  (  |o),  Téquation  dti 
cône  est  réductible  à  la  forme 

\  - .  0  (  0  —  a,  )  —  c-  {  0  —  s,  )-  —  o. 


où 


.  c  .,  ,  ,  b 

0  _-r  ^  -■  b  A  T.  4-  A  -  b  /  ^1 . 
//  C 

Nous  ajouterons  que,  si  nous  calculons  A*'  pour  //  =a^  et  pour 
un  point  de  Tellipse  t^  (40'  ''^  formule  (3ii)  ne  nous  donne  pa> 
les  directions  de  droites  rencontrant  l'hyperbole  (4<^0  ^  ""^  ^^^' 
lance  finie,  droites  qui  cependant  existent  comme  génératrices  aa 
cônes  dont  nous  venons  de  parler.  Tout  ce  que  Ton  obtient,  après 
avoir  dégagé  le  facteur  x  de  tous  les  termes  (x  étant  nul  pour 
rellipse),  c'est  le  résultat 

c'est-à-dire  les  directions  des  asymptotes  de  l'hyperbole  (4<'^  ^"^^ 
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par  conséquent,  on  n'obtient  que  les  résultantes  qui  sont  situées 
sur  les  deux  cylindres  (4o  bis)^  et  qui  rencontrent  Thyperbole  à 
rinfini  (•). 

379.  L^équation  du  mouvement  d'un  système  rigide,  exprimée 
en  quaternions,  est 

2lS(/wàt  —  p)oa:=  o, 

diaprés  Téquation  générale  de  Lagrange. 

Si  les  déplacements  8a  sont  dus  à  une  translation,  Sa  sera  con- 
stant par  rapport  à  tous  les  points,  mais  restera  arbitraire.  Il 
faudra  donc  que  l'on  ait 

2(màt  — P)  =  o. 

Si  l'on  désigne  par  ai  le  vecteur  du  centre  de  gravité,  déterminé  à 
chaque  instant  par  l'équation 

nous  obtiendrons 

pour  l'équation  du  mouvement  du  centre  de  gravité,  et  ce  mouve- 
ment aura  lieu  comme  si  toute  la  masse  du  système  s'était  réunie  au 
centre  de  gravité. 

380.  Si,  d*un  autre  côté,  nous  considérons  les  déplacements  Sa, 
qui  correspondent  à  une  rotation  autour  d'un  axe  passant  par 
l'origine  et  dont  la  valeur  Te  soit  infiniment  petite,  nous  aurons 
pour  un  vecteur  a  quelconque 

oa:^  Vea; 

substituons  cette  valeur  de  Sa  dans  l'équation  générale  ;  celle-ci 

devient 

2S.eV«(wa  — P)=zo. 


(*)  La  mélhodc  suivie  dans  ce  n*  378  bis  a  été  inaugurée  par  M.  Tait  dans  ses 
Recherches  insérées  soit  dans  les  Proceedings  de  la  Société  de  Mathématiques  de 
Londres  (1879),  soit  dans  les  Transactions  de  la  Société  royale  <l'J£dimbourg 
(1880).  Quant  aux  développements  non  contenus  dans  les  travaux  cités,  on  les 
trouvera  dans  un  Mémoire  intitulé  :  On  Minding*s  Theorem,  by  G.  Plarr,  inséré 
dans  les  Proceedings  de  la  Société  royale  d'Edimbourg,  session  1881-1883,  p.  5a8 
à  5^8.  {\ote  du  traducteur,) 
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Puisque  celle  équalion  doit  avoir  lieu  pour  toutes  les  direction^ 
possibles  de  c,  nous  en  concluons  qu'il  faut  que  Ton  ait 

i:V.a(/?ia  —  3)  =o. 

(^ette   équation,   jointe  à  celle  du  numéro  précédent,  donne  lc< 
six  équations  du  mouvenienl. 

Transportons  Pori^ine  des  vecteurs  au  centre  de  gravité,  c'e^t- 
à-dire  posons 


a  i^  a ,  -:-  T^T  ; 


noire  équation  se  transforme  en 

1  V  (  a,  -î-  TTî )  (  m  i^  -^  f}fm  —  [^  )  i^-  o  ; 
<'U  puisque 


il  //iTTI  — .  o, 


il  vient 

lVm(/;m  -  r)  -i-  Va,(2iS/;/  —  S3)  -:  o. 
Or,  on  a 

a,l//i  —  l3r=:o; 

par  suite,  Téqualion  devient  simplement 

1  \' Tô  (  /;/ TTî  —  3)  zr-.  o, 

Ola  posé,  i]\  m\j  est  le  moment  du  couple  dii  au  transport  d('> 
lorces  efi'cctives  au  centre  de  i;ravilé;  désignons  ce  moment  par  v. 
Nous  aurons  alors 

il)  Zni  \  TTirà  =:  o. 

»581.    Par  une  première  intégration,  nous  avons 

•    J  • 

Comme  le  mou\ement  a  lieu  par  rapport  au  centre  de  gravilf. 
il  doit  élre  de  sa  nature  un  mouvement  de  rotation  autour  d  un 
certain  axe,  qui  sera  généralement  variable.  Désignons  par  '- 
le  vrcleur  (jul  exprime  par  sa  longueur  la  vitesse  angulaire  el 
par  sa  direction  celle  de  Taxe  de  rotation.  Alors  on  a  éviu^^^ii' 
ment 

TÎT  — :  \tTrs. 
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^équation  (2)  prendra  donc  la  forme 

Si  nous  opérons  par  S  •  £,  nous  aurons 

(3)  Zm{\tmy  =  Sty-hSt  ff^dt.     . 

Mais,  si  nous  opérons  de  suite  par  2  1  St.dt  sur  (1),  nous  obte- 
nons, par  intégration, 

(J)  Sm(Vem)«=:  — /i*4-2  Cstf^dt, 

Les  équations  (2)  et  (4)  contiennent  les  intégrales  connues  du 
premier  ordre. 

382.  Lorsqu'aucune  force  n'agit  sur  le  système,  on  a  ^  =  0; 
par  suite,  il  vient 

(5)  X/WwVsGT  ^=:  Y» 

(6)  Smtii» z=z  Lm (  V£m)*  =  —  /i*, 

et  ces  deux  équations  donnent 

17)  SfY  =  -/'*. 

L'équation  (6)  fait  d'abord  voir  que  la  force  vive  reste  constante 
dans  la  rotation  ;  elle  prouve  en  outre  que  le  vecteur  e  a  son  extré- 
mité sur  la  surface  d'un  ellipsoïde  dont  le  centre  est  à  l'origine 
(le  centre  de  gravité),  et  dont  le  rayon  central  e  donne  la  vitesse 
angulaire,  lorsque  la  direction  de  cet  axe  instantané  est  donnée; 
Téquation  (y)  montre  que  l'extrémité  du  vecteur  e  est  constam- 
ment dans  un  plan  fixe  dans  l'espace. 

A  cause  de  (5)  j  de  ce  que  ImxaYtw  est  la  normale  à  l'ellip- 
soïde (6)  |,  l'équation  (7)  sera  celle  du  plan  tangent  à  l'ellipsoïde, 
à  l'extrémité  de  e.  On  voit  donc  que  l'ellipsoïde  roule  sur  le 
plan  (7). 

En  combinant  (5)  et  (6),  on  forme  une  équation  qui,  dans  tous 
les  cas,  doit  être  satisfaite  par  s,  et  qui  est 

}  mais  elle  sera  aussi  généralement  satisfaite   par  tout   vecteur 
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^0  =  UsT^î  {;  c'est  donc  réquation  (run  cône  du  second  degré  «(ui 
est  invariablonieiil  lié  au  corps.  De  celle  manière  tous  1rs  rÔMiltal^ 
ordinairement  démontrés,  qui  sont  relatifs  au  mouvcmeiil  duii 
corps  ri{j;ide  autour  de  son  centre  de  gravité  et  non  soumis  à  1  ac- 
tion de  forces  ellc*cli\ es,  se  trouvent  établis  par  une  mtllio<le  li-^ 
expédilive. 

Les  seules  diflicullés  que  les  particularités  plus  complexes '1' 
ce  mouvement  peu\ent  faire  naître  résident  dans  celles  de  lin- 
téi;ration  ;  mais  ces  difficultés  sont  inhérentes  au  sujet,  et  ellt^ 
doi\ent  toujours  se  présenter  dans  n'im[)orte  quelle  nittlioui 
anal\  ti(|ue  qui  serait  emplo\ée.  (IIa.milto>,  Proccccii/fi;s  II.  LA 

383.  Soient  a  la  ])osilion  initiale  de  cr,  et  (/  le  qualcrnion '1' 
ro[)éra(eur  à  l'aide  du(|uel  le  corps  peul,  par  un  mouveiiunl  ^" 
rotation  simple,  être  amené  de  sa  position  initiale  dans  la  po>ilion 
(pi'il  occupe  à  rinslant  /.  On  a  alors 

L'é(|ualion  (V)  de  Ilamillon  du  numéro  précédent  devient 

ou  bien 

ï  ///  Y   '/  S .  Y   '  £  Y  '^  —  Y    *  =^  Y  •  ^"  ]  7~  *  "  V- 
«  )ii  a 

T7J  \    :77T   —    \    .77r\    Î77T  ^-    HT  S  I7TT  5.7TT-. 

Rcrnpliirnnt  nr  par  (jifj-^,  on  irouve 

et  pla<^anl  ilovant  i  lo^  la<:lcurs  q.q~^  =  i,  et  les  mêmes  fadeurs  après-:, 
on  obticnl 

TTT  \  £f7T  -  y  [  a  S .  î  Y  y  Y    '  —  Y    *  ^  7  ^'  I Y    ' 

-  -  Y  I  ^  ^  •  '  Y    '  ^  Y  ^  '    -  '  Y~  '  ^  Y  *  ^*  1 7    '  ♦ 

Posons  en  général 

'^  sera  une  fonction  vectorielle  linéaire,  conjuguée  dVlIe-merae  ci 
dont    les    élément-^  \ecleurs,    invariablement   liés    au  corps,  son 
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censés  donnés,  lorsque  le  corps  se  trouve  dans  sa  position  ini- 
tiale. 

D'après  cela,  Téquation  (5)  de  Hamilton  pourra  s'écrire  sous  la 
forme  suivante 

ou  bien 

Pour  simplifier,  nous  poserons 

{  q  '\'q  =  ^\ 
dans  ce  cas,  Téquation  dynamique  de  Hamilton  prendra  la  forme 

(3)  T^  =  C. 

384.  Il  est  facile  de  voir  ce  que  représentent  les  vecteurs  r\  et  Ç; 
car  nous  pouvons  mettre  (2)  sous  la  forme 

II  en  résulte  que  r\  est  le  vecteur  (de  la  position  initiale  du  corps) 
qui,  à  rinstant  /,  se  trouve  placé,  par  le  mouvement  du  corps,  dans 
la  direction  de  l'axe  instantané  e.  Quant  à  2^,  dans  le  cas  où  aucune 
force  n'agit  sur  le  corps  et  où  y  est  constant,  la  position  de  2^  sera 
la  position  initiale  du  vecteur  qui^  à  l'instant  /,  se  place  parallèle- 
ment à  Y  ou,  en  d'autres  termes,  perpendiculairement  au  plan  in- 
variable. 

385.  La  solution  complète  du  problème  est  contenue  dans  les 
équations  (2)  et  (3)  du  n^  383  et  dans  la  formule  (4)  du  n°  336. 
[  Cette  dernière  est  ey  =  ay.  j 

Il  est  inutile  d'ajouter  à  ces  équations  l'équation  T^  =  const. 
Gir  l'hypothèse  de  cette  invariabilité  est  la  base  de  l'équation  (4), 
c'est-à-dire  de  e^  =  2^  ou  de  ^  =  2q,  Car,  si  T^  avait  été  traité 
comme  variable,  le  vecteur  ri  aurait  été  remplacé  par  un  quater- 
nion  complet.  De  fait,  on  a 

j^{Tqy=2SqKq  =  {TqySri=o. 
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Écrivons  de  nouveau  ces  équations,  nous  avons 

(■>.)  VV~7^- 

(3)  o7,  —     w, 

il)  V^=^"^7- 

Nous  aurons  à  éliminer  î^  et  r,  ;  le  résultat  sera  réquation 


i! 


La  seule  inconnue  de  cette  équation  est  actuellement  q\  si-^^c 
variable,  il  devra  être  censé  connu  en  fonction  de  q  et  de  t.  il 
faudrait  inventer  des  symboles  beaucoup  plus  compréhensilde» 
en  si^nificalion  que  ceux  dont  nous  disposons,  si  l'on  voulaii 
trouver  une  équation  en  q  qui  soit  plus  simple  et  plus  facile  à  in- 
terpréter. 

386.  Avant  d'indiquer  les  movens  qu'il  faut  emplover  pourlin- 
téi;ration  de  Técpiation  (5),  nous  voulons  examiner  queIqiH> 
autres  conséquences  qui  découlent  du  groupe  d'équations  du 
numéro  précédent.  Par  exemple,  en  différentiant  (  :i),  nous  oltlc- 
nons 

77 -+-77  =  7^  H- 7t 

Si  nous  éliminons  q  à  l'aide  de  (  \)^  nous  aurons 

77'^  —'^77  =  7^1^-+-  27?' 
d'où  nous  tirons,  a|)pliquant  (li), 

ce  qui,  dans  le  cas  d'absence  de  forces,  donne 
et  puisque,  par  (3)  et  (1), 


il  \ient 

(:,)  ?-^.  —  —  \'.T/-pT,. 

Quand  il  existe  des  forces  agissantes,  il  faudra  ajouter  à  chacun 
des  seconds  membres  le  terme  q'^'^q  ou  bien  son  égal  q'^'i^- 

387.   Examinons  maintenant  la  question  de  la  formation  d^  r 
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Par  sa  défiDition  (i),  nous  avons 

©p  =  2Iw(aSap  —  a'p)  m  —  S/?ia  Vap. 

De  là  il  vient 

-Spop=:Im(TVap)«, 

de  sorte  que  —  Spcpp  est  le  moment  d^inertie  du  corps  par  rapport 
à  l'axe  dirigé  suivant  le  vecteur  p,  et  multiplié  par  le  carré  du 
tenseur  de  p. 
L'équation 

S  p9p  ■=z  —  A* 

est  évidemment  celle  d'un  ellipsoïde,  dont  les  rayons  centraux 
sont  proportionnels  à  l'inverse  de  la  racine  carrée  des  moments 
d'inertie  qui  correspondent  à  la  direction  des  rayons.  Si  nous  dé- 
signons par  i^j\  k  les  unités-vecteurs  dans  la  direction  des  axes 
de  Tellipsoïde,  lesquels  sont  aussi  dans  la  direction  des  axes  prin- 
cipaux, et  si  nous  représentons  par  A,  B,  C  les  valeurs  des  mo- 
ments d'inertie  principaux,  nous  aurons 

ISi^i  =  —  A, 
Sy>y  zzz-B,  . 
Sk^k  —  ~C\ 

par  suite,  il  nous  vient 

(9)  ^p  =  -  (I A  S/p  +y  B  Sy  p  +  kC  SXp). 

Nous  poserons  maintenant 

et,  si  nous  substituons  cette  expression  dans  (7),  et  que  nous  éga- 
lions à  zéro  séparément  les  coefficients  de  ij  j'y  Ar,  nous  aurons  les 

équations  scalar 

Atiii  -h  (C  —  B)(0,(«),  =  0, 
Btii,  -h  (A  —  C)a)3(«)|  ■=:  o, 
Cô),  H-  (B  —  A)cDia),  :z=0, 

lesquelles  sont  celles  d'Euler.  11  faut  néanmoins  se  rappeler  que 
ces  équations  ne  sont  pas,  à  proprement  parler,  les  équations  du 
mouvement  de  rotation  ;  elles  expriment  le  mouvement  de  l'extré- 
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inilé  du  vcclour  7,,  qui  coïncide  à  chaque  inslanl  avec  ia\t 
Inslanlané,  mais  le  mouvement  est  exprimé  par  rapport  à  des  a\i^ 
lixes  dans  la  position  initiale  du  corps,  mobiles  ai'cc  ie  corp^- ri 
invariablement  liés  avec  lui.  Néanmoins,  si  nous  considdoii'!  "1. 
(o.>,  to;,  comme  des  fondions  des  coordonnées  i\\  .r,  )',  ;i"'" 
plus  bas  11"  3{)1  )  qui  rapportent  la  position  du  corps  à  des  ii\'> 
/Lrcs  dans  l'espace  (ou  conmie  des  fonctions  de  tout  autre  ^}'' 
ti'ine  de  coordonnées  remplissanl  le  même  but),  sous  ce  jioiiit ''<' 
\u(',  les  é(pialions  précédentes  srr(nit  celles  du  mouvement. 

Ou  pourra  traiter  d'une  manière  analogue  l'équation  '/>  ']'" 
détermine  !^,  et  applicpier  les  remarques  que  nous  venons  Je  iair-' 
aux  écjuations  obtenues.  Ainsi,  en  posant 


/HT, 


-+-  /  TH.,  -|-  /»  775.J, 


nous  aurons  trois  écpiations,  dont  la  première  est 


_  (  jrn.TTT, 


c 


o, 


388.   Les  écpiations   d'Eul(M%  dans   leur  véritable  sit;nlfica(ion. 
peuvent  être  obtenues  de  la  manière  suivante.  Nous  poserons 


'!>. 


V-r'V   \^V)-y"S 


ou  bien,  ce  qui  est  la  même  chose, 

V   '('»'/' V       r<V~'/7)  • 

c'c'st  dire  que  <I>p  est,  par  rapport  aux  axes  principaux,  d''"^ '^^''^ 
position  \\  l'instiint  /,  ce  que  cpo  est  par  rapporta  ces  axes  dan^ 
leur  position  à  l'instant  /  :=  o.  Nous  avons  donc,  pour  celle  expres- 
sion de  <I>c, 


M>:i^  Vr^V    '^7"/ 


V'fi^^V 


-I 


ou 


-  N  .(7^r^7~'  ) 

-  V. 77, y- '.y '^7,7-' 

*!»£  3=  —  V.Î<Î»E. 
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On  tire  de  là  les  équations  formées  à  Taide  de  e,  comme  les  équa- 
tions du  n^  387  se  trouvaient  formées  à  Taide  de  y).  {  On  trouvera 
t,  =:  g^"*  é gr  établi  à  la  page  171!. 

La  manière  la  plus  simple,  peut-être,  pour  obtenir  Téquation 
en  e,  consiste  à  partir  de  Téquation  de  Hamilton  dans  le  cas 
d'absence  de  forces.  On  a  alors 

Mais  de 

w  •=.  Vebj 

nous  tirons 
de  sorte  que 

2 .  //<  (  V  £Tîï  S  STSJ  —  écT*  -h  ïïj  S  éra  )  :^  O. 

Si  maintenant  nous  recourons  à  la  définition  (i)  de  f  et  à  celle 
de  ^,  nous  verrons  que  le  a  de  cp  est  simplement  le  tït  dans  ^. 
L'équation  que  nous  venons  d'écrire  n'est  donc  autre  que 

ce  qui  a  déjà  été  obtenu.  Nous  avons  indiqué  les  transformations 
par  lesquelles  on  l'obtient  de  la  première  manière,  parce  que  ces 
transformations  conduisent  à  d'autres,  qui  sont  utiles.  En  voici 
un  exemple.  Par  (2),  on  a 

Diflerentiant  (et  observant  que  y  est  constant),  il  vient  [(6)  n"  133] 

ce  qui  donne  }  de  ce  que  q^g~*  =  qq~*  -Ç^9~*  \ 

Mais  par  la  valeur  du  premier  membre,  savoir  ^è,  et  ceUe  du 
second  membre  qui  résultent  de  (5)  au  n"  382,  nous  avons  une 
nouvelle  preuve  de  l'équation 

Voici  une  dernière  méthode  au  moyen  de  laquelle  on  peut  Tob- 
tenir;  elle  a  le  mérite  de  la  concision;  on  la  trouve  dans  les  Élé- 
ments de  Hamilton. 

Tait.  —  Quatermio/u,  II.  Il 


i62  ciivi'iTiti:   \i. 

Par  (j)  du  11' 38:2,  on  a 


'    -  —    ,  . 


On  lire  de  là,  [)ar  la  difTéren  lia  lion  totale  du  premier  nombre  el 
en  regardant  v  comme  constant, 

d'où 
^t>  i  —  —  'l»E  i^-  —  1  ///  (  m  V  iTTT  -f-  r;7  V  im) 

—  —  2I//mSinT  j  j)uis(|ue  le  scalar  est  nul  el  Stt^tu  ^=r  o,  S:^  -  <>' 
—  —  V .  s:  X  //^  nj  S  î'îT 

389.  Quelle  que  soit  la  mélliode  par  laquelle  les  équations  du 
n°  387  sont  obtenues,  elles  sont  toujours  susceptibles  d'être  inlé- 
^a'ées,  ainsi  ([ue  l'a  montré  Euler  depuis  longtemps. 

On  pose 

s    -:  X    I     to,  0)2  (O,  (/ty 

ce  qui  donne  trois  équations,  dont  la  première  est 
On  en  di'duil 


[(.,;.--,)  "(.i.l- M 


I 


■>rll-cis\{i>J,~h'     .    ~s)       (iij+ll.^--     )        (o5^^_^, 


de  sorte  que  /  s'obtient  en  Ibnclion  de  5  à  l'aide  d'une  fonction 
elliptique.  Les  vecteurs  r,  et  ^  pourront  de  cette  manière  être 
exprimés  en  fonction  de  f  :  et,  dans  l'une  des  recberches  sui- 
vantes de  l'expression  de  </,  nous  supposerons  que  r^  et  s  soient 
exprimés  en  fonction  de  /.  C'est  cette  intégration  ou  une  autre 
équivalente  qui  a  fourni  à  plusieurs  auteurs  le  point  de  départ 
dans  leurs  recherclies  ultérieures  dans  cette  question. 

390.  Par  sa  définition  au  n"  381,  le  vecteur  y  est  le  raomenl 
vecteur  du  moment  total,  par  rapport  au  centre  de  gravité,  des 
(|uantités  de  mouvement  du  corps  rigide.  La  force  vive  du  syslénn" 

est 
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Mais  nous  avons 

(le  sorte  que,  dans  le  cas  d'absence  de  forces,  il  vient 

Par  (2)  du  n^  383,  nous  avons  aussi 

TÇ^Ty, 
ou  bien 

Nous  aurons  donc  les  relations 

A*?-hT*S!;?->î;=o, 

/i*((pYi)*-+- Y'Sïi^ti  =0; 

ces  équations  sont  celles  des  cônes  décrits  par  ^  et  par  y)  dans  le 
corps  considéré  dans  sa  position  initiale;  par  suite,  ce  sont  les 
équations  des  cônes  décrits  par  la  perpendiculaire  au  plan  inva- 
riable et  par  Taxe  instantané  dans  le  corps  pendant  son  mouve- 
ment. 

Ces  équations  ont  lieu  dans  Thypothèse  où  h^  et  y^  sont  con- 
stants. Lorsqu^l  existe  des  forces  extérieures,  A  et  y  seront  des 
fonctions  du  temps,  et,  pour  avoir  les  équations^  des  canes  dé- 
crits dans  le  corps  par  les  droites  en  question,  il  faudra  éliminer 
t  entre  Tune  ou  l'autre  des  équations  ci-dessus  et  une  troisième 
expression  où  entre  le  temps  t.  Mais  le  résultat  final  auquel  con- 
duit ce  procédé  devra  naturellement  dépendre  de  la  manière  dont 
/  est  engagé  dans  ces  équations,  et  rien  de  général  ne  peut  être 
énoncé  a  priori. 

391.  Retournons  à  nos  équations  pour  la  détermination  de  q 
(n®  385),  et  traitons  le  cas  où  il  n'y  a  pas  de  forces.  Dans  cette 
hypothèse,  nous  avons  trouvé  que  y^  (d'après  le  n®  389)  se  trouve 
exprimé  à  l'aide  de  fonctions  elliptiques;  nous  aurons  donc  à  in- 
tégrer l'équation 

et,  par  suite,  nous  avons  à  intégrer  quatre  équations  différentielles 
simultanées,  ce  qui  surcharge  la  difficulté  de  l'intégration. 


À 
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Pour  se  former  une  idée  de  la  nature  de  cette  équation,  inlé- 
grons-la  dans  la  supposition  que  r^  soit  un  vecteur  constant.  Par 
diflerenlialion  el  substitution,  nous  obtenons 

'2'j  —  qy,  —  Iq-rry 
d'où  nous  tirons 

<y  Ti:  Q,  CCS  5  Tr,  ^  -j-  Q2  sill  \  Tr^  t. 

Celle  valeur,  étant  substituée  dans  la  proposée  iq  =  ^7^,  donne 

Ty^  (  _  Oj  siii  \  Tr.  /  -\-  (^)2  cos  \  Tr,  n  =  (Qi  cos  ^  ^  -h  Q^  siii  ^  t  |r  : 
de  là  il  vient 

ces  deu\  équations  sont  identiques  au  Tond,  puisqu'elles  donncnl 
de  sorte  que 

L'interprétation  de  y(  )^/  *  f^*^  reconnaître  une  rotation  autour 
de  7,,  d'un  angle  /l\j,  ([ui  est  jointe  à  une  rotation  arbitraire, 
exprimée  [)ar  ^)^{{  )Q,'-  ÏI  s'ensuit  que  Ton  peut  prendre  conirat 
position  initiabî  du  corps  l'une  quelconque  de  ses  positions;  \à 
rotation  Q,(  )Qi^'  ramènera  cette  position  à  celle  que  le  corps 
avait  au  temps  /  rrr  o]. 

Dans  le  cas  général,  prenant,  comme  au  n°  387, 

to,,  t02,  t03  étant  supposés  connus  en  fonction  de  /,  et  suppo- 
sant 

(j  riz  (r  -h  /^'  4-7)'  H-  ^^, 

}   et 


le  système  des  équations  à  intégrer  sera 


I        dw  __  cLr  riv dz 
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et  les  valeurs  de  W,  X,  •  •  •  seront 

X  =:       tujWH-cDjj'  —  CD,:?, 

ou  bien,  ainsi  que  M.  Cayley  Ta  suggéré,  afin  de  faire  ressortir  la 
symétrie  suivant  la  diagonale, 

X  =       .       -i-Waj  —  ti),  c  H- (o,  <ï', 

Y= — (OjO:         .  -f- CD,  3 -h  to,(^, 

W  = — w,a:  —  tD|V  —  (1)3  c 

Naturellement,  Tune  des  intégrales  est 

w'-^  X'-h  y-  -H  --  =  const. 

Il  doit  nous  suffire  d*avoir  indiqué  un  mode  possible  de  solu- 
tion; car,  à  moins  de  valeurs  très  simples  de  tj,  les  difficultés  de 
l'intégration  seront  toujours  très  grandes.  Nous  donnerons  plus 
loin  la  solution  en  quaternions,  dans  le  cas  où  tj  est  constant  en 
longueur  et  se  meut  coniquement  autour  d^un  axe  avec  lequel  il 
forme  un  angle  constant. 

392.  Si,  d'un  autre  côté,  nous  considérons  Téquation  (5)  du 
n?  385,  savoir 

nous  n'aurons  théoriquement  qu'une  seule  intégration  à  effectuer. 
Mais,  comme  le  calcul  par  quaternions  est  jusqu'ici  dans  un  état 
de  développement  encore  imparfait,  il  n'y  a  pas  de  méthode  con- 
nue pour  effectuer  l'intégration,  si  ce  n'est  celle  de  ramener  l'équa- 
tion à  quatre  équations  simultanées  du  premier  ordre  et  de  l'espèce 
ordinaire.  Il  est  cependant  intéressant  de  former  ces  équations. 

Posons 

g  =  iv  -\-  ix  -^  jy  -h  kz^ 

Y  =  ia  -\-jb  H-  kc\ 

alors,  par  les  opérations  connues  sur  les  quaternions,  nous  rame- 
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nons  la  proposée  aux  quatre  équations 

(It        f/\y        riv        (ty        dz 


où  Ton  a  posé 


ou  l)ieii 


•t        \\  ~    \  ~  \    ■"  Z  ' 


W  =  — .r3  —  v6  —  zd 

"^  —  n'6  -\-  z:^  —  .i€j 
Z  -  iiCC  -h  xÛ  —  v^ 

X  —  .  4-  y€  —  zO  -h»r:?l, 
Y=^  — .r(C  .  -j-  z'^  -}-  wO, 
Z -^  }- ./JÛ  -    >^^       .       -l-tv'(£, 


et 

3  —  -r-  [^/(»r-—  .^ ---)■-  —  ;-)-i-o.^•(a.^•4-  bf  -h c z)  -{-  2 w (0 z 


z  —  cv 


az 


(£  —  -  fr(u--  -./•-  —  )--—  z-)-{-  •\z{a.v-\-by-^cz)  -+-  '>(r(r7r  —  ^  ^i 

13e  cette  manière,  \,  Y,  Z,  W  sont  des  fonctions  homogènes  en 
(V,  d'y  J'y  z,  du  troisième  degré. 

Peut-être  obtiendrait-on  ces  équations  par  une  voie  plus  simpK'- 
si  Ton  exprimait  directement  en  iv,  x,  >,  ^  les  vecteurs  r^,  »,,  an 
lieu  de  recourir  dès  le  commencement  à  l'équation  (n**38o)  d  ou 
ces  vecteurs  ont  été  éliminés. 

On  aurait  ainsi 

r,  —  /vl  -f-y6  -h  /  €. 

L'une  des  intégrales,  que  Ton  doit  s'attendre  à  obtenir,  serae\i- 
demmenl 

sy-  -i-  a  -  H-  v^  -{-  z^  ■=  const 

Il  faut  observer  de  plus  que  l'on  a  identiquement 

et  cotte  équation  conduit  à  l'intégrale  précédente. 

(^es  écpiations  méritent  de  fixer  Taltention,  en  partie  à  cause  ue 
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l'homogénéité  de  W,  X,  Y,  Z,  mais  principalement  parce  qu'elles 
donnent  le  moyen  de  résoudre  le  problème  de  l'intégration  des 
équations  de  mouvement,  sans  l'intégration  préalable  des  équa- 
tions d'Euler  (n®  387),  et  en  quelque  sorte  de  prime  abord,  pro- 
blème que  l'on  ne  parait  pas  encore  s'être  proposé. 

M.  Cayley  (dans  le  Camb.  et  Dubl.  Math.  Journal,  1. 1,  1846) 
a  donné  un  système  d'équations  semblables  aux  précédentes,  mais 
non  homogènes  (elles  sont  exprimées  à  l'aide  des  x,  X,  [x,  v  du 
D**  359  et  non  en  iv,  x,yy  z)^  et  il  les  a  intégrées  (c'est-à-dire  ra- 
menées à  des  quadratures),  dans  la  supposition  que  les  équations 
d'Euler  aient  été  préalablement  intégrées.  (  Voir  à  ce  sujet  le 
n-»  391 .) 

La  méthode  de  M.  Cayley  peut  être  appliquée  aux  équations 
qui  précèdent,  avec  plus  de  facilité  même  qu'à  ses  propres  équa- 
tions; je  laisse  au  lecteur  le  soin  de  ces  calculs^  il  verra  que  nos 
a>i,  ci>a,  (1)3  du  vecteur  yj  (n^  387)  deviennent  ici  les  3,  B,  C 

393.  Pour  ce  qui  coi\perne  les  cosinus  des  angles  que  fait  la  di- 
rection du  vecteur  (avec  trois  axes,  au  n^  359),  nous  remarquerons 
que  nous  pouvons  écrire 

J2I  =  Y  [a(ir*-4-x* — r* —  z*)-\-OLb{xy  -\-  \vz)-\-  2c(xz  —  «'v)]- 

B  =  ^  [2a{xf  —  wz)  -f-  6(«'*  —  j~*-+- V-—  z*)  -h  2c{yz  -h  H':r)], 

€  -=  7^  [2a{jrz  -l-i«^j)  -+-  2b{yz  —  \vjc)  -h  c(«'* —  »r*  —  /*-f-  z*)]. 

On  peut  d'ailleurs  simplifier  ces  expressions  en  supposant,  sui- 
vant l'usage,  que  l'un  des  vecteurs-unité  fixes,  i  par  exemple,  soit 
perpendiculaire  au  plan  invariable.  Cela  revient  à  définir  la  posi- 
tion de  l'une  des  droites  qui  sont  liées  fixement  au  corps  ;  de  cette 
supposition,  il  résulte  que 

b^=^o,     c  =  o. 

394.  Quand  il  y  a  des  forces  agissantes,  y  sera  variable,  et  les 
quantités  a,  6,  c  du  n°  392  seront  en  général  dépendantes  des 
cinq  variables  iv,  x,y,  z,  t^  et  le  problème  de  l'intégration  devien- 
dra encore  plus  compliqué. 

Mais  la  forme  des  équations  ne  changera  pas,  dans  le  cas  où  y 
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ne  dépend  ([uc  de  t  seul.  Lorsque  v  dépend  en  même  temps  de  </. 
nous  mellrons  Téqualion  (5)  du  n^'  385  sous  la  forme 

Kn  (lifTérentianl,  nous  obtenons  l'équation  du  second  ordre  min 
sous  la  forme 

où  'l  dépend  dey  et  où  une  réduction  a  été  (aile  en  vertu  de 

Sy"  '  l'j  -—  o     cl  do      Sy~'  y  t^  (  y"  '  y  1-. 

Celte  é(pialion  du  second  ordre,  (pioi<]u'eIle  soit  simple  sous  1^' 
rapport  <le  la  forme,  est  néanmoins  intrailahle  quant  à  son  inlé- 
i;rallon,  du  moins  aussi  lonçlemps  que  le  (>alcul  des  qualcrnion- 
n'aura  [>as  élé  perfeclionné  sous  ce  rapport.  Il  n\  a  que  (piel<[iie- 
cas  particuliers,  en  nombre  limité,  cpii  pourraient  être  traités. 

llQli,  11  existe  un  autre  mode  d'aborder  le  problème  de  la  rola- 
lion  d\in  corps,  et,  à  première  vue,  ce  mode  semble  tout  à  faiulil- 
férenl  de  celui  du  n**  »^83,  mais  au  fond  il  est  idenli(jue  a\ec  ce 
dernier.  11  consiste  dans  la  détermination  de  la  fonction  vcclo- 
rielle  linéaire,  exprimant  la  c/rformation  lioniof^cne  que  le  corp^ 
doit  subir  pour  qu'il  passe  de  sa  position  initiale  à  la  position  qu  il 
occu[)e  à  l'instant  t. 

Soit 

a  étant  (comme  au  n**  3(^3)  la  position   initiale  du  vecteur  d  un 
|)oint  du  corps,  et  t;j  étanl  la  position  du  même  vecteur  après  le 
temps  t.    Dans  ce   cas  (d'après  le  n"  300),  y   sera  une  fonclion 
linéaire  par  rapport  à  a. 
Soit  de  nié  me 

l'équation  ridalive  à  un  autre  jioint.  Nous  aurons  alors,  puisque, 
par  bvpotlièse,  le  système  est  rigide, 

STrTTiT,  n^  Sya/a,    -_Sxa,, 

\  rrrrrr,  --_  \  ya/a,  _-.    y  (  \  :•.*,  I . 
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Nous  tirons  de  la  première  de  ces  équations  dans  le  cas  particulier, 

TîT(  =  TST 

La  fonction  ^  est  ainsi  particularisée  par  le  fait  que  le  système  est 
rigide. 

396.  L'équation  de  la  Cinématique 

w  ■=.  V.  tm 
devient 

la  fonction  -/^  est  la  dérivée  de  y^  obtenue  par  la  difTérentiation 
des  éléments  tonstiluanls  de  y,  par  rapport  à  t. 
L'équation  de  Hamilton,  relative  aux  aires, 

devient 

On  pourra  l'écrire  }  en  vertu  de  Tya  =  Ta  j 

ou  bien,  ^y^'  étant  la  fonction  conjuguée  de  y, 

S .  m  (  a  S .  a/'s  —  y'  sa*)  =  y  "'  7. 
Mais,  à  cause  de 

nous  avons 

Saa,  =1  Sa/'C/r,)  =  Say-'(x3i  ), 

quels  que  soient  a  et  ai .  Il  nous  vient  donc 

7.'=X-'. 
d'où  nous  tirons 

et,  par  le  n®  383  (i),  nous  en  concluons  que 
397.  Les  analogues  des  équations  des  n^'  383  et  38i  seront  ac- 
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luellemcnl 


Dc'S  lors 


devient 


..—1  j  —  — 
/.     —  '" 

_U,  —  r 


x^-=^'-^/ 


/a— V./v/a=:/(VT.:i   . 


C'est  à  Taide  de  cette  équation  que  nous  pourrons  d<"terminer/ 
en  su|>posantr,  connu. 

Pour  trouver  y^,  nous  partirons  de 


et  de 


y 


Comme  nous  avons  identiquement 


rr''^'=^ 


il  vient,  en  diflerentlant, 


Ecrivant  cette  équation  pour  y  (au  lieu  de  a),   nous  en 
sons 

•=   -      /.     /./.     •• 
Mais  nous  avons  aussi 

/-'/a=:\  T,a; 

en  mettant  '/~' y  à  la  place  de  a,  11  vient 


dédui- 


ou  bien  aussi 


'fr.  -    —  \  r/^T,. 


Ces  équations  ont  été  trouvées  précédemment  [(6),  (7  K  ^        ^ 
Après  avoir  obtenu  y,  à  Taide  de  la  dernière  de  ces  équatioo»? 
devons  en  em])loyer  l'expression  dans  la  condition 

afin  d'en  déduire  y. 

Au  n"  3S8  on  a  obtenu  l'équiUion 
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Four  ne  pas  reprendre  tous  les  calculsi  voyons  si  nous  pouvons  établir 

en  transformant  l'équation  précédente. 
D'abord  nous  avons 

t  =  a^^r-i     et    B  =  ÇTfiç-*. 
Différentiant,  on  trouve 

i  =  ^r 71  ^r-l -+- ÇTT,  ^r-l H- ç ij (  —  ç-l ^rç-t  ), 

doù 

=  ^ngZ^-^  J  e.E  —  e  ie  =  gig'^, 

Nous  trouvons  donc  que 

1^  z=  g'^ig. 

Cela  posé,  par  définition,  nous  avons 

Il  viendra  donc 

Ensuite,  comme 

V(6*e)  =  V.ÇT,çr-».çrçT,çr-i=V(çnfi<pTi^->), 

que 

V^(ST,«pTi).çr-»  =0, 

et  que,  de  plus,  ^CVr^tprJ^-i  est  un  vecteur  par  lui-même,  nous  avons 

V(£*e)  =  ^V(T.^T,).^-i. 
Par  suite,  il  vient 

*èH-V(B*B)=  Çr[<p7i-+-V(7i<pT,)]^-», 

d'où  nous  concluons,  puisque  le  premier  membre  est  nul, 

398.  Nous  aurions  pu,  du  reste,  éliminer  y^  de  manière  à  for- 
mer une  équation  qui  ne  contienne  que  ^  seul,  c'est-à-dire  une 
équation  qui  serait  l'analogue  de  (5)  au  n^  385.  En  effet,  nous 
avons 

de  sorte  que 

et  de  là,  en  remplaçant  a  par  y  ~*  a,  et  en  ajant  égard  à  la  relation 
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qui  donne  y~'  a  au  numéro  préccdcnl,  nous  obtenons 

équation  qui,  ainsi  que  la  précédente,  ne  contient  pas  r,. 

.^99.  Nous  n'avons  donné  ce  procédé  que  pour  montrer  à  <jn«*l 
point  on  j)rut  user  Iil)rement  des  s\mboles  d'opérateurs  en  <]na- 
lernions,  sans  avoir  à  craindre  de  tomber  dans  Terreur;  le  procnlu 
en  lui-même  n'est  à  vrai  dire  qu\ine  forme  déj^uisée  de  la  nu- 
tliode  emplovée  du  n"  ^i83  à  385,  mais  les  résultats  qu'il  louini! 
ne  s'ada[)lent  pas  aussi  bien  au  Calcul  intégral  que  les  formule^  ili^ 
la  première  métliode. 

Si  toutefois  l'on  trailait  le  problème  du  mouvement  de  rolalit)ii 
à  l'aide  dr,  Tancienne  méthode  analvticjue,  mais  (pie  l'on  satlfuli-t 
à  suivre  |)as  à  pas  les  phases  du  procédé  que  nous  avons  décrit  ''n 
deinier  lieu,  peul-élre  trouverait-on  des  formes  nou\ elles  jn'iii 
les  équations  connues  depuis  longtemps,  et  peut-être  décomn- 
rait-on  des  Iranslormalions  imprévues  et  utiles. 

i(K).  (]ornn)(!  N«M'i  II  cation,  de  l'un  par  l'autre,  des  deux  procède* 
eujphnés,  lâchons  de  remonter  de  l'écjuation  en  y  seul  (du  n°39N 
à  celle  du  n"  8X0  (|ui  contient  q  seul. 

Nous  avons  par  h\polhèse 

ce  qui  étal)lit  la  relation  entre  q  et  y. 

[Ij'équahon  montre,  par  exemple,  que,  avant 


tandis  que 


nous  avons 


S.  3/;^  — S.  377.7   ^  — S.a./-'^/, 


et,  par  suite,  que 
ou,  comme  ci -dessus, 

Kn  différentiant,  on  obtient 
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d'où  ron  tire 

On  a  de  même 

L'avant-dernière  équation  du  n^  398  devient  ainsi 

Mais,  puisque  a  peut  être  un   vecteur   quelconque,  on  déduil 
de  là 

et,  si  nous  admettons  que  T^=  const.,  ce  que  nous  avions  pri- 
mitivement établi,  Téquation  pourra  s'écrire 

ce  qui  est  la  relation  du  n^  385. 

401.  Former  Véquation  de  la  précession  et  de  la  natation.  — 
Soient  o"  le  vecteur  mené  du  centre  de  gravité  de  la  Terre  à  une 
molécule  m  de  la  masse  du  globe  terrestre,  et  p  le  vecteur  de 
la  masse  perturbatrice,  supposée  en  valeur  égale  à  M.  Le  mo- 
ment vecteur  du  couple  résultant  des  forces  perturbatrices  est 

où  nous  limitons  le  développement  à  ses  deux  premiers  termes, 

puisque  ;|r-  reste  toujours  très  petit  dans  le  cas  qui  se  présente 

dans  la  nature.  {  Cette  expression  devra  être  égalée  à  SmVa'd'|. 
Mais  de  ce  que  a*  a  son  origine  au  centre  de  gravité^  nous  avons 

S./na=io, 
ce  qui  annule  le  premier  terme.  Le  second  terme  mis,  sous  la 
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lorme 

(  1  //i  ar  b  (Jp  ) 


T;J 


peut  s  écrire 


;j^V?i:/«('S^?-,t7'), 


\ 


allendii  que 


Si,  comme  au  n"  383,  nous  posons 
\i]  couple  vecteur  sera  exprime  par 

V  ^  f  ^ 

J,.>       .   .. 

Mais,  puisfpic  nous  considérons  la  fonction  cpp  comme  rapporln 
à  des  axes  mobiles  avec  le  corps,  la  notation  qu'il  conviendra  de 
donner  à  la  fonction  linéaire  sera  celle  de  <I>,  établie  au  n°  3S8. 
}  Alors  nous  poserons  plutôt  pour  les  valeurs  de  g-  rapportées  .i 
(.liacpie  instant  à  des  axes  immobiles  dans  l'espace 

<!»:  -  I//M7S72  —  'J-). 
Nous  aurons  pour  le  moment  vecteur 

lnté<;rant  ■  et  remplaçant  2/>?\  tt  par  S/^Vo-Vît  =  ^î  f,  nous  au- 
rons, par  le  n*^  388, 

!  conformément  à  Téquation  (2)  du  n^  381,  où  la  lettre  o  a  la  si- 
gnification du  moment  de  la  force  agissante.  1 

Pour  simplifier,  nous  admettrons  que  la  Terre  ait  deux  axe> 
principaux  d'inertie  égaux  entre  eux,  et  alors  nous  aurons 

(!)    \\i-   (A  — D)aSai  =  vecl.  const.-i-3M(A  — B)  f-^fir''^^' 
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En  traitant  la  différentielle  de  cette  équation  par  S.a,  nous  au- 
rons 

j  ASaé  =  o; 

et,  comme  S  Ac  =  o  (puisque  A  =  Vea)i  il  vient 

</(Sa&)  =  0. 

L'intégration  donne  | 

Saer=:COnst.=:U. 

De  là,  l'expression  de  e  prend  la  forme 
(a)  6=:  —  Ûa-f-a4. 

Différentiant  de  nouveau  cette  intégrale,  nous  aurons 

et,  éliminant  s  et  ë,  il  viendra  (après  réduction) 

(3)  BVaà  — AU4=  ^  (A  — B)VapSap. 

P 

En  général,  nous  pouvons  supposer  à  chaque  instant 

*p  =  —  A at  Sa.o  —  B?  S ?p  —  €787?, 

2,  ^,  Y  étant  un  système  de  vecteurs-unité  trirectangulaires  mobiles  avec 
le  corps.  Faisant  B  =  G  et  remarquant  que,  en  général,       * 

p  4-  a  Sap  =  —  ?  S?p  —  Y  Syp, 

nous  aurons,  dans  ce  cas, 

4>p  =  —  Aa  Sap  -h  B(p  -h  a  Sap). 

De  là,  on  tire  4>e,  en  remplaçant  p  par  e;  et,  en  prenant  Vp^Pf  nous 
aurons  l'en  pression 

\p^p  =~  ( A  —  B)VpaSap, 

Quant  à  la  formule 

î  =  —  a  S  ae  -4-  ai  =  —  ai2  h-  aâ, 

il  faut  se  rappeler  que  a,  p,  -^  sont  définis  (tacitement  jusqu'ici)  par 
De  là,  il  vient 
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Mais  (jq'"^  =^  \t  [d'après  (2),  n"  3r>(j],  d'où  l'on  lire 

il  =\  m 

(ce  que  du  reste  on  pouirail  adniellre  a  priori).  De  là.  on  conclulque 

Saà  =  o. 
d'où  l'on  oblienl 

ai  =^'aâ  =  ^'a^  sa  =  a  S  sa  —  îa-, 

ce  qui  donne,  pour  S  aï  =  ti,  la  formule  (2)  du  texte,  puisque  a-=  — 1 
et  |>ar  suite  aussi 

\  aa  —   -  àl2  -r-  s.  j 

La  conséquence  la  plus  reniarquable  de  ré(jiialion  (3),  cesl 
que  Va  forme  même  de  rinlé<;rale  sera  profondément  aflecttc  par 
la  nalure  de  la  valeur  de  p,  elles  diflTércnles  formes  ne  seront  pas 
seulement  de  simples  modidcalions  d'une  forme  qui  serait  lonJa- 
m  en  laie. 

Ainsi,  en  considérant  le  second  membre  comme  nul,  on  aurait. 
dans  le  cas  de  la  Terre,  une  intégrale  représentant  le  niouveinenl 
d'un  cône  in\arial)lement  lié  à  la  ligure  de  la  Terre,  roulant  sur 
un  cône  fixe  dans  Tespace,  les  angles  au  sommet  étant  petits  pour 
les  deux  cônes. 

Si,  au  contraire,  le  second  membre  n'est  pas  considért' comme 
nul,  mais  (lue  osoil  constant  (^de  direction  et  de  lon^tieur/  et  fini- 
le  mouvemenl  dans  ce  cas  sera  analogue  à  celui  d'une  toupie  dont 
l'axe  se  mouvrait  conicjuement  autour  de  la  direction  de  p. 

Si,  d'un  autre  coté,  p  est  variable,  d'après  la  formule 

p  r^  r( /  cosnit  4-  A  s'innit) 

(ce  qui  représente  un  cercle  décrit  d^un  mouvement  unllornio  . 
a  tournera  coniquenienl  autour  de  la  direction  t\  perpendiculair» 
au  plan  dans  lequel  se  meut  p.  [Trans.  Ji,  S,  E.^  i868-6().) 

hkJl.  Trouver  V équation  du  mouvement  cV un  pendule  simple, 
en  avatit  éiiard  au  mouvement  de  rotation  de  la  Terre. 

Soient  a  le  vecteur  tiré  du  centre  de  la  Terre,  comme  origine,  au 
point  de  suspension,  A  l'angle  d'inclinaison  de  a  sur  l'équateur,  et 
r/  =  Ta;  soient  de  plus  /,  y,  k  des  unités-vecteurs  fixes  dans 
Tespace,  tétant  parallèle  à  l'axe  de  rotation  de  la  Terre,  et  w  l<i 
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vitesse  angulaire  de  rotalîon.  On  a 

(i)  a  =  a[£sinX  -\-(j  cosuyt  4-  k  sin(«)^)cosX]. 

On  en  lire,  par  clIfTérentiationy 

{9.)  à=:aw( —  /  sînct)/  -h  A"  cosa)/)cosX  =  toVix, 

(3)  a  =  ioV<â=: — w'(a  —  ai  sinl). 

403.  Soit  maintenant  p  le  vecteur  du  point  matériel  qui  forme 
le  point  mobile  du  pendule,  Torigine  de  p  se  trouvant  au  point  de 
suspension.  Soient  R  la  tension  du  iil  et  ai  le  vecteur  dans  la  di- 
rection de  la  gravité.  Nous  aurons,  dans  ce  cas, 

i\)  /W(a-f-i5)=:— w^Uaj— R.Up; 

nous  en  tirons 

(.n  Vpa+Vp?  =  =Ç-Va,:. 

1  a, 

En  outre,  si  rest  la  longueur  du  pendule,  on  a 

(6)  .  Tp  =  r. 

Par  ces  équations  nous  avons  tout  ce  quMl  nous  faut  pour  déter- 
miner le  mouvement. 

404.  Les  équations  (5)  et  (6)  s'appliquent  à  tous  les  cas  d'os- 
cillation, depuis  les  oscillations  infiniment  petites  jusqu^aux  mou- 
vements les  plus  étendus  autour  du  point  de  suspension.  Il  est 
donc  convenable  d'employer  des  procédés  différents  suivant  la  na- 
ture des  cas.  Nous  traiterons  ici  le  cas  du  pendule  de  Foucault,  en 
nous  contentant  d'une  première  approximation. 

40o.  Nous  négligerons  donc  les  termes  dépendant  de  w^,  et  nous 

prendrons 

a=zo; 

nous  remplacerons  ai  para,  puisque  la  différence  entre  eux  ne  dé- 
pend que  de  la  forme  sphéroïdale  de  la  Terre;  et  nous  poserons 

(7)  p^-rUx-hw 

I  ce  qui  fait  de  rs  un  vecteur  dont  Torigine  est  au  point  le  plus  bas 
de  la  course  du  pendule  j.  En  élevant  (7)  au  carré  et^en  négli- 

Tait.  —  Quaiernions,  II.  ,  12 
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géant  ttt-,  nous  aurons,  par  l'appllcalioii  de  (6  ), 


(î^) 


y.m    -    o. 


En  vertu  de  (7),  ré(|uation  (5)  devient 


a  (l 


el,  en  posant 

(9) 

nous  aurons 

(10) 


n-. 


V  a(  M  -H  li-rn^)  .— :  o. 


Si  nous  considérons  les  deux  veeleurs 


iif     -  y.  sm  A      e 


I      \  /-/, 


nous  vovons  lacilemerH  ([u'ils  ont  le  même  lenseur;  le  |)remierilt 
ces  veeleurs  esl  parallèle  à  la  droite  nuMiée  vers  le  nord  à  pîiilir 
du  point  de  susj>en>iou  ;  le  second,  V /a,  est  parallèle  à  la  clrnllr 
mcMiée  vers  Tesl  à  partir  du  susdit  point  ( //V.  ()/\). 


TosnllS 


/  CO>  (o  f  /,   <\n  0)  /  =r  0. 


nlors  y  (  \\\\\  c^t  (lirii;(''  siUNaiil   In  vorliralr)  soin 


y.  —i  (/[  i  >\nl  --!-  0  r(^sA  ); 


|io>(>ns.  on  oui  10 


ifoÙ 


ff{        ■'.  ^\\\  '.--(. 


([    i  /  <ill-  A   0  00s  }     S.J1,  )     ,; 


j   -       f  /  o  o  > 


Ài  /  rns  À  —  0  si  II  }. 


(  >r  0.  <iii  iuv'  Nors  rt'qnalonr  (  ('h^-io.  ^o  mouf  on  lesliiiit  constiuniiiont  «laii? 
lo  plan  (lu  uit'iiili<n  lori(»ii'o   [>a^^alll  j>ar  lo  j)oinl  do  sns|>on<ion.  et  1  "U  ^i 

S  >c^i  =  ri-  0(ts  A(  /-  <*os  A  ^iii  },  —  0-  >\u\  (M  s  À  ,  --.  o, 

j>ui><(juô  0-       —  1  . 

Le  vo(  t<Mir  'j  ol  donc  pt'i|M-ndioMlaiio  a  y  ot  se  lro»i\e  dans  le  [fl'Ui  ni"- 
l)ilo  du  MO  I  idit  11  du  pniui  di-  >u^|».ii>ion,  dans  la  diroction  sud-ncnl. 

!,('  ( cn-f  in-  di"  '"j  (•-(         a  00^  A. 

1)  un  .lutii-  (  oh  .  \  /x  <"«r  i»''rjM'ndicuIaiio  an  plan  niôridion  du  p«ùnl  '■•' 
-u-jioii-i« 'ii,^»  Miiiiiir  ilanl   }.orpoiu!it  ulaii  0    aux  <lou\  \0(  i(.'iir>  /  et  7  -«iluc- 
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dans  ce  plan;  il  a  donc  la  direction  ouest-est.  D'ailleurs, 

Y  =  V«a  =  a  cosX ViO  =  a  cosX(X:  cosw;  —y  sinco/). 
On  voit  donc  que  V«6  a  l'unité  pour  tenseur,  d'où 

TY  =  TVïa  =  acosX  =  Tp. 
Fig.  6}. 


179 


Nous  pouvons  donc  poser 
'11)  wr=z.x{ai  —  asinX)  4- j  V/3t, 

X  ei  y  étant  très  petits,  et  S  acj  =  o. 

De  là  on  obtient  [en  vertu  de  (q)  et  (3)  et  en  négligeant  w»] 

cj  =  x(af  —  asiiiX)4- vV/a  — jTwsinXVf  a—  vw(a— -  aisml), 
iîrz=i'-(a£  —  asinX)  h-  fV^a—  '.i^co  sinX  V/a  —  2  vw(a  —  a/ sinX\ 

Avec  ces  valeurs,  (10)  devient 

Va[J  (///--  2  sinX)  -h/'Via  —  axco  sinXV/a  —  2  ju)(a  —  a/sinX) 

+  /iVr(a£  — QcsinX)  4-  /i«jVia]  =  o, 
et,  si  nous  remarquons  que  !  a^  =  —  a^  j 

V. aViaizr  a{ai—'  asinX), 
l'équation  deviendra 

(  —  JT  —  9.  y  w  sin  X  —  n}x)a  V «  a 

-f-(J'— 2^(i>sinX-h/i«;^)a(a/  — xsinX)  =0, 

et  elle  se  décompose  immédiatement  en 


(  12  ) 


J7  -h  w*  .r-  -h  2  o)  V  sin  X  —  o, 
y  -h  /i  V  - 


2WX  sinX  -^  o. 


Ces  équations  sont  connues;  on  peut  en  tirer  la  solution  de  la  ma- 
xiiùre  suivante. 
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n  liorizonlal  deux  droites  pcnicn- 

j 'assaut  ])ar  le  point  de  sii>peijsi''ii. 

:    lit  uniforme  de  rotation,  la  dirulioii 

:  de  Taxe  j)Osiur  drs  j:  (diri-é  veijli 

^  )   (dirigé  vers  TEsl),  et  la  vilcssi  an- 

:  :e  nous  aurons  à  poser 

-    ^eosi:»^  —  7,  sina/, 
•   -  :  >inL>/  -1-  y  eosli/. 

;ment  deux  ioi.«>  el  omettant  les  teniuxi' 
ra  jiisli/ic  j)ar  le  r.'sullal  (iV),  nou^  aiir-Hj^ 

- 1  r,  -h  // -  r,  )  sin  12  /  —  :>  '"  (  o  __  (,j  sin  À  )  —  o. 
-  (  ''i  --  " "  '''  )  eos  ti  ^  — -  '-■>.  JL  (  Î.2  —  (O  .si II  }.  I  rr  0 ; 


-    IIS 


o  — 


(•;  sni  A, 


î> 


t 


lement 


/  Y,    ■-  n-f,  --0, 


\<  équations  connues  du  mou\ement  cllipliquc  J  un 
N-is  le  centre  de  l'ellipse.  ( Prot\  R.  S.  Ji..  lî^tip- 


\  .  «^  aNciis  <li'j<'  introduit 


V\ç,.  (J3. 


Xora' 


m  —  a  siii  A 
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supposons,  en  outre,  que  les  vecteurs-unité  «jl,  v  soient  définis  par 

jx  =  p  cos  Qt     -+-  Y  sin  Û  /, 
V  =  —  3  sin  Û  /  -+-  Y  cos  Q  t, 

m 

Dans  ce  cas,  si  nous  supposons 

nous  aurons 

jr}  H- jY  =  î(?  cosii/  +  Y  sinû/)-^  "^X—  ?  ûn£tt  4-  y  cosûf), 

d*oii  nous  tirons 

o  =  ^{x  —  çcosû^  4-  r^sinÛ^)4-  "^{y  —  JsînÛf  —  tj  cos/), 

et  d'ici 

a?  =  {  cos Q,t  —  t;  sin Û /, 

j'  =  5  sinû/  -f-  T,  cos  12/. 

106.  Construire  une  surface  réfléchissant  la  lumière,  qui 
soit  telle  que  les  rayons  émanés  d^un  point  lumineux  soient  ré- 
fléchis par  la  surface,  de  manière  à  diverger  uniformément  et 
dans  un  plan  horizontal. 

Les  propriétés  d'une  surface  réfléchissante  j  le  rayon  réfléchi 
étant  dans  le  même  plan  normal  que  le  rayon  incident,  et  l'angle 
de  réflexion  étant  égal  à  l'angle  d'incidence  {  nous  conduisent  fa- 
cilement à  l'équation 


(1)  S.rfp  (■-  '   1    p  =  0. 

En  appliquant  directement  à  la  question  les  résultats  de  l'im- 
portante théorie  de  Hamilton  relative  aux  faisceaux  de  rayons,  on 
trouve  immédiatement  la  seconde  forme 

(2)  Tp  — TO-i-aVap)  =  const. 

Dans  celte  équation,  ^  représente  un  vecteur  horizontal  donné  et  ce  un 
vecteur-unité  vertical,  l'origine  étant  au  foyer  lumineux.  Nous  nous  pro- 
poserons d'établir  que  la  surface 

Tp  — T(P-+-aV3tp)  =  c 

est  telle  que  le  rayon  réfléchi  xs  soit  horizontal,  p  étant  la  direction  du 
rayon  incident  {Jig^  66). 
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Il   ^'.ii;iia  donc  de  vrrilicr  (jin'  .S  arrj  ^  o.  loiS(|i]C  l'on    a   ciilre  ;>  el^^li 

ri'liitiiMi 

(  —  l   p  il  V  .  T  l   v  Uttt 

ri  (|iie  p  s;ili^tait  ii  (■>.),  v  t'ianl  la  ilireclion  de  la  normale  à  la  surfdC.M'O' 
rlii>«<-aiil«'  I  )  :. 

(  >n  (IrN  r.i  uin>i  avnir 

l  T7T  —  (  l    V  )-'  (         l    S  i  l   V  —  l    y  l   pl  V. 

Pniii-  ohhMiir  l.  V.  (lillV'i  enl  ions  réi[iiali»)n  (•;',)  «le  la  >Mir.iee,  alîn  il  en '!■ 
(luire  Idjnalion  dilli  renlicll«'  >oii--  la  Ini  hm'  '^•/(/j   —  o.   ICii  ;;i  nii.il.  "ii  i 

t/T(ij  ----  Tco  S  <^ /(•).(•>-'       —  S  (ho.V  tu. 

Viii.  (jh. 


(le  sinle  (|iie  (  ■>  )  diuine 

Mai.-  ^-j  c^l  eoii^^laiil,  a-  -- — i.  ol 

(U  'i\  'j.-.  \        a\  7.  ^/:  --  ilz  .-À    —  a  S  :'.  </z  : 


el,  puisque 


S  a  l  f  'i       a  ^'  se  s 


es  1    —  (► 


(  Sa'j  élaiil  nul  pai*  liy|M)llK'>ie  ),  il  vient 


ce  (jui  d< >une 


V 


V  .,-.  ,] 


I  I 

1:        Il  '^>       aVa: 


:^-.  n. 


Nnu<  aillons  ain>i  f  en  adnjeilanl  des  tenseurs  i  : 


m 


m 


\V  y.  -  Ui  ;^    '    a\'as)JUs[[    p  —  l  <  [ri-i-  a  Va:)] 

—  l   0        .>.  l  I  :>    :    a  \  as  i 

-  .(   :  :;-     a\  y.s.Sl  si  *  ^j -^-  a^'as>— Uofl  (  '':i -f- aV  as  1- 

I  I  II  I  t     L  I  •        J 

•  •  i   I  '•>        '/  \  a  S  I  >  l   s  I  l  I  'i  •  i  ■  a  \'  '/.  s  '  —  i 

>  I  I  1         1  I 


<U\  \ni\  .H-('ini'nl  |»;>i' là  <jiie  ^.'xtti  -~  o.  e'csl-à-dire  (JUc  in  est  li'"'^^^"' 
j>ui>  |iii-  y.  e-l  ^  ei  lied. 
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La  corrélaûon  entre  les  deux  formules  (i)  et  (2)  peut  se  dé- 
montrer de  la  manière  suivante. 

Soient  m  et  T  deux  vecteurs  quelconques,  dont  les  tenseurs 
soient  égaux  entre  eux  ;  nous  avons 


( 


m^  • 


•^ j    zz:  I  -H-  2TÏJT-*H-  (t3T~"')'  =  2TiïT-*(l  -f-  SinX~*). 

Pour  vérifier  l'égalité 

1  -+-  2TÎIT-*  -f-(nyT-*)*  =  2inT->(i  -f-  Smx-i), 
Dous  aurons  à  considérer 

H-2^-f-^',     où     T^  =  I. 
Dans  ce  cas, 

i  =  S»<7  — V*^     et    ^«  =  S«^-+-V«<7-4-2V<7Sy, 

de  sorte  que 

iH-  2^-4-^'  =  S»y  —  V»9  -f-  29  -f-  S«^H-V»^  -h2V^  S^ 
=  iiS^ç  -^i\q  Sq  -h  iq 

=  2{Sq-h\q)Sç  -h  27 
=  2y(n-S^). 

On  en  déduit,  à  un  facteur  scalar/>ré5, 

3)  1±^  =  (J'   ' 

Posant  donc 

U(P4-aVap)=:ro     et      Up=::T, 

Téquation  (i)  ci-dessus  deviendra,  à  Taide  de  (3), 

S.dp[Up  -h  UO  -h  aVap)]  =:o. 

Mais,  puisque 

r/(3  4-acVap)  =  aVac/v=:— €/p  —  «Sai/p 

et 

S.fli(3-HaVap):=o, 
il  en  résulte 

S.e/pUp  — S.rf(?-l-aVap)U(?-+-aVacp)  =  o, 

ce  qui  est  la  différentielle  de  (2),  la  seconde  des  équations  ci- 
dessus. 

Un  curieux  cas  particulier  est  celui  d*un  cylindre  parabolique. 
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comme  on  jx'uL  s'en  assurer  en  raisonnant  sur  les  données  ^'l'unir- 
Iriqucs  de  la  (|ueslioii  ]  eorn^spondauL  à  la  coiislanlc  =  o  !. 

Dans  le  cas  gênerai,  la  surface  a  nue  section  parabolique  Jun> 
le  plan  de  a,  |i,  et  une  section  hyperhujique  dans  le  |)lan  de  j  tl 
aS  fnlan  horizontal  ). 

On  peut  reniarrjuer  cpie  le  cas  de  l'cqualion  difl'crentielle  do  I.j 
sui'facc  rTest  <ju'un  cas  particidier  d'une  classe  dVM[uation5  dlllt- 
rentiellcs  scalar,  dont  le  Ivpe  géin'ral  est 

1 

S.,/.('l— ?)%  =  o. 
(>'estréquation  d'une  surface  réllécliissanle,  et  Téqualion  suivante 


est  l'équation  de  l'onde  réllt'cliie.  L'intégrale  de  la  précédente 
trouve  être,  à  l'aide  de  la  th^nière  des  é<| nations,  de  la  f'ornic 


?•< 


( P/'oc.  II.  S.  A'.,  i8-o-"0. 


)  "-  const. 


ifîT.  \ous  traiterons  nui  in  tenant  la  Throrîc  de  la  (/(fifblcn- 
//'(f (•/((>/(  (riq)rès  l'resnel,  niais  au  point  de  vue  seulement  des  ('*)- 
cilités  que  la  uK'lliode  des  quaternions  fournit  pour  la  résolution 
de  la  (jue.slion,  et  nous  rrenlendrons  nullement  disenter  la  |>Iausi- 
bilité  des  hv[)otlièses  plnsiques  sur  les(jiielles  repose  cette*  théorie 

St)it  /r^T  le  vecteur  du  déplacement  d'une  particule  d'éther,  siq>- 
posant 

(l)  .         m-  -.—  f  . 

D'après  rhvpothè>e  de  l'rcsnel,  la  force  de  restitution  sera 

/    (f-  i  S  i'ttï     \-  /f-  /  ">  /'t7s    .     (■-  l(  s  k  HT  )   -rr  ^  '^rr. 

La  forution  '^  est  sa  pr()|)ie  conjuguée,  les  coefficients  ^7^, />-. '■ 
sont  des  constantes  opli(]ues,  dont  la  valeur  dépend  du  mili»" 
cristallin  et  de  la  cotdcur  de  la  lumière;  elles  doivent  être  con>i- 
dérées  comun*  des  données. 

Lue  seconde  h\potlièse  de  Fresnel  est  que  l'éther  est  incom- 
pressilde  et  que,  par  suite,  les  vibrations  normales  à  la  suitac».' 
d  une  onde  luiuiiicuse  sont  inadmissildes.  Si  donc  a  ert  le  vecteur- 
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unité  normal  à  une  onde  plane  dans  le  cristal,  nous  avons  les  rela- 
tions 

(2)  «'=-1, 

(3)  Sa7sy=io. 

En  outre,  la  seconde  hypothèse  comprend  aussi,  comme  principe, 
que  le  déplacement  ira  et  la  force  de  restitution  t'ftn  doivent 
toujours  se  trouver  dans  le  même  plan  normal  à  la  surface  de 
l'onde.  Ce  qui  s'exprime  par 

TU""*  V  THCiTH  il  a, 

i        11/ 

c'est-à-dire  par 

(4)  S.aT3'^nj  r=  o. 

408.  Les  équations  (3)  et  (4)  montrent  que,  si  elles  sont  satis- 
faites par  une  direction  nr,  elles  le  seront  aussi  par  la  direction  axa 
j  un  cas  de  ce  genre  s'est  présenté  au  n°  273  |.  Il  en  résulte  que  le 
pian  (3)  coupe  le  cône  (4)  par  deux  droites  formant  entre  elles 
un  angle  droit,  ce  qui  peut  s'exprimer  en  disant  que  dans  un  élé- 
ment donné  de  l'onde  il  y  a  deux  directions  de  vibration,  et  ces 
directions  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

109.  Soit  ç  la  vitesse  de  propagation  d'une  onde  plane  dans  le 
sens  de  la  normale  au  plan.  Le  carré  de  celte  vitesse  doit  être  re- 
présenté par  le  quotient  de  la  composante  de  la  force  de  restitu- 
tion parallèle  à  la  vibration,  divisée  par  le  déplacement 

(  S(m,t9w)  ) 

\  "       Ttm        )' 
On  doit  donc  avoir 

La  surface  de  l'onde  de  Fresnel  devra  être  l'enveloppe  du  plan 

sous  les  conditions  que  a,  nr,  ^ nr  satisfassent  aux  équations 

(i)  ©«  —  -I, 

en  a«  ^  —  I , 

'3)  SacT  ^^  <>, 


j8G  en  api  tue  XI. 

Quoique  le  |)rol)lèm(î  (cli^  la  recherche  de  renveloppe')  seml)lo  I^m- 
niidahle,    Il  esl  néanmoins  d\ine    solution    fiicile.    Par  •:  »    el 
nous  ohlenons 


OjH'ranl  par  S  ,777,  on  a     en  aj)pli(|Nanl  Sa'-: 


(1 


d'où  l'on  lii'c 


--  ./'  -  .'^  vf'^TT)      -.  —    r    ; 


r-  )  HT  _:        7.  s  J.  .  ~ 


el,  par  suile,  ]  m  -.  -  —  *  :^  -^-  r-  }    •  a  :>:  scalar,  el  ^  y.-:7 


-1  (  » 


(  'i  ) 


S  .  7  I  ':-    •-  r'-  )  "'7.  —.:  o, 


Xous  rcniar<pu'roiis,  au  sujel  de  celle  équation,  qu'elle  di)nnc  |'l'* 
valeurs  réelles   pour  e  :   ce  sont  [  les  vi/rsst's  noj'ntfih's  rlr  j'r^>i 
<:(i({fui  (/('S  'HhIcs  qui  jH'oditlsrut  les  (leur  l'fnons  de  luueyi 
Va\  coordonnées  reelili^nes,  celle  équalion  est 


h\- 


t.  . 


\y\' 


m 


II 

(  ■      -  e 


«>, 


Kii   éliminant   rry,  on  n'<t  plus   ([ue  trois  é(jualions  pour  en 
duire  celle  de  ren\elo])p<^  ;  elles  sont 


u- 


((H 

('M 


S. a 


r-  )    '  a  — -  o, 


a-    -   -  -  I . 


Irai  tant  r  el  a  (-omme  vaiiahles  el  appliquant  le  proccd"  ■' 
n"  Wiyi,  après  inoir-  éliminé  ^A'  par  (^5),  on  ol>lient  \  pour  la  ui''' 
renlialion,  roir  la  fin  de  la  note  au  n**  17^,  rorinule  (.V)  \ 


e-  ,1    'a    t  -  e  s  S  X I  -:.  — -  e-  »    -  7.  z.~  lii. 


Opérant  pai;  S.  a,  nous  aurons  }  par  (  *>  ►  [ 


e- S:^(  -. 


e-  )    -  y.  ^^-  h 


Kn  sul)>litu,ml  celle  \aleur  <le  h  dans  la  précédente,  en  ronianp'*"' 
(pie  '^  est  conjui^ui'  de  lui-même  et  que,  par  suite,  on  a 


:'.{■:,    ;     e  •  )    -y. 


■j  -T-  e 


1  -, 
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on  trouve  [  sans  ambiguïté  de  signe 


Après  quelques  transformations  de  cette  équation,  on  en  déduit 

(6)  bis  ('(o  4-  ('')-* a  =  (0  —  p-)-*p. 

On  aura  donc 

'         '        ("^-hp' 
et,  en  traitant  cette  dernière  par  S.p,  on  obtient  finalement 

(:)  Sp(o-p«)-v  =  -î, 

ce  qui  est  l'équation  cherchée. 

Par  la  substitution  de  la  valeur  de  h  dans  Téquation  qui  la  précède. 

on  aura 

(«  -4-  i'*)-*a-h(i^p  —  t'*a)[(©  -f-  v*)-*a]*  =  o. 

Comme  le  facteur  commun  (^cp  +  v-)-*»  n'est  pas  nul,  nous  pouvons  sup- 
primer ce  facteur;  il  reste 

i-T-  t'Cp  —  pa)(«p-|-  t^^j-ïa  =  o. 

Si  nous  multiplions  par  p  —  pa  et  que  nous  remarquions  que 

(p  —  ra)'  —  p*  —  2V  Spa  -f-  v'a', 

ce  qui,  par  (a)  et  (5),  devient  égal  à  p*-h  f*,  nous  aurons 

p  —  C'a  -h  f(p'  -h  v')^^  -h  i^*)-*a  —  o. 

Les  transformations  de  cette  équation  peuvent  être  conduites  de  la  ma- 
nière suivante.  Prenons  la  fonction  (^-^v-)  de  Téquation,  il  vient 

('^  -+-  t'2)p  —  v{^  -f-  t?i)a  -\-  i>(p«  -\-  pï)a  =  o, 

ce  qui  se  réduit  à 

(ç  'T-  v*)p  —  r(çp  —  p')a=  o. 

Puisque 

nous  aurons,  en  prenant  d'abord  (o  -l-  p*)~S 

p  —  i'(o  —  p*)(<p  -+-  pï)-ia  =  o 
et  finalemeot 

('^  —  p*;   ïp  —  p(?p -+- i^*)-»a --- o. 

[Ce  serait  un  excellent  exercice  que  de  traduire  en  coordonnées 


i88 
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r(M  (nni^ulinrcs  1rs  dix  (lorni(''r(\s  ('(jiiiilions  à  pailirdc  (6  »  jnsqu'.'i  y  . 
On  reproduira  ainsi  presque  loules  les  phases  de  lran>rormrilinn 
par  les(pielles  Areliil)ald  Srnllli  [CaniIjri</i,'C  PhiL  l'tfjns.,  iS3'> 
arriva  le  prenner  à  un  mode  d'éliininalion  simple  cl  svnK'h  iqiic. 
Afais  nous  verrorrs  i>ierUol  que  le  procédé  que  nous  venon>  tli 
suiMe  n'<\^l,  de  l)eaueouj),  ni  le  plus  court  ni  le  |)lus  facile  sous  !■ 
rapporl  dii  (^ahid  des  (pralernlons.] 

Nous   iHinarqnornns  ijuc   o  c-l   co|>Kinairc   avec  a,  rrr.  c^tt,  p.uoe -jt;   i 
r<'quîilioii  (  î  bis),  savoir 

cj  à  riii<lo  tlo  (  ()  bis)  et,  (  <)  ter)  nous  lirons,  M  «'lanl  un  soalar. 


Mrn 


\'  :■: 


ri  '^    ■    V-  t 


I  '■:' 


c-  ) 


,  •> 


I.!*  prt'iuicr  incrhltio  <'t  1«^  qualrirnie  nionlrcnl  rpio  l'on  a 


O. 


]><'s  ni(")n(^>  proinicr  cl  (ju;il  rirnu^  intMnbri\s,  on  (l/dmruit  ;it:--i  ^\\\'"  '^2' 
':,z  sont  cohlaiiaircs  a\<M'  '^rrr,  ni:n>  nal nrellcnicnt  lour  plan  s.-i;"!  i^i'ii*  i.tli'- 
monl  (lillVrcnl  d*:  crlui  de  a.  tt;,  cttt,  ^  ;  ';,tv7  <crn  |n'rj)en(liculaiic  à  :.  jMii?']']-' 


',.rr> 


4  i 


—  -/-  i   '  S  «'l  à  rijuso  lie  S  0'v(  o  —  'j-  ) 


1  -,  — 


-  o,  c  esl-a-«iirc 


>  C':.T7T  —    o. 


\  , 


iii).    La  forme  de  l'éfjualion  (-)  exprimée  à  l'aide*  de  eoonlon- 
nées  est 


1 . 


</ 


/•- 


<■-  —  /•- 


( .(,'  n'esl  pas  la  fornu*  ^/néralemenl  donnée  à  Técpialion  de  I  onJo. 
Mais,  en  meltanl  (  j)  sous  la  forme 


^?   ~^? 


ou 


re  pré  seule   (  ,; 


z-)   '  0  ;  ou  bien 


:=  O. 


nous  oî:len(uis  la  foiine  connue 


1    j» 
//  ■./•- 


/; 


'  ). 


n 


n  ■ 


/■- 


('•    -    /■ 
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Pour  transformer  l'équation  (7),  considérons  Tidentité 
d  où  Ton  tire 

P  -^^(?  —  ^)~*P  =  (^~^)'~^^?  =  ?(?  —  ér)-*p, 

parce  que  cp  et  (cp  —  ^)~^   sont  permutables  entre  eux,  le  second  étant 
exprimable  par  cp  et  ^ *. 

Supposons  le  scalar  ^  =  p>  et  traitons  le  premier  membre  et  le  troisième 
ci-dessus  par  S.p,  nous  aurons 

p«-hp«Sp(o  — p*)-ïp--S?o((p  — pî)-îp. 

Or  le  premier  membre  contient  les  termes  de  l'équation  (7)  multipliée 
par  p>;  donc  on  a 

<:',)  Sp^(^  — P»)-tp  =  o. 

Cette  dernière  équation  peut  être  mise  sous  les  deux  formes 
nouvelles 


V?-pV 


I 


T(p-— r^r*P  =  o. 

411.  En  appliquant  les  résultats  des  n'^'  171  et  172,  nous  pou- 
vons opérer  une  multitude  de  transformations.  Nous  nous  borne- 
rons à  indiquer  les  plus  simples;  mais  le  lecteur  pouiTa  en  trouver 
d'autres  par  un  procédé  analogue  à  celui  qui  va  suivre. 

Mettons  Téqualion  de  Tonde  sous  la  forme 

S?(?"*-H/§r)-*?  =  o, 

où  Ton  suppose  g  :=  —  p~^. 
Nous  avons  pour  g^i  =  i 

en  vertu  de  la  permutabilité  des  fonctions  qui   dépendent  de  la  même 
fonction  il  nous  vient 


d'où  nous  tirons 


Sp(^^-*-f-^j     P^^iSp^(^-t-^i)  'p. 


KJO 


ni  Vl'ITRh'    \i. 


^5 


."  1 


le  second  nn'nil)re  sera  (  7'  )  nul,  il'où  r<*siillc  rc(|uation  de  r<»ii(lL' 


';') 


S^,  c-i  —  c^  )-«o^  o. 


NtMis  |)(mv()n-s  rcMiiplacer 


S:('^    '-t- A")    ' 


() 


(  I 


SOUS  la  coiuliliou  ■  {  w  1,  11"  ITïî  [  (|ii('  nous  |)ronion: 


aux    II"'    171   el    17^  la    i'onclloii   à   Iranslormer   ol 


I  -:<  —  ;'■  i 


landis  «nie,   ici,  an  11"  III,  11  hn^ll  de  (  ,:    '  -j-  :,'  )    '.  l.a  \al<iii'dc /' 
sera  donc  ici  m  -^  — ■  S  ,:    '/'.:'    '  /  -i"'  /. ,  <'l  par  le  n"  107  nous  uM»;^ 

—  (t-  !,    .  .  .  ,    (-l'on   :^    '  /    -       ;   ^ 


:  ^  - 


I^a  lr.in>roiaiiée  sera  donc 


il) 


S. 


-  ///  S''-^:-  )    '  c  —  o. 


I(  i  Jions  a\()ns  !  ahslracllon  (aile  i\\\  >\*x\\c  î 


///  - 


a-  !)-('- 


el 


el,  en  poNanl 


(/-..'■-  -^    //-  \  -  —  r   Z--  ; 


nous  aurons,  pour  r<'(ju;ilion  de  la  surface  de  Tonde, 


—  (  > 


>  ( 


/ 


r- ,,' 


■  h- 


Wl.   Lé(|Uitli(»n  Ils  (jue  non^  \  iin^ns  d'élaljlir,  nous  ^e^vl^a  a  Li 
déninnslral  1(01   <!u   I hrnfi'nit'  de  /V/Vr/.w.   savoir   (ine   l'i  sui'J'"' 
(le  r'iit'Ii'  csl  1(1  ircipriKfuc  d\U<'-iiiri)ic  i'esjf('<'tL\'cni':ii(  ^'  '  ' 
fijis(>h/('  <!'.>iil  r rtjudlîiin  est 


s 


;     "     ..•/.■.--.  ; 
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L'équation  du  plan,  lieu  des  points  de  contact  des  tangeiltes  à 
cet  ellipsoïde  issues  du  point  p,  est 

Scycp*p  = 


y/ m 

1 13  étant  le  vecteur  d'un  point  quelconque  de  ce  plan  |. 

La  réciproque  j  le  pôle  j  de  ce  plan  par  rapport  à  la  sphère  unité 
dont  le  centre  est  à  l'origine  a  pour  vecteur 

s  l  ) 

I  obtenu  en  posant  w  =  Wq  parallèle  à  y*  p,  et  otîJo  =  i  j  . 

On  tire  de  là 

-J  I 

p  -—o    '  (J  X  -—  • 

Cevecteurp,  étant  substitué  dans  Téquation  j  Sp'^(cp  —  p")~*  ?  ^^  o  j 
de  Tonde,  donne 

S(t(  o S<J9~*a  I      (J  ^=  o. 

\*        ni       ^       J 

Cette  équation  diffère  de  (i)  du  numéro  précédent  en  ce  que  o 
\  est  remplacé  par  ^""*  j  et  vice  versa  j  et,  en  concordance  avec 

cela,  m  y  est  remplacé  par  —  L'équation  ainsi  obtenue  représente 

donc  la  surface-index.  La  réciproque  de  Tonde  par  rapport  à  Tel- 
lipsoïde  sera  donc  Tonde  elle-même. 

j  En  résumé  :  De  l'extrémité  du  vecteur  p,  située  sur  la  surface  de  I*ondc. 

on  mène  des  tangentes  à  l'ellipsoïde  Sp'cp*p'  =  n.   Le   plan,   qui   contient 

les  points  de  contact,  a  pour  équation  Sin'cpp^  =  n.  La  distance  de  ce  plan 

t 
à  l'origine  est  donnée  par  le  vecteur  cto»  tel  que  w^o'-^p  —  n.  L'inverse  de 

iTu,   par   rapport   à  la  sphère-unité,  sera   a,  détermine  par  jttto  — i;  d'où 

_  1 

Exprimant  p  à  l'aide  de  a,  on  a  p  ==  ©  *j./i;  l'équation  de  la  surface 
<ic  l'onde  montre  que  j  satisfait  à  l'équation  de  la  surface-index,  savoir  i\ 
la  surface  réciproque  de  l'onde.  ! 

413.  Ilamillon,  dans  ses  t^lénients  (p.  736)  donne  un  cal- 
cul d^uue  simplicité  remarquable^  de  la  ibrme  de  Téquation  de 


l()A  cil  A  IM  tri:    XI. 

la  surface  de  I  onde,  el  le  lecleiir  pourra  consulter  avec  fruit  -ion 
Ouvra«;e.  (1(m|u1  va  suivre  contient  en  substance  les  mêmes  uu- 
tières,  mais  on  v  a  inséré,  pour  le  profit  du  lecteur,  plusieurs 
formides  intermédiaires  cpiun  analyste  c\j)'rimenté  pourrait  de- 
viner. 
_.oit 

(  I  )  S  [j.p  ^=-  —  I 

Técpialion  d'un  plan  tani;ent  à  l'onde,  c'esl-à-dire  du  Iront  Je 
Tonde.  Dans  ce  cas,  u.  représente  la  lenteur  de  Tonde,  c'est-à-iiiit 

;„-  sera  la  \ilesse  de   i)roi)a;ialion    normale  \  a  — _-  -,  du  n"  i<Hl   • 

\   [X  1  1      D  p  ^,  j 

Soit  TTï  le  secleur  d'un  déplacement  (dans  ce  plan);  ;jL~-r5  seraT 
composante  eflective  de  la  force  de  restitution.  Si  donc  ^rn  repri- 
sente  la  saleur  totale  de  celte  forets,  nous  aurons 


'^TTT    —  •/.    -  rrr  I    'J.. 


Toù  il  vient 


(  ':,  —  ').'  -  ) 


»;. 


<'t,  comme  ttj  est  dans  le  plan  du  front  de  Tonde,  on  a 
par  suite,  on  trouve 

S  'J.  I  '^  —  'J.    -  ) "  ^  a  ^--  o. 

'4  l  /  l 


I       l     ) 


Cette  é<piallon  esl  en  réalilé  Técjualion  [G)  du  n'  5(i9;  niai-^ 
elle  ap[>araît  ici  comme  Téquation  de  la  suif (icc- index,  c'e^l- 
à-dire  la  [)olaire  réciproque  de  la  surface  de  Tonde  par  rapport  ùLi 
sphère- uni'»'.  <lont  le  centie  est  à  Tori^ine.  La  partie  opli<|iio  »lii 
proTlème  se  trouve  résolue  ici  ;  ce  (pii  reste  à  compléter.  c'e>l  1'* 
procédé  géomélriipie  dun"«MI,  tel  cpTil  suit. 

il  i.  L'écpialion  (  'i)  du  numéro  précédent  peut  être  transfonnét'. 
par  les  ])rocéd 's  d(^s  n"'  ilO  et  ill,  en 

IN)ur  en  déduire  la  surface  de  Tonde,  on  emploiera  un  >ecleui 
auxiliaire 
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ce  qui  donne 

(l)  JX  =  (|*«  — <p-»)T. 

L'équation  de  la  surface-index  devient  ainsi 

(a)  Stxxzz:! 

et,  par(i), 

(3)  t*'*^'  —  STçp~*T=:i. 

DifTérentions  cette  équation,  et  ajoutons-jr  la  différentielle  de  (i) 
traitée  par  2S.T,  c'est-à-dire 

aS.Trf[fx  —  (fx'  —  <?~*)'f]  =  0; 
le  résultat  divisé  par  ( —  2)  devient 

x-SfXt/;A  —  S'zd[t.z=:  o. 

Cette  équation  et  la  condition  (n°  311) 

Spd[k^=  o, 

appliquée  à  (i)  du  n^  413,  nous  donnent 

X  étant  un  scalar.  Cette  équation,  jointe  3(2),  montre  que 

En  traitant  la  même  équation  par  S.p,  et  appliquant  (4)  et  l'équa- 
tion (i)  du  numéro  précédent,  nous  obtenons 

Nous  aurons  donc  par  cette  valeur  de  x 
ce  qui  donne  [par  (2)] 

A  l'aide  de  ces  deux  valeurs  l'équation  (i)  ci-dessus  donne 
d'où 

Tait.  —  QucUernions,  II.  1 3 
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011  appliquant  (  i),  nous  obtenons  j  (7")  du  n"  411  { 

c.-i,,. -1        ,-2  1-1,-1 — ^ 

cnsuilc  une  transformation  déjà  omplo\cc  donne  [  (  7  ^  n°  W10[ 

S  0 1  w  —  s-  )~  '  s  —  —  I  . 

iltj.  Pour  mieux  faire  eonnahre  la  partie  j)raU(]ue  du  Calcul'lo 
t|u;ilerni()ns  (ee  (jui  est  notre  objet  prineipal  ),  nous  Ncmlons  re- 
prixUiire  (jU('I([ues  points  de  eelte  reeherche  en  modillant  le  [jh»- 
cédr*. 

AppIi([U()ns  Ja  tr;m^lormation  du  n"  108  à  rexpression  do  '^^ 
définie  au  n"  ii)7;  nous  trouvons 

rr/^/TTT-t    '^7-^./^    r-  ('"A  r^ /.  m -^  A  ^  ;j.  T77  -f- jx  b/.  ^ — /y  m, 

.Nous  aniMMi^,  pour 

la  iornie 

Ia\  reuaiilanl  ttt  eoninie  la  dinnilion  de  la  géîiératriee  d'un  conc. 
(i  en  nous  riipj)elanl  <jne  Srryx  z^  o,  e'est-à-dire  (pie  rr^a  c>t  un 
\eeleur,  l'éipialion  piéeédenle  peut  S(*  mettre  sous  les  formes 

(    S  .^x\   .  / '^  J.'    -    S  .T7t7/ 'rrr  a'  =::  o. 
(    s  ;j.   \  .  —A    ~v.     .  -  -  >  .  ;j.  M  A  TTTa  rr:  o. 

(les  équations  j  sous-entendant  (]ue  SaTtjrr^o  !  représentent 
<leu\  eones  du  seeond  ordre,  (pii  passent  {)ar  les  intersections  ^'^' 
i  ^  )  et  (  Il  du  n"  i<)7.  Il  >'ensuit  (]ue  les  intersections  de  cc>  cono> 
ri'présenlenl  les  direcilujns  des  vibrations. 

il().    L'une  des  écpiations  (1), 

montre  que  rrry/rry  est  coplanaire  avec  a  cl  [jl';  et,  comme  rs  est  pcr- 
pendlenlaire  à  a,  il  sera  également  incbnc  sur  Wa  et  \u2. 
}  ou  bien  sur  V//sc  et  — Va'a  }. 

En  elfet.  soient  L,  M,  A  les  projections  de  )/,  jjl',  a  sur  la  sphère- 
unité  *  L,  M,  A  étant  les  intersections  de  )/,  ijl',  a  avec  la  sphère- 
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unité,  l'orîgîne  de  ces  vecteurs  étant  au  centre  de  la  sphère  |  et  soit 
BC  le  grand  cercle  dont  le  pôle  est  A  {fig*  67).  Nous  avons  à  trouver 

les  projections  de  ni  en  P  et  en  P',  telles  que,  si  Ton  prolonge  LP 


jusqu^à  sa  rencontre  en  Q  avec  le  grand  cercle  passant  par  A  et 
M,  nous  ayons 

PQ:=:LP. 

Les  points  P,  P'  étant  ainsi  déterminés,  nous  aurons  par  con- 
séquent 

et  par  suite  les  points  c  et  6  (ou  6')  sur  le  cercle  BC,  situés  à 
angle  droit  respectivement  à  partir  de  C  et  de  B,  représenteront 

VA'aet(qi)V[JL'a. 


417.  On  peut  établir  ce  résultat  par  un  calcul  explicite, 
effet,  on  a 

Sera  =zo 


En 


et 


d'où 


S.?nV.aX'nT;x'=i:o; 


a?m  =  V.«V.aX'm:x'  =  — VVrojx'  — otSaV.X'.mjx'. 


De  là  on  tire 

(SXV  —  x)w  =  (  V  -h  aSaX') s  [x'w  -+-  (  n'  -h  aSa[x')SX'm. 

Opérant  successivement  par  S.V  et  par  •S.jjl',  puis  transposant 
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des  termes,  on  ob lient 

(./  -f-  bA  a^;x  a)^A  m  1=:  (A  -a'  —  b"  A  a  j  b  |x  rrr  tzz  b  jx  cjT- \  aï. 
(  ./•    \-  SX'aS;Ji.'a)S;i.'TîT  ^=  S  X'tuT- N'a'x; 

d'où  l'on  a 

Sz/nr  S'x'rTTT-^VA'l 


el,  par  suile, 


ce  (jui  sera 


S  a'cT         S  À  'tî7  T^  V  'x'a 


b  A  T7T  b  'X  HT 

1  V  A  a  1  \  a  a 


/      ^  I  > 

'  A  IX 


\  r\  A  a  1  \  [X  a  / 

lit,  comme  on  a  ans>i 

Il  en  résuUe 

^^      -  L'(LVÀ'airl  V;i.-.^ 

il8.    L'inlerprétalion  opliquc  de  ce  résuhat  et  de  son  ô(|ui\'' 
lent  dn  n*^  i!()  consiste  en  ce  qne  1rs  j/lrr/fs  f/c polarisation  [  |»<'i 
pendiculairc^s  à   ^  arry  el   à    \  a  \  y.r;T  [   (-/r.v   Jeux   ra\0Jis  fiant  h'^ 
fm/ifs  /les  oiah's  sont  /^(/rallclcs  }  perpendicnlaires  à  a  [  hisscrtftii 
les  a/fi!  1rs  rorfi/j/is  rntrr  les  plans  qui  passent  par  la  nornfil' 
à  Vomir  j  a  [  rt  par  1rs  axrs  optiqnrs  /J  et  |x\ 

* 

ill).    D'après  le  n"  400,  la  vitesse  normale  devient 


-   --  b  7TT:,nT  ~L.   o  b  A  TTT  b  -x  T7T  —  />  73"  =:t  y>   :' 


1- 


(T  zz  Si.N'À'ïN  ;j-2 


(.et  le  transformai  ion,  fondée  sur  la   valeur  de  m  au   n"  417.  p^i'' 
('tre  facilement  vérifiée. 

Soit 

TVA'a-r/,     TV;x'a  =  /^     .'l     //2=-uï,     /i=r:i. 

Alors  on  a  (/?i  étant  un  scalar  à  déterminer) 

\'À'a        ,  V|x'a 

niîjj  ~- h  ^  — j —  . 

a  b 
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Kn  élevant  au  carré  et  puisque  m'  =  —  i,  on  trouve 

—  m»  =  — T 1 jÇ 1 r — ^--  ; 

a*  o*  ao 

mais 

V«X' 


îX'a_  V« tx'g  _ 


donc  il  vient 

abm*  =  ^[ab  ^  hS\r%\ [L'a]. 

D'un  autre  côté,  en  traitant  mw  par  SX',  S[x',  on  a 

mSAnT=  i-^-~i     /nSuLm= ' — : 

o  a 

d'où  l'on  tire 

SXnTS(XTn=  — ^— ^—  =  .^^T-AS^VXVVjx'cc'      •••• 

Si  donc  i^4  et  i^2  sont  les  vitesses  des  deux  ondes  dont  les  nor- 
males sont  cLf  on  aura 

i>J  —  i'J  =2  2TVX'aV|j/a  =  proportionnel  à  sinA'a  sinfx'ot. 

Il  en  résulte  que  la  différence  des  carrés  des  vitesses  de  deux 
ondes  parallèles  varie  proportionnellement  au  produit  des 
sinus  des  angles  compris  entre  les  axes  optiques  et  la  normale 
au  plan  de  l'onde. 

4âO.  Au  numéro  précédent  nous  nous  sommes  basés  sur  Téqua- 

tion 

(T*-S«)VX'aVfx'a  =  T«V.VX'«V|x'2=:S*X>'a. 

On  a  donc  aussi 

r»=:/>'q:(T±S).VX'«Vfx'«. 

L*équation  de  la  surface-index  j  (6)  n^  409  |,  pour  laquelle  on  pose 

T?  =  7,.     Up  =  «, 

sera 

i  =  -/,'p«q:(T±S).VX'pV,i'?, 

Cette  équation  deviendra  celle  de  la  réciproque  de  la  surface- 
index,  savoir  la  surface  de  l'onde  même,  si  à  la  place  de  ^  nous 
mettons  son  inverse  cp~*,  et  que,  par  conséquent,  dans  les  valeurs 
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Je  f'\^'p'  nous  remplacions  a,  b.  c  rcspeclivemenl  par  «~* ,  />"'.  c'. 
Ce  clianj^cmenl  nous  donnera  l'équation 

I  —  —  /> ;/-  zc  (  T  ir  S ) .  V  /.s  \'  ap 

comme  Ibrmc  nouvelle  de  ré(]ualion  de  l'onde  d'après  Frcsnel.  cl 
Ton  aurait  |>u  trouver  cette  écpiation  en  \^p^  par  une  transformation 
i m nu'd iule  de  (  ~  )  au  n"  iOÎ). 

Lors(|ue  Ton  emploie  la  transformation  de  ':>  à  Taide  de  '.,  x  du 
n"  1^1  j  en  v  posant  a  z=:  {(rK  |îi  =zjlr^^  y  r=  /»r~'  |,  l'équation  Je 
Tonde  écrite  en  dernier  lieu  devient 

j  Si  nous  supposons  (f-  >*  //-  ;::>  c-  >>  o,  et  que  pour  simplifier  nou> 
posions 

\^(t-         h-    -ffi,       \  f/-     -    c-  —-  hi,       \  h'  —  c-=:Ci, 

nous  aurons  les   solutions  réelles  suivantes 


2  hh. 

(l  -H  C 


oA/ 


a  —  r 


/^'—  b-,     p—b~^  \, 


421.  iSous  allons  uiainlcnant  tirer  quelques  propriél''»  delà 
surface  de  Tonde  à  Taide  des  dillerentes  formes  de  l'équation  quo 
nous  avons  donnée.  Xotre  objet  est  de  présenter  des  exemples  '^^ 
(pieslions  traitées  à  Taide  des  cpialernions  el  nullement  d'é|)Ul^<?^ 
entièremenl  noire  sujet  comme  problème  de  Physique. 

i22.  Construction  de  la  surface  de  l'onde  par  points,  don- 
née par  Fresncl.  Par  le  n^  273,  (4),  nous  voyons  que  les  lon- 
gueurs des  demi-diamètres  principaux  de  la  section  de  Tellipso'ue 

Spo""'  0  =  0 
par  le  plan 

S  ap  r:i  o 
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sont  déterminées  par  Téquation 

Si  nous  prenons  sur  la  direction  a  des  longueurs  égales  à  ces 
demi-axes,  les  extrémités  de  ces  lignes  formeront  une  surface  pour 
laquelle  on  a  a  =  Up,  les  longueurs  étant  Tp,  déterminé  par  l'équa- 
tion précédente. 

L^équation  de  la  surface  ainsi  formée  sera  donc 

Sp(?-'  — p"')~*P  =  o; 

c'est  Féquation  des  n"^'  "ill  et  41  ^i. 

L'équation  de  la  surface-index  se  déduit  de  celle  de  l'ellipsoïde 
réciproque 

Sp??--i 
parla  même  construction. 

423.  Si,  dans  l'équation 

i  =  -/,p«z|=(T±S).VXpV|*p, 

nous  supposons  soit  Wp  =  o,  soit  V  [xp  =  o,  nous  aurons  respec- 
tivement 

Ces  deux  valeurs  correspondent  à  des  points  singuliers. 

Pour  examiner  ce  que  devient  la  surface  dans  le  voisinage  de 
ces  points,  posons,  pour  le  premier,  par  exemple^ 

UX 

VP 

traitons  Ttsj  comme  très  petit,  en  négligeant  les  ordres  supérieurs 
au  premier  en  Ttst.  L'équation  de  l'onde  devient  alors 

2j9SXm  -h  SwV.XVXhl  =  ±  T.VXw  VXjjl; 
c'est  l'équation  d'un  cône  du  deuxième  ordre. 

424.  Puisque  l'équation  de  la  surface-index  est  de  même  nature 
que  celle  de  la  surface  de  l'onde,  on  doit  s'attendre  à  ce  que  la 
première  surface  ait   également  quatre  pointes  coniques.    D'un 
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autre  coté,  comme  on  peut  mener  un  nombre  indéfini  de  plans 
tangents  au  sommet  de  chacune  des  pointes,  il  s'ensuit  que  la 
surface  réciproque  (et  dans  ce  cas  aussi  la  surface  de  Tonde)  doit 
contenir  une  série  de  points  pour  lesquels  il  n'y  a  qu'un  seul  et 
même  plan  tangent  à  la  surface.  La  surface  de  Tonde  devra  ainsi 
cont(mir  quatre  ])lans  tangents  qui  la  touchent  le  long  de  courbes 
correspondantes. 

Pour  trouver  bi  forme  de  ces  courbes,  emplovons  la  dernière 
forme  de  Téquation  de  la  surface,  au  n°  420.  Si  nous  v  prenons 

(0  TViS=:TVx,., 

les  valeurs  de  p  correspondront  à  un  cône  du  second  degré.  C«' 
cône  rencontre  la  surface  de  Tonde  le  long  de  la  courbe  d'inter- 
section de  Tond(î  ]>ar  les  plans 

\rais  la  surface  de  Tonde  n'est  ])as  coupée  par  ces  ])lans,  elle 
leur  est  langenle  ;  car,  aussi  longtemps  que  p  satisfait  à  la  surdicc 
«b'  Tonde,  la  valeur  absolue  de  S('.  —  x)p  ne  pourra  pas  excéder  hi 
valeur  absolut^  (b'  (  x- —  '.- ). 

Cc>  couilx^s  sont  des  cercles;  cela  résulte  de  (i)  combiné  à  (21. 

car  on  en  tire 

p-  —  q-  S(  i -i-  x)o, 

é(]ualion  (pii  représente  deux  sphères,  sur  lesquelles  sont  situées 
les  courbes  (planes)  en  ([ueslion. 

Le  diamètre  de  ces  arêtes  circulaires  est 

9!TV 


T\  (•   -  xjU('.  —  y.)  —  — ^j  \[a-  -  //-)(/>-  — f-i. 

1(1  —  y.  )         0 

Quoique  ces  procédés  soient  très  simples,  on  trouvera  néan- 
moins <jue  les  résultats  que  Ton  en  a  déduits  peuvent  s'obtenu' 
tout  aussi  iacilement  à  Taide  de  Téquation 

car  la  question  se  réduira  à  recliercber  les  racines  de  Téqualion 
Vc',:;"'  0  =  0,  et  à  attribuer  à  —  c^-  la  valeur  du  carré  de  Tune  de 
ces  racines.  Dans  le   cas  présent,  la  valeur  T ^  =-  h  sera  la  seule 
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racine  qu'il  conviendra  d^étudier  j  si  b  est  une  valeur  comprise 
entre  aetc). 

"iSo.  Par  le  n^  413  nous  voyons  que  le  vecteur  auxiliaire  t  (du 
n®  414),  savoir 

est  parallèle  à  la  force  de  restitution  ^w.  Ainsi  que  Hamilton  Ta 
montré,  Téquation  de  l'onde,  mise  sous  la  forme  [(4)i  n°  414] 

Sxp=:o, 

montre  que  la  direction  de  la  force  de  restitution  est  perpendicu- 
laire au  rayon. 

De  plus,  comme  à  un  même  vecteur-unité  Up  correspondent 
deux  tenseurs  de  p  sur  l'onde,  lesquels  sont  donnés  par 

S.Up(o-'  — p-«)-'Up  =  o, 

nous  voyons  que  les  directions  des  vibrations  sont  parallèles 
aux  diamètres  principaux  d^une  section  plane  quelconque  de 
Vellipsoïde 

Sp^-»p  =  i, 

lorsque  le  plan  de  la  section  est  parallèle  au  plan  tangent  à  l'onde, 
les  vibrations  ayant  lieu  dans  un  système  de  deux  plans  tangents 
parallèles  ;  ou  bien  aussi  que  les  directions  des  vibrations  sont 
parallèles  aux  tangentes  aux  lignes  de  courbure  qui  corres- 
pondent au  point  de  Vellipsoïde  où  le  plan  tangent  est  paral- 
lèle au  front  de  l'onde. 

426.  Enfin  une  courbe  tracée  sur  la  sur/ace  de  fonde  de  telle 
sorte  qu'à  chaque  point  elle  soit  tangente  à  la  direction  de  la 
vibration  correspondant  en  ce  point  sera  déterminée  par 

«^?ll(î"*— P"')p- 
On  déduit  de  là 

S  9p  dpzno 
et,  par  suite, 

Sp??-C 
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(^es  courbes  seront  donc  les  intersections  de  la  surface  de  l'omic 
il  d'une  série  d'ellipsoïdes,  (jui  lui  sont  concentriques. 

On  bien  aussi,  d'après  le  n'*  409,  on  a 


ce  qni  donne 


Si  (Ioik;  on  pose  d'^  ||  t^,  l'rcjaalion  du  n"  ilO, 

S'wO(  'j^  —  >-  r'  z  =  Oy 

.1-1        '  <  ' 

(l(Uine 

S':;-ST7y  z=  S  ootît  =  o, 

et,  par  suite, 

S  Z':>  f/z  —-  o. 

W7.  Pour  /rs  couî'brs  qui  coupent  les   lis^^nes  de  vibration  'i 
(f/ii:ie  (Iroii,  nous  avons 


''/   'l    *  ,-r        \^        —  i"        /        i"  Il    *  l^W  i"     ^ 

d'où  Ton   lire 

Sp  ^/p  — ~  o, 

par  suite 

i^Wpialion  <lu  n"  i()9,  savoir 


montre  (jue 
Si  donc  on  pose 
cela  dnnne 
d'où,  et(\ 


w—  M^io  —  >-  )-'p=  M,  - 

Sparrr  :=  o. 
dz  I    \'  arjT, 

S  z  dz  —  o  ; 


va—  p 


•> 


Les  courbes  en  question  seront  des  sphères  concentriques. 
Ces  courbes   sont  en  même  temps  des  coniques  sphénquch 
puisque,  aux  points  où 

T.  =  C, 

l'équalion  de  l'onde  devient 

S.p(o-'  uC-=)-'?  =  o, 
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ce  qui  est  Féquation  d'un  cône  du  second  ordre,  dont  le  sommet 
est  au  centre  de  la  sphère  et  de  Tonde,  et  qui  rencontre  ces  sur- 
faces le  long  de  leur  courbe  d'intersection.  {Quar ter ly  Math.  Jour- 
nal, 1859.) 

I  Les  vecteurs  i,  x,  dont  il  est  question  au  n^  420,  sont  suscep- 
tibles de  recevoir  quatre  déterminations  distinctes.  Si  nous  ef- 
fectuons les  calculs  du  n*^  121  en  employant  les  notations  que 
nous  avons  introduites  dans  la  note  du  n^  420,  nous  arriverons  à 
l'équation 

dans  laquelle  on  a  disposé  les  termes  de  manière  à  rendre  a\  et  c\ 
positifs,  conformément  à  Thypothèse  a^  >  6-  >  c'  >  o. 

Les  deux  membres  de  cette  équation  pourront  être  identifiés 
de  deux  manières  différentes,  selon  que  Ton  égale  les  deux  vec- 
teurs 

p{iaiC  -\-  kc^a)     et     -{—  ia^c  -\-  kcia)^ 

,  .        .    lahc            ,    labc  ,  .         ^ 

respectivement,  ou  bien  a  -r r  t  et  a  — x,  ou  bien    a  ces 

mêmes  expressions  dans  lesquelles  i  et  x  auront  été  permutés. 
Dans  les  deux  cas,  nous  arriverons  à  Téquation 

dont  les  racines  positives  seules  seront  à  employer  (ou  bien  les 
valeurs  négatives  seulement,  les  valeurs  soit  de  i,  soit  de  x,  qui  ne 
différeraient  que  par  le  signe  ne  pouvant  pas  être  regardées  comme 
des  solutions  distinctes). 
Les  racines  positives  seront 

a-hc  a  —  c 

(les  valeurs  inverses  correspondantes  seront  respectivement />2  et 
pt  en  vertu  de  a*  —  c*  =r  6J). 
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Nous  aurons  ainsi  quatre  groupes  de  valeurs  pour  les  vecteurs 
»,  et  X.  Mais  dans  leur  application  aux  équations  du  n"  42 i  nous 
pouvons  rrduire  ces  quatre  p^roupes  à  deux  groupes  seulement, 
puisque  les  équations  du  n^  12 i  et  les  conséquences  qui  s'en  dt- 
duiscnt  ne  sont  nullement  aflfectées  quand  on  v  permute  les  lettres 
i  et  X. 

INous  sommes  donc  libres  de  choisir  deux  des  groupes  de  valeurs 
de  ».  et  dex  j)armi  les  cpialre  groupes.  Nous  considérerons  doncles 
deux  suivantes,  qui  sont  symétriques  par  rapport  à  l'axe  des  /, 
savoir 

a    \-  c         .  .  a  -    c         .  , 

(f  -^  c         .  ,  a  -    c         .  , 

t,  "    — 7-7— ( — /^/,  r* -r- A  r,  ^/ ),      x,  tih  — .-j- K       ia,C^hi\n\. 

A  cliacun  d(î  ces  groupes  '.,  x  correspond  un  conc  du  seconJ 
degré  défini  au  n"  12 i,  et  dont  l'équation  peut  recevoir  la  forme 

S  .  \'  p  ('  •-  —  X  )  \'  0  (■  •   -T-  X  )   ==0. 

Les  axes  intérieurs  de  ces  cônes  seront  dirigés  respeetivenienl 
suivant  la  ljiss<^clrice  de  Tangie  compris  entre  les  directions  «Je 
'.  —  X  et  de  '.  -{-  X.  C.liacun  des  deux  cùnes  contiendra  deux  arêtes 
circulaires  de  Tonde,  de  sorte  que  la  surface  de  l'onde  renfermera 
(piatre  de  ces  arêtes  circulaires  le  long  de  chacune  desquelles  il 
n'\  a  ([u'un  seul  et  même  plan  tangent  à  la  surface,  et  ces  courbes, 
a\ant  la  ménx'  diiiKMision,  sont  svmétriquement  placées  par  rap- 
|)ort  aux  plans  passant  par  les  axes  des  /, y,  k.  j 

428.  Comme  autre  exem|)le  de  l'application  du  Calcul  des  qua- 
ternions,  nous  considéierons  le  cas  de  l'action  de  courants  élec- 
triques sur  d'autres  courants  ou  sur  des  aimants,  et  celui  de  1  ac- 
tion mutuelle  de  deux  aimants. 

Si  l'on  conqiare  les  procédés  que  nous  emploierons  avec  ceux 
(rAm|)ère  (  Théorie  des  pJténomèncs  électrodvnamiqueSj  etc.. 
dont  beaucoup  de  parties  ont  été  parfaitement  reproduites  par 
iMurphv,  dans  son  Traité  de  Y  Electricité)^  on  verra  combien 
l'emploi  des  quaternions  simplifie  les  calculs. 

Les  mêmes  avantages  seront  acquis  dans  les  recherches  sur  les 
actions  mutuelles  de  deux  aimants  permanents,  où  les  résultantes 
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des  forces  et  des  couples  se  Irouveront  introduites  sous  leurs 
formes  les  plus  directes. 

429.  Ampère  a  pris  pour  point  de  départ  les  lois  suivantes,  dé- 
duites de  l'expérience: 

I.  Deux  courants  qui  sont  égaux,  mais  opposés,  traversant  dans 
l'un  et  l'autre  cas  le  même  conducteur,  produisent  sur  d'autres 
conducteurs  des  effets  égaux,  mais  opposés.  De  ce  principe  il  ré- 
sulte que  l'élément  d'un  courant  ne  produit  pas  d'effet  apparent 
sur  tout  autre  élément  de  courant  situé  dans  un  plan  mené  par  le 
point  milieu  du  premier  et  perpendiculairement  à  la  direction  de 
ce  premier  élément. 

II.  L'effet  d'un  courant  est  le  même,  soit  qu'il  traverse  un  con- 
ducteur d'une  configuration  en  ligne  droite  entre  les  deux  extré- 
mités du  courant,  soit  qu'il  traverse,  entre  les  mêmes  extrémités, 
un  conducteur  dont  la  configuration  dévie  de  la  ligne  droite,  mais 
qui  soit  telle  que  les  déviations  ne  s'étendent  qu'à  de  faibles  dis- 
tances de  la  droite  qui  joint  les  extrémités. 

III.  Un  circuit  fermé  ne  peut  pas  mettre  en  mouvement  l'élé- 
ment d'un  conducteur  circulaire  mobile  autour  de  l'axe  du  cercle 
auquel  Télément  appartient  (l'axe  du  cercle  étant  la  droite  menée 
par  le  centre  perpendiculairement  au  plan  du  cercle). 

IV.  Dans  des  systèmes  géométriquement  semblables,  qui  sont 
traversés  par  des  courants  égaux,  les  forces  seront  égales. 

A  ces  principes  nous  ajouterons  le  suivant  :  U action  mutuelle 
entre  deux  éléments  est  une  force  dirigée  suivant  la  droite  qui 
joint  les  éléments  (supposés  infiniment  petits).  De  plus  nous 
supposerons  que  l'action  de  l'élément  d'un  courant  sur  un  élé- 
ment quelconque  d'un  autre  courant  soit  proportionnelle  à  la  fois 
au  produit  des  intensités  des  deux  courants  et  au  produit  des  lon- 
gueurs des  éléments. 

430.  Considérons  deux  circuits  fermés  qui  sont  traversés  par 
des  courants  dont  les  intensités  sont  respectivement  a  et  a|. 
Soient  a'  et  ai  des  éléments  respectivement  de  ces  deux  courants, 
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Cl  a  le  vecteur  qui  joint  les  points  milieu  do  ces  éléments  1 1' 
point  milieu  de  a,  étant  pris  pour  origine  de  a  •.  La  conip'- 
sanle  de  lu  force  ai^issante  provenant  de  l'eflVt  de  a'  sur  a,  'K- 
com|)os('î  dans  la  direction  de  a,  devra  être  une  diflérenliell' 
exacte  par  rapport  à  a,  c'est-à-dire  par  rapport  au\  trois  éléinorib 
scalar  de  a  rei;ardés  comme  variables  indépendantes.  En  (.tlVl, 
la  somm»'  de  toutes  ces  composantes,  obtenue  pour  tous  le^ 
t''l('in(*nt<  '/'  du  circuit  fermé  autpiel  a'  aj)[)artient,  doit  être  iiull-' 
d  aprr<  111. 

D'aprr-^  1  et  11,  l'eirtM  de  a'  sury.i  doit  être  une  fonction  dr  T?.. 
de  S '/a',  Saa,  et  de  S  a  a,;  car  à  l'aide  de  ces  quantités  on  j»eiil 
déliiiir  les  eoniposaïUes  dr  l'elfet  total  parallèb'ment  et  perpenJi- 
culairemeut  à  a  ,  à  a,  et  à  y..  Xous  poserons  donc 

La  (oiiipt^^ante  dr  l'aelion  de  y.'  >uv  a,  suivant  la  direction  «le  i. 
est 

Pour  i|ii(^  raellou  >oii  «'i;al«^  à  la  r«''action  ru  i;randeur  al)S()UH\  ]! 
faudra  (juc  /  >  >t4t  s\mrtri<pie  en  S  aa'  et  Saaj.  De  plu>  3l  . 
(•(»innn>  dilî-  r«  utullf  d«'  a.  ii«.'  pourra  entrer  qn<ni  jfrr'inn'r  flrui' 
{\.\\\'^  f'  et  'l'Ki't  rn  niénie  temps  entrrr  dans  tous  les  ferf/c^^ 
de  celle  tonelhui. 

Nou>  de\i\'n>  doue  avoir 

\  S:.   '      -  H  Saa  Saa.. 

Mais,  dapK":-  l\  .  eetle  loiniion  doit  élre  indépendante  des  Ji- 
iuen>io!i-»  du  -\-:mii.  .  11  en  r«  suite  que  A  devra  élre  du  d<\::ré  — 2. 
c\  l>  du  .le^î\  —  j  p.trrapi»  ut  à  Ta.  Il  fiudra  dinic  que  la  coni- 
pos.iu'o^  de  l'aelLui  Je  a   sur  a,   suivant  a,,  qui  est 

1  iT. 

>olt  une  ditl\  r^  u  il  elle  exacte,  quand  on  regarde  a' comme  égal  iw/a. 

1    1- 

('  eL;ut  ure    eoi^L.î.ti   d-^iil  la   valeur  dépend  des  unité?  que  1  on 
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emploie.  On  devra  avoir 

^^2-7?  =  ^  S"''- 

d'où  l'on  lire 

3   C 


B 


2  Ta* 
Si  nous  différentions  S'hâta! (Ta)'»,  en  nous  rappelant  que 

Ta  Ta       ' 

nous  aurons 

rf[S"»aa,(Ta)«]  =  /n.S'«-»aaiSa,a'.(Ta)«  — /iS'«aa,(Ta)'»-*Sai'. 
Multiplions  par  ^  G  et  identifions  avec 

(7^  Saa,Sa'ai-h  ^  S«aa,Saa' K 

de  manière  que  A  soit  du  degré  — 2;  nous  aurons  à  poser 

m  =  2,     71  =  —  3, 
d*où 

A  =  {C.2.(Tar',     B=  lC.3.(Ta)-S     .... 

La  composante  sera  donc 

=  =^i^.  Sa./sVaa' V«a,+  i  Saa'Saa,  ). 
1  aj  1  a*  \  2  / 

Le  facteur  entre  parenthèses,  suivant  la  notation  ordinaire,  est  pro- 
portionnel à 

sin6  sinO'cosw  —  J-cos6cos6'. 

431 .  La  force  totale  sera  |  comme  vecteur,  égale  à  la  compo- 
sante X  Ua  et  divisée  par  SUaUa,  j 

Caax       ,/S'aa,\        C«a,       ,   S*aa' 

le  second  membre  étant  l'action  de  a,  sur  a'  et  dt  a  étant  égal  à  a'i . 
On  peut  transformer  Tune  ou  l'autre  de  ces  expressions  en 

(Ta)'- 
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ce  qui  <'sl    rcxprcssion  en  quaternlons  de    la    forme  connue  d» 
l'expression  d'Ampère. 


La  composante  est 


ot,  comme  nous  avons  le  tenseur  de  la  composante  = — (SLaUa,ix  (tn 
>eur  (le  la  force  totale,  il  nous  viendra,  pour  la  valeur  absolue  de  la  forr 
lulale. 


( 
T- 


1  ot^    ^  _       (.(7^7,  Tx       /  ^^aZ|  \ 

.>Talïx^L  al  a,  l'S^^i  T  z^    ' 


4^î^.  I/efTot  inléi^aal  produit  sur  l'élément  a,  par  le  circuit  en- 
tier dont  a'  est  l'élément  sera  donc 

•2      J    baa,       \  Tx»  / 


les  limites  étant  eonvenablement  choisies.  Comme  la  partie  intc- 
iirée  prend  les  mêmes  valeurs  aux  limites,  le  circuit  étant  lernic, 
II'  résultat  est 

-- \  x/i,     nù     'i  .^    /    — — - , 
•>  ''  '  /         X 


et  ,j  dépendra  de  la  lorme  du  circuit  lermé. 

|]n  lai><int  ili  —-  a  ,  on  a 


■/(    ^ 


I                      ,,                         ^.      .                    >  .  Xi\   XX 
-.- :   iaî>XXj--X^XXi)=    — 


XXi  ^  :^  XXi  1-  O-XXj 

IN»>ons 


-  X- 

t.'  * 


et  rcnumpions  que 


ncai^i  aurons 


^/Tx  (l7  \  7' .  7  \  XX' 

TT  ^     T  "^  ~x^  "^  Yxi"' 


\'xx'  <yi  X  C^Ux 

ï  X  '         T  X  U  X  X 


d'où  l'on  lire  au>?i 


H 


dVi 
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433.  C'est  ce  vecteur  ^  qui  correspond  à  la  droite  appelée  par 
Ampère  la  directrice  de  Vaction  électrodynamique.  Ce  vecteur 
aune  valeur  définie  en  chaque  point  de  Tespace,  qui  est  indépen- 
dante de  Texistence  de  tout  autre  courant;  il  joue  un  rôle  d'une 
grande  importance  dans  toute  la  théorie  des  circuits  fermés  ou 
des  courants  étendus  à  l'infini. 

Pour  nous  faire  une  idée  de  la  signification  de  p,  considérons 
le  circuit,  auquel  se  rapporte  ce  vecteur  comme  formé  d'un  po- 
lygone infinitésimal;  d'un  point  arbitraire  dans  l'espace  menons 
des  droites  aux  sommets  de  ce  polygone,  et  en  ce  point  arbitraire 
élevons  des  perpendiculaires  aux  plans  des  triangles  infinitési- 
maux ainsi  formés  j  le  Vaa'  donnera  non  seulement  la  direction 
de  ces  perpendiculaires,  mais  aussi  le  sens  de  la  direction  dans  la- 
quelle elles  devront  être  menées  j;  sur  chacune  de  ces  perpendicu- 
laires portons  la  longueur  —y  a>  étant  l'angle  au  sommetdu  triangle 

correspondant,  cl  r  la  distance  de  ce  sommet  à  l'élément  du  cir- 
cuit formant  la  base  du  triangle;  la  somme  de  ces  perpendicu- 
laires, regardées  comme  vecteurs  j  l'addition  étant  faite  selon  la 
règle  de  l'addition  de  vecteurs  {,  exprimera  le  vecteur  p,  c'est- 
à-dire  la  directrice  au  point  arbitraire  considéré. 

434.  La  forme  du  résultat  du  n**  132  montre  à  elle  seule  que 
Vaction  résultante  A\x  circuit  sur  ai  est  toujours  dirigée  dans  un 
plan  perpendiculaire  à  p,  passant  par  le  milieu  de  ai,  quelle  que 
soit  l'orientation  de  a,  autour  de  son  propre  milieu. 

Supposons  que  ai  soit  assujetti  à  rester  perpendiculaire  à  un  cer- 
tain vecteur  o  donné,  de  sorte  que  l'on  ait  toujours 

Sa,o  i^  o. 

Dans  ce  cas,  l'action  totale  sur  ai,  décomposée  suivant  le  plan 
perpendiculaire  à  8,  aura  une  valeur  proportionnelle  à 

TV.  8Vai?. 

Mais  on  a 

V.  8Va,?  =  --a|S?a; 

il  en  résulte  que  cette  valeur  de  la  composante  est  constante  j  la 
composante  parallèle  à  S  est  détruite  par  les  liaisons  qui  assujet- 

Tait.  —  Quaternions,  II.  l4 


X  |(» 


(Il  \  l'i  rui:   \  I. 


lissent  a,  au  plan  •.  ()n  conclul  d»î  là  (|U(î  Tctrcl  (|ul  pont  rlii 
produit  sur  a,  (•^^,  en  \aleur  al)soluo,  constaninienl  le  nit-iii' . 
«pielle  (pu^  soit  la  direelion  de  a,  dans  son  plan;  en  d'allllv^ 
termes  : 

Li'lfrt  il  un  s]  s/rnu'  de  cirruùs  friinrs  sur  l'rlrnn'nt  fTun 
ritndiK'It'itr,  ff^sujcllt  'I  se  //iot/\'f)tr  (hfits  un  plan  ffonnt'\  rsl  in- 
(/('iH'tnIdnl  </r  ht  (/i/'ccfffi/t  de  (('(  rlrnn^nt  fhtns  ce phfn. 

\X\.  Supposou"^  (pie  le  eireiiil  fernu'^  aireel(^  la  li^^ure  d  ini« 
V  (Mil  l»«* />/^///e,  (Vfinc  rlondut'  firs  j>rHtc,  Soit  i  la  normale  à  i- 
plan,  1'î  u  et  <oit  y  le  \eeteur  ({'1111  poiiil  arl)ilrairc  siliu'  «l.m^ 
l'e^paet'  eompris  ])ai'  la  eourl>(\  comme  par  e\empl(î  le  centre  «1- 
i;ra\i|.'  dr  l'aire  l<M'miiu'e  par  la  eourhe.  Preiums  pour  (ji  i^ine  Jrs 
Nceleurs  le  point  milieu  de  a,. 

Soit   alvMN 


d  \  IV  ndra 


•\ 


fi 


/ 


T( 


.)  S  Y 
1-- 


1, 


en   n(>us  horiiaiil  à  deux  termes  du  d(''V(doppemcnî. 
Kn  priMiiler  lieu,  enln'  les  limite-^,  on  a 

.1'^'??'        'V:. 

\    étant    l'aire    du    eireuit   l'ernu'*.    De    pins,   j\^'z         o    (Mitre   l. 
imMUC"^  limites. 

I^n^uit<^  I  alii-^i  (piou  p«'ut    1»^  \(^ririer   |)ar  dilVtMVMîtiation  j  on 
au^si,  (Mitrc^  ces  limite^. 


,  '         Il        il 


■s> 


■{\.';f\??)       VyVvç. 


Il  \  itMidra  doih\  dans  ee  cas, 

'['..il  '[..i     f 

I    \  • 


-  —    I     c 


i        t 


T... 


i'M\.  Si,  au  lieu  d'un  seul  eiienil  leriiK''  ^>ctlt  et  plan),  nou-^  •  " 
supposons  une  s«''rie,  embrassant  cliacun  la  m(}mc  aire  et  dispoî^-^ 
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régulièrement  en  forme  tubulaire;  si  x  est  la  distance  de  deux  cir- 
cuits mesurée  dans  la  direction  de  l'axe  du  tube,  nous  poseroiks 
-f^-=zxt\  nous  aurons  alors  pour  la  somme  des  efiels  de  tous  ces 
4'ouranls 

XX  \)  \ïf  ïf    )"      i.v       'Vf' 

(Mitre  des  limites  appropriées.  En  effet,  on  a 

mais,  puisque 

les  termes  sous  le  signe  somme  /se  détruisent  mutuellement. 

Lorsque  Taxe  de  la  disposition  tubulaire  forme  une  courbe  fer- 
mée, le  résultat  est  nul.  Par  suite,  un  soltUioïde  fermé  ne  produit 
pas  dU'ffet  sur  rélément  d'un  courant  extérieur.  La  métne  chose 
peut  se  dire  de  V action  dUtn  solénoïde  sUftendant  à  rinjini dans 
les  deux  setis. 

Lorsque  l'axe  du  solénoïde  s'étend  vers  Finfini  dans  un  sens 
•iiMilement,  et  que  v,,  est  le  vecteur  de  l'extrémité  fniie,  reflet 
aura  pour  mesure 

CsKauy  V^a,Yo 

_  _  ^  ■  - 1 1     • 

i'ctte  action  est  donc  perpendiculaire  à  Vêlement  et  perpendi- 
rulaire  à  la  droite  qui  joint  Vélétnent  à  V extrémité  du  sole- 
nnïde.  Elle  est  en  raison  itiverse  de  TyJ,  et  en  raison  directe 
du  sinus  de  l'atigle  cotnpris  entre  la  direction  de  Vêlement  et 
relie,  de  la  droite  qui  le  joint  à  V  extrémité  du  solénoïde,  Et\fin 
tdle  est  itu^erse tuent  proportionnelle  à  x  et,  par  suite,  en  prtt- 
portion  directe  du  notnbi*e  de  courxtnt s  compris  dans  Vanité  de 
lons'ueur  sur  Vaxe  du  solénoïde, 

437.  Calculer  V effet  produit  sur  ce  solénoïde  par  le  circuit 
total  dont  «i  est  Vêlement. 

Il  s'agit  ici  de  l'action  en  sens  inverse  de  la  précédente,  et  éten- 
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duo  à  un  circuit  qui  n'a  pas  encore  clé  considéré.  Prenons  a 
Tel  Ici  sera 


{  — 


i  j 


(i  riuh'^rali',  (jui  csl  (hi  utrnic  *;cnrc  (]ue  [i  au  n''  Wî2,  devra  rct*- 
\oir  des  liniiles  a|)[)ro[>ricc>,  (jul  d/'jx'ndenl  de  la  fornie  du  circiiii 
ou  coudiidcur. 

'r»8.  Vdv  cxrniple.  <up|>()Sons,  «mi  premier  lieu,  cpu'  cr  mmlur- 

••  •  •  ^ 

tli  linw  t/(//fs  /rs  f/rt/.r  st'ns. 

SoienI  AO  If  Ncctcuir  rcprcscnlanl  la  perpcndiculaii'e  al)ais>rr  d'' 

I  ('\l  rcinih'  du    >«)l«''n<>Vdt'  >ur    la   di'oilr    cpii   est    dirii,^ée  sui\anl   l<^ 

roinliH'teiir,   ri    y    un    \(Hicur    sui\aul    celle    drrriière    direclion. 

Slip  posons  (pic    l  0    ^   1  y.  ==:  I . 

i  \    rl.nil  uii''  \.uial>K'   <Ccd*ii' ',  d'où  il  \h'n( 


//v'\rO, 


(  hi  iMi  In  e 


\ 


//\    Y"       / 


r 


A- 


>   ■» 
i  -  ,  - 


\-  rh 


1   '     '/'  .'   .'"/   -^   >.  IM    d 


t  Ml" 


(  .  \  '/'/, 


J  /( 


-   \rh. 


/  .  N     "    •        .'  ■      in  l(  îiîii   d  ui>  l  an  lie  '^cu'»  '  ;   /7.  «lUiinî  à  S'»n  ïntrn- 


K\'^[  l\i'  li'i  c\.:r  t  par  un  crMuluelcur  droil  indéfiniment 
"  >M^  >  \v  \  ;-  •  !  li.i  .'îuiîit.  vu  Mt  II  sur  une  [uirlicule  de  lU''- 
un>  l'^îe.,'  l'.b'.'.".  ..ir>'>i  .]'.;'.'  re\{»-,  rienre  le  démontre. 


t  !i  >ei..jPvl  l:oa.  que  le  C'jmluclcur  S"U  circu 
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laire  et  que  le  pôle  du  solénoïde  soit  situé,  à  peu  de  chose  près, 
dans  Ucute  du  cercle. 

Soient  (Jig.  68)  EPD  le  conducteur,  AB  son  axe  et  C  le  pôle: 

Fig.  68. 


soit  en  outre  BC  la  perpendiculaire  à  AB,  et  admettons  que  BC 
soit  très  petit  par  rapport  à  AE  :=  /i=  rayon,  du  cercle. 
Soient 


AB  =  aii,     BG=:M-,     !UAE=/   ,    \P=h(j^-h/^y 


ou 


y 


ces 
sin 


£:p 


ces 


sm 


0. 


Dans  ce  cas,  si  CP  =  y,  on  aura 

«1  i  -h  bk  ■+•  ^  —  h  (Jx  4-  ky)  =:  o. 


On  a 


Y  =  A(yx  -h  Xj)  —  (ai  »  H-  bk), 


Mais 


a:'=«/.cosO  =  — 6'^ 


fie  sorte  que 
Il  vient  donc 


y  =  rf.sine  =ev 


et    J7*  -+-  V*  =  I  ; 


\^^'=h^'\[h(jx-^ky)(-/y^A'x)-iati^bk){--/y 
=  Ae'[A«(x*  -^y*)  -h  at()t7  -f-y-r)  —  biy] 
=  h^'[(h-^by)i-hai(j^-^ky)]. 

Ensuite  on  a 

=  r—  f ) [aj  H-  A« j:>  -^  (Aj  —  by]. . . . 


kx)] 


V.  I  î  cil  APITIUi:     XI. 

D'où  Von  (I(''(liiil,  j^oiir  reflet  en  (., 


/ 


'\ 

•  /*/ 

i  t 

1 

..// 


/ 


0'|i//  —  ^v)/'-    </,(/.>•    i-  /.  V  )] 


a 


f/i-.    /,2-   >h/ty)-'. 


I  inh'urale  ('liinl  éleiidiie  à  hml  le  e(M-el<'  du   cireiiil  ]   el   >-  êliiiU  un 
r.Kieur  eoiHUi  [. 

iiO.  Siip|>i>>nii>.  eu  j)ai*lleMlier,  (jiie  ('.  soll  le  pule  <riiii  pelil 
iunianl  (Kl  ,  (Hi  i\'\in  >()lén()Ml(^  (ÀJ  donl  la  l(m<;iienr  suit  2/.  «' 
doiU  le  inilieii  xhI  en  (i,  la  dislaiieo  \G  = '^.  l'JJ  d<''>ii:riiiiil 
l  aiii;le  (  i(  i|>  par  A,  on  aura 

^/j        ff        l  e.>N  A. 
h        I  >in  A. 

['osani  A-       //j^        //-        //-,  nous  aui'oiis,  pour  reflet  en  (!, 
.hr .  .    ./  Mihv         r:»  Irir-Y- 


;    /  0  1 1  //        />  r  )/       ^/,  (  ./  /   \     y  h  1 1(  I 


pour  le  eireuil  «'uliei",  on  aura 


/ 


■'  I 


>  n 


h 


,2 


\  I 


<  t. 


0'./  V 


/// 


o; 


le  ivsuhal  de  1  inh-tiralion  sera  doue 


A        '        ■  — ; 


\- 


A- 


...) 


ej  expi'iniera  raeru)n  dii  eireuil  sur  le  j)ùle  en  C 

Si   nous   suppos(uis    tpie  le   uiilieii    de  l'aiinanl    soil  live.   I  o^^ 
\eel(Mirdu  eiuiple  du  à  1  action  en  (1  sera  j  poui* 


(  /e(K  A    i    /  sin  A 


\ 


--/Wi  /eo<  A    -    /.  ^in  A  )    /   -  , '  ' 


./       'M>'-      ^r^/r-h'      :ia,//eosA         . 

:/["■■■       V      ^        -rV^  A^sii.A        "•••/ 
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Développons  les  puissances  négatives  de  A  suivant  les  puissances 
(le  ly  et  négligeons  les  puissances  supérieures  à  la  troisième,  le  ré- 
sultat précédent  deviendra 

Gct/cosA        i5rt'/*cos'A 
a 


T^J 


'2 -  -i  ,-    -\- 


(«MA*;* 
i5/i«/*siii«A 


a' 


/r- 


'JL{a^^li^Y 


3  (  AT  -h  /  cos  A  )  /  cos  A 


/(•os  A)  Zoos  A  /         5rtr/cosA\ 


Déduisons  de  là  la  valeur  du  couple  relatif  à  Faction  en  C,  ce  qui 
se  fora  en  changeant  à  la  fois  le  signe  de  «  et  de  /  j  conformément 
à  (c)  dans  la  Noie  qui  suivra  j.  Enfin  ajoutons  le  résultat  ainsi 
obtenu  au  résultat  précédent,  nous  aurons,  pour  Taxe  du  couple 
total  agissant  sur  Taimant  par  reffet  du  circuit  circulaire,  Tex- 
pression  suivante  : 


/ir/zVsinA  . 
iJ 

(«M-/«*)« 


I  -1 


3  lH\a^-   fr')(\       risin'A) 


4 


{a^-t-U^Y 


Ce  résultat  est  presque  exactement  proportionnel  à  sin  A,  lorsque 
Ton  a  art  ^= /i,  et  /  petit. 

C*est  de  ce  résultat  que  dépend  la  modification  du  galvano- 
mètre langentiel  proposée  par  Bravais  [Annales  de  Chimie, 
t.  WXVIIl,  p.  309). 

j  Nous  désignerons  les  vecteurs  GP,  CF*,  C'P  respectivement  par  Yo>  Yî»  Y»* 
I/objiîl  du   n**  410  est  de  former  l'expression  du  vecteur-moment  résul- 
tant des  actions  des   éléments  oci  du  circuit  EI*D   sur  les  éléments  a'  du 
soiénoïde  dont    le  point   milieu  est   en  G.  La  formule  employée  dans  le 
texte  est  (s  étant  Tunité-vecleur  de  Taxe  du  solénoïde") 


(  a\ 


/•V[(/£)VY,y'I_   f 


^|f-/t|Vf,rl 


Tyî 


On  éprouve  quelque  difficulté  à  voir  que  cette  formule  exprime  la  somme 
des  xecteurs-moments  élémentaires,  puisque  Tintégrationi  pour  ce  qui 
concerne  l'expression  de  la  force,  s'y  trouve  déjà  effectuée. 

Désignons  par  6  le  xecteur  mené  de  G  à  l'élément  3'  de  l'un  des  circuits 
A'  du  solénoïde.  Le  vecteur-moment  élémentaire  de  l'action  de  «i  sur  a'. 
par  rapport  à  G,  sera 

Caa\      -. 


JlG  cil  A  PITUK     XI. 

OÙ,  «Inpirs  le  ir  i'M,  on  po-o 

(]o  v(Ni('Mr  <l  <lr|)('ii(lrn  donc  «le  \  Oa,  el  0  vaiiein,  ans**!  bien  que  2.  (lan"<  l.i 
preniiriT  inl«'i;i'al  ion  relaliNe  à  a'. 

^JaiH  iirje  eoiisiih  rai  ion  bien  simple  nons   (lél)arrass(*ra    do    la    cjniplioa- 
lion  (pii  r<*'>ull«'rail  de  la  Nariahilité  di'  0. 

I'"ii,'.    (i(). 


\.c  Irian^l»^  (i/zH*  i  /iiT-  <•<)'«  *"»"  non>  avons 


uoii'^  donne 


(• 


i'>l-à-dire 


//;  P        a.      (i  ///        0. 


CI'     i,/n     /// r. 


noiiv  eu  <l«''diiisoii 


\v„a       \0a: 


•  1.  par'  «  nii.sctph'nl ,  non>  anions 


'l 


(4  fKl\ 


»  9  *' 

il)" 


(li'llo  e\prt'S>ion  dcNia  rire  inliiiH'c  :  1'  i"elali\(*rn«'nt  a  un  nH-nu*  v\\- 
«iiil  \'.  doni  %  y'^{  l'clrnienl  en  /// ;  •?.'"  rclal  i\enient  à  Ions  les  «irniits  A  . 
j[iji  (onipftscnl  le  snlcnnidc  ;  >'  irlaliNonicnl  au  «irmil  Aj  dont  l'tlt  lU'Hi 
«xi  a,,  en  P. 

On  \nii   <|(>iir  ipK^  !(••»  d(Mi\  pienii«'ic'*i    inhiiralion-^  n',»n\'elenl  pas  le  vr* - 
It'iii   Y"-   N'»"*-  pouvons  dniir  crnpInNrr  h's  i(-Miliiil>  des  u'*   V'rl^   VXy  iM   »>»'• 
poui"    \v^    «l<u\    inl«'';:raf  ioii<    r«'laMN«Mnenl   au   s(drn<>ïd«'.    Le    r«'*^uh;U    s,  1  1 


<  n"   VM  ) 


/  /  -     —  ^-        "7  —  -,  h^i 


I  V)-;!!!! 


(\(iftf    aire 


r 'I      T 


<:., 


nous  aurons 


<^) 


C 


/ 


Tv:; 


*    4  1 


] 
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Ce  résultat  diffère  en  apparence  de  (a)  et  de  celui  du  texte  au  n**  440, 
mais  il  est  facile  de  le  ramener  à  (a).  En  effet,  nous  avons  (yî^.  68) 


GP  =  GG-4-GP    et    GP  =  GG'-4-CP, 
c'est-à-dire 

Nous  en  tirons 

V(YoVY,a,)=V(YtVY,a,)-V(/6VY,«,). 

Or  nous  avons,  en  général,  pour  un  vecteur  quelconque  p  [n*  133  (2)]« 

Il  vient  donc,  en  posant  successivement  ai  =  d^[t  et  atj  —  </yi 

V(YtVY,a,) 


/ 


*  il 


rntre  les  limites,  puisque  le  circuit  Ai  est  fermé  et  que  les  limites  coïn> 
<-ident.  Nous  aurons  de  même 


/'-^^-(-"tw.):-. 


Il  restera  donc 


Ce  résultat  est  identique  avec  (a)  multiplié  par  Ci  — • 

441.  Nous  avons  vu  (n**  436)  que  Tattraction  sur  rélémcnt  a, 

parle  pôle  d*un  solénoïde  (d^une  longueur  infinie  à  partir  de  ce 

pôle)  est 

CArtfflr,  Va, Y 

'.i  X       1  Y 

V  étant  le  vecteur  mené  du  pôle  à  a|. 

Supposons  que  ai  soit  rélément  d'un  circuit  plan  de  peu  d*éten- 

due,  et  soit  o  le  vecteur  mené  du  pôle,  comme  origine,  au  centre 

de  gravité  de  l'aire  du  circuit. 

Posons 

Y  =  0  -h  p,     d'où     a,  -L  p', 

L'elTet  total  sera 

CAaa,    /*  V(o -h  p)p' _  CAaaiA,  /  3oSos,  v 


S" 


M  s  Cil  AI' ira  K   XI. 

nn   iioii^  (l(''sii;iu>ii^  par  A,  l'aire  du  nouveau  clreiiil,  ol   par 
a\e-veeleur-uiillé. 

Sup|)nsnns  (pie  le  nouveau  elreuil  appartienne  t\i;aleinenl  à  m 
>(>l('n(U(l<'  (le  loni^cur  infinie  à  |)ai'hr  d  un  p(Me  cl  soit  o„  la  Nalnii 
(!<'  f'j  relahve  à  ce  piMe;  o,,  x-ra  le  \eeleur  j()ij:iianl  le  poir  <l'i 
pri'iniri*   (les   .snl('*noï(le>   à    eelui    (hi    seeoiul.    L Cflel   mutiiel  *»<  i  i 

;  pour  o'  ---  i^.i ,  ; 


(  ! \  \ , (Ht  y 


•>  ./•./ 


Fo 


>A/,     r-; 


L'  ti(  I  rdch'nn    in  ni  ne  Ur   fies  jn'Jcs   de   dru.r  sn/rnn'ù/r's  J  (pu   >h!i 
iHirnil"'"^    eli;ieiin    (hin^    /^//    sens  [  r.s7  f/o/tc  /ff  /nriiic  (jur  / HIIi'k 
linH   imilnrllr  cfitir  h's  jtn/cs  <lf  (fcu.r  (liman  fs  :  cl   le  jn\lr  *I  m 
snlrn'f'n/c  1  indj'lirii  (Imu^    un  >en.s  )    </i.'//  mninu'   une  jKti  h*  uU-  </- 
/iKf l: lirl tsinr  hhrr. 


452.  (  )n  pcul  (h'duire  de  erlic  e\presNi«ui  riilharliun  (pu  a  li<ii 
eiilre  d<'U\   encuils.   d  ('h^nhie  inlininienl    pelite  eliaeun  ;  il  lainli .« 

pour  eelii  ddlV'rrntici*  deu\  (ois  l'e\])ression  ,,,  v,  "^  en  remplaçant  ^/'> 
'  '  I  0-  ^       ' 

ht  jH'eniirre  loi^  par  £.  el  la  seconde  foi*^  par  c,,  saul  à  nnillipli»  i 
p.ir  un   l.uteur  >e,d.ir  e(U)>liinl . 

l^•npo>on•^-  noiis  de  ealeuler  celle  aclion  d  une  niani(-re  (hri(  !•  . 
en  suj)p<)sanl,  pcuir  Minj)liliei',  (pie  le  premier  (le>  eireui!>  >nil  <  //- 
tuhfii'c. 

SoH'iil  (//i.'.  joj  V  el  I)  les  eenires  i\c  j^ravih'  de>  airc^  de  (lcii\ 
cir<uils;  d(''>i:;n(ui>  ces  aires  r<'S|)eeh>  enienl  par   \  el    V,  ;  Sdi'iil  î 


cl    î,    les    v(M'leur.s    normaux   à    leurs   plans;    t   un    \(.'etear-r.iu»i' 
^w  eireuil    !>,  cl  \\\  :  -  'i. 
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L'efiel  lolal  du  circuit  A  sur  if  sera  (d'après  les   n"*  432  el 
435) 


^TT. 


riM-d.v 


Vd' 


3(p-^(i)S£(:i-+-d) 


r(fi-^^r 


T  [i« 


Tf^s        *     •• 


(fénéralemcDl  on  a,  cnlrc  les  limilcs  appropriées  relatives  au  cir- 
cuit B, 

./'Vd'r.Sftcr  ^      -  A,V.7.\6£,, 

car  [  r,,  0  élant  constaiils  j 

/VASOd-r    -  j(Vy.dSOT-f -^  .T.v.e/Vdd'). 

Vinsi,  faisant  les  réductions  nécessaires,  nous  trouvons,  pour  la 
force  entière  exercée  par  le  circuit  A  sur  le  circuit  II, 


(I  ) 


^  -.. 


M 


Se£, 


:»s?£S[^£/ 


T  fi* 


1" 


I  -*     i  c»  ji£j  -i    t|  r»jji  -r 


Celte  expression,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  fait  ol)ser\er,  se 

trouvera  également  en  diflerentiant  deux  fois^^^j»  en  suivant  la 

manière  que  nous  avons  indiquée. 

Le  vecteur  représentant  le  moment  du  couple  résultant  des 
actions  du  circuil  A  sur  le  circuit  avant  le  centre  de  gravité  en  \\ 
>era 

\ 

où,  suivant  la  notation  du  n**  iO^,  on  a 

a       ,  S*2td' 

vi  où   l'on  pose  a  --  7  -i   p,  y  étant  le  vecteur  mené  de  A  à  réicment  7' 
!*ur  B.  L'intégration  relative  à  p  donne  (n**  43r>) 


ff 


^, 


(l^^f  (  —  \) 


'Jl 


M-m-W)\- 


<  )n  pose  ensuite  y  —  ^  -   v.  et  Ton  développe,  comme  au  commencement  du 


/>.0  CMIAIMTRE    XI« 

n'  ii:2,  T-;   '^cn  T^-^j  i ^p /V       ...  ).  ï'^"  m'^IigearU  les   ordres  sujuj- 

liouis  au  Iroisiônn^  on  7,  (»n  oliliciil  rcxjircssioii 


T'i'    /     ^  ^\  ^  ^^      ■  jrj,  ••■    ) 

~  -  j-o,,  i    ^M  ■        yoi       —•■■;. 

('.('S  expressions  de  la  force  totale  et  du  moment  du  couple  dts 
actions  d'un  petit  aimant  sur  un  autre  (et  rapporté  au  centre  df^ 
gravité  de  ce  dernier)  seml)lenl  èlre  les  plus  simples  que  Ton  puisse 
donner.  Il  esl  lacile  d'en  déduire  les  expressions  connues.  Par 
exemple,  la  \aleur  absolue  du  moment  du  couple  agissant  suri*' 
second  aimant,  ou 


\ 


peut  vive  rameuéc  à  l'expression  donnée  par  KUis  {Ctunb,  Math. 
JottrnaL  t.  I\  ,  p.  ()5  ),  (pioique,  par  des  modiHcations  de  ce 
^cnre  ,  l'expression  paraisse  j)erdre  de  sa  simplicité  et  devenir 
moins  capable  d'inlerj)rélation. 

i43.  La  formule  (i)  ci-dessus  numlre  que  la  force  totale  exer- 
cée par  un  prlit  aimant  M  sur  le  centre  de  gravité  d'un  autre  ai- 
mant m  (!onsiste  en  (jualre  tcriîtes,  qui  sont,  selon  leur  ordre  : 

i"  Sui\ant  la  droite  qui  joint  lesainrants,  nue  force  [U'oportinn- 
nclle  au  cosinus  de  leur  inclinaison  nnituelle; 

>"  Suivant  la  même  direction,  unr  autre  force  pro])orlionnclIc  à 
rin([  lois  le  produit  des  co>inus  dc!  l<Mn's  inclinaisons  respecli\« -^ 
sur  la  droit<' (jui  les  joint;  ' 

3'  cl    4     Deux   forces  respecti\enient  parallèles  aux  directions 

de     '        v\  proi)ortionnelles  aux   cosinus  des  angles  d'inclinaisun 

de  ,        \  sur  la  droite  (lui  joint  ///  à  M. 

i  m  \  ^      *^ 

(.(S  forces  sont  en  outre  en  raison  in\erse  de  la  quatrième  pins- 
sance  de  la  distance  de  m  à  .M. 

lV)ur  les  couples  qui  agissent  sur  /;?,  nous  avons  : 

1'  Ln  couple  dont  Taxe  est  perpendiculaire  à  la  fois  aux  ax'^s 
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des  deux  aimants  et  dont  Tintensité  est  proportionnelle  au  sinus 
de  leur  inclinaison  mutuelle  ; 

1^  Un  couple  dont  Taxe  est  perpendiculaire  à  m  et  à  la  droite 
qui  joint  les  deux  aimants  et  qui  est  proportionnel  à  trois  fois  le 
produit  du  sinus  de  Tinclinaison  de  m  par  le  cosinus  de  Tincli- 
naison  de  M  sur  la  ligne  qui  joint  m  à  M. 

L'intensité  de  ces  couples  est  en  outre  en  raison  inverse  du  cube 
de  la  distance  des  aimants. 

[C'est  par  ces  résultats  que  Ton  peut  se  rendre  compte  de  co 
que  Ton  a  appelé  la  nature  interne  de  la  méthode  des  quaternions, 
c'est-à-dire,  la  capacité  que  possède  cette  méthode,  de  donner  les 
forces  et  les  couples  sans  le  secours  des  lignes  de  repère,  mais  à 
Taide  de  directions  qui  ont  une  connexion  intime  avec  le  système 
que  l'on  considère.  Montrons  un  autre  exemple  de  celte  propriété, 
en  traitant  un  théorème  de  Gauss.] 

t 

m.  Lorsque  deux  petits  aimants  ont  leurs  directions,  ei  et  e^,  à 
angle  droit  et  que  l'axe  du  second  passe  par  le  centre  du  premier,  le 
moment  du  couple  agissant  sur  le  premier  sera  approximativement 
le  double  de  la  valeur  qu'il  prend  lorsque  l'axe  du  premier  passe 
par  le  centre  du  second. 

Dans  le  premier  cas,  on  a 

et  le  moment  est 

Dans  le  second  cas,  on  a 

d'où  il  vient 
et  le  moment  est 

a 


ce  qui  établit  le  théorème. 


TeiÊt, 


>  >>. 


<;ii  vi'i  I  nie   \i 


li^i  Noiis  pouvons  rcpro^luirc  les  résultais  du  n"  il^,  si,  ;»  !,( 
pliioc  (!(•>  (l«ii\  pelils  cinMiils,  nous  su|)|)Osous  (1«mi\  pelils  aiinanlv 
<loi)l  (liiirun  ail  S()ii  axe  |)rr|)('U(liculair(;  au  plan  du  circuit  corn^- 
pondanl.  [j  i'cpr('scnlc  dans  ce  cas  le  veclcur  <pii  joinl  !cs  niilictix 
di's  aiinanl<,  cl,  en  alh'ranl  les  l(Miseurs,  nous  pouvons  prcndrr  3: 
<l    >:,  pour  les  loniiueurs  cl  les  direclions  d(*s  aimant^.  Nous  avoii- 

•  lors      (Il  applicpianl  ^/^/|(  .,  >t  )  (  >   poin*  rdlel  niulurl. 


l 

,  0 

(  j 

• — 

r- 

{ 

,  '< 

r- 

-I 


""  ,0 


\) 


i"c  (pu   SI*  l'cduil   à 


I  > 

ri 


X^ 


^^M 


) 


S'i£ 


loiiMule  (pir  nous  axons  (K'jà  doniu'c,  les  lernics  d'ordre  siip'iiciii 
(lanl   omis. 

Si  nous  <>p('r(m<  par  \  £,  sur  les  deux  premiers  lerines  •!< 
re\pre>«Hi<ui  non  r«''duite  et  <[U(*  nous  rehancliions  du  n'sullal  cl 
aulrc  rcsullal  ohlenu  (Mî  changeant  î,  en  —  r,  dans  le  preniin. 
nous  ohlicndi  ons  le  v  (M^hMir-moment  du  coup!»*  a^i>sanl  sur  '  :  • 
lr(pi(d  sera  propoitionucl  à 


.L(^.^ 


r  i 


I   I  I 


) 


ain>i   quOn  1  a  d<'jà  lrou\(''. 


ii().  Nous  pourrions  aj>pli(pier  les  lormules  précédefil»"^  « 
d'aiilrc^  (as  ipii  on!  cW  Iraih's  par  Vmpcro,  de  MonI  lerrainl  t  I 
d  aiilrcs,  ou  l)icn  aussi  à  deux  conducteurs  cin^ulaires  Unis  relalil^ 
,Hi  d\namom('lr(^  de  WclxM*;  mais,  en  ^(''néral,  la  dinicullt'  prlix  1- 
p;dc  ne  rc'side  (pie  dans  1  mlc'gration,  lafpielle  d(''pend  suit  <!• 
lonclious  eilipti<pie^,  soit  d'aulnes  transcendantes»  même  dans  1'^ 
«  .is  !(>  plus  simples.  (  (hiartcr/y  Mmh,  JonrnaJ,  i8(io.) 

j  Suivant  rannoiuMi  laite  dans  Taxis  du  Iraducleur,  le  contenu 
de  ce  n"  li()  sera  la  traduction  d'un  Mémoire  do  M.  le  prol«'^- 
•-eur  Tait  iu'-t'ré  dau-^   les    l*i'ocrc(Un^s  af  ihc  Iloval  Soci'cfy  "I 
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Hdinbuvgy  session  de  i8^3--4>  et  portant  le  titre  :  Note  sur  A*a- 
«expressions  elh'erses  par  lesquelles  on  peut  représenter  la  force 
exercée  par  Vêlement  d'un  courant  linéaire  sur  Vêlement  d^un 
autre  courant  du  même  genre,  j 

[a)  Jusqu'ici  nous  avons  fait  usage  de  l'hjpothrse  auxiliaire* 
qui  se  trouve  énoncée  au  n°  429,  et  qui  est  relative  à  la  direction 
de  la  force  représentant  l'action  mutuelle  de  deux  éléments  de 
courant.  Nous  allons  maintenant  nous  débarrasser  de  cette  hypo- 
thèse et  n'admettre  que  les  données  expérimentales  d'Ampère, 
qui  sont  énoncées  au  n°  429.  Nous  nous  proposons  d'établir 
l'expression  de  la  force  dans  toute  sa  généralité. 

(h)  Désignons  toujours  par  a  le  vecteur  mené  du  point  milieu 
de  l'élément  ai  au  point  analogue  de  l'élément  ol'  ces  deux  élé- 
ments faisant  partie  de  deux  circuits  distincts.  En  vertu  des  don- 
nées (1)  et  (II),  la  force  avec  laquelle  a,  agit  sur  ol'  devra  êln» 
4»\primée  par  une  fonction  linéaire  de  ai  et  de  ol'.  Représentons 
parya'c«»lle  fonction  vectorielle  linéaire  de  a'.  L'élément  ai  devra 
entrer  linéairement  dans  les  éléments-scalars  constituants  de  celti* 
fonction. 

En  vertu  de  (HI)  la  composante  de  la  force  parallèle  à  a', 
ou 

S(Ua'.©a'), 

devra  être  une  différentielle  exacte  relativement  au  circuit  dont  ai 
rst  l'élément.  Cette  condition  sera  remplie  si  nous  adoptons  pour 
^x'  l'expression  suivante  : 

dans  laquelle  •}  et  'y^  sont  des  fonctions  vectorielles  linéaires,  dont 
les  éléments-scalar  ne  dépendent  que  de  a  seul.  Par  cette  expres- 
sion nous  satisfaisons  simultanément  à  la  condition  de  rendre  c^a' 
linéaire  par  rapport  à  ai  et  a',  j  Pour  la  signification  de  l'opérateur 
(Sa|V),  voir  le  n°  369,  ou  bien  aussi  le  n°-4o8  plus  bas.  Il  convient 
d'observer  que  V  opère  sur  a  seul,  j 

La  donnée  (IV)  nous  impose  la  condition  que  le  résultat  de 
l'intégration  double  de  fo',  par  rapport  aux  deux  circuits,  soit  de 
la  dimension  zéro  par  rapport  à  Ta,  aussi  bien  que  par  rapport 
à  Tai  et  à  Ta'.  Il  faudra  donc  que  -/^  soit  de  la  dimension  —  '^  par 


■}}  \ 

rapporl  ù  Ta. 
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Nous  poserons  donc 


/'-^i 


J  1* 


/•Vota, 
IV     '     ~Ta»"' 


\uu>  ;mr()n>  ainsi 


'-;'/ 


Sa,V)'La'-;-  ' . ' 

'  J    X' 


a  a 


/'  \  .  a  \  7  2 


r 


SI,  «lans  (Mlle  expression,  nons  cliani;cN^ns  le  sii>ne  de  a  ri 
(MiCn  rn('ine  Irrnps  nons  |)rrninln)ns  a,  avec  a',  nons  ohlitMi'IrtHi' 
re\nre>^i(Mi  de  la  force  avec  la(|nelle  l^'lcnirnï  a' ai;il  snra,.  Ma:> 
si,  (l,in>c('  (Irifncf  i«''snll;il ,  ntnis  pcrinnions  de  iionvcm  a  a\rc2,. 

I  ('\prrssi(>ii  aniM  nhlenne.  «'lanl   cliani;i'e  de  si^ne,  devra  iede\r- 

II  ir  r«  ^tlc  de  Te  \  pression  priinilixe  :  cai'  laclioii  innlnelle  de  deux 
(Icincnl'^  ne  doil  (h'pendi'e  <]Lie  des  pusilioiis  relaliN (Vs  de  a,  a,,?.. 
r|   non  de  Icnrs  posihons  al)S<>In<'S. 

\lin  (inr  celle  seconde  opéi'al  ion  coinlnisean  résnllal  deniainl'\ 
il    lanl  (jih'  in)n<  posions 

p       «j.      tf  —   o. 

\ons  ;inrons  de  celle   niamèi'c 

/•  V  .  7'  \  11, 


Sa.Vi-: 


Ta- 


Il  tandia  «n  011 1 1  c  cpi"' le  pi  eniier  h'i'fiie  dn  second  nieinlire  clinn:^f 
d.     -^iune    .i\iM     "/.    (Ici  le  dt'nurre  condition    ^e^a    reinj)lie   si  n(Hi> 

I.O^(Ml>' 

-  a   !\  Ta  ), 


•^  t 


ï  >  aa   •'  I   lai 


r 


,  \p'i>v-ion   ipii.    pai    nne   cerlaine    Iranslornialioii   de   -J,  proml  1^« 

Km  nie 

:.         1    S]t  V     /Ta»     -  a  FiTa), 


,.(,        ,    .  w     V \^  i  l\»n  a   mlrodiiil 


\ 


vi   I     K  niv"-e:.:..e.l   tle>  roncli«>ns-scalars  quelconques. 

\.>iiv   v>l»lrn.".s  .;'n>i.  en  dernier  lieu. 


S.  V     /-  T.  a'r\Ta)]-- 


rVVVoi, 

Ïa3 
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C^est  là  l'expression  générale  que  nous  voulions  obtenir  pour  la 
force,  laquelle  expression  représente  l'action  d'un  élément  de  cou- 
rant sur  Télément  d'un  autre  courant. 

(c)  Le  cas  le  plus  simple  de  l'expression  précédente  sera  celui 
où 

,       rV.at'Vaa, 


Tx 


3 


Nous  observerons  ici  que  la  directrice  d'Ampère,  pour  le  cir- 
cuit qui  a  ai  pour  élément,  est 


J     Ta» 


l'intégration  étant  étendue  à  tout  le  circuit;  par  conséquent,  nous 
a\ons,  dans  ce  cas, 

oa'nr— r(SaiV)Va'0. 

(rf)  De  notre  expression  générale  (fr),  nous  pouvons  tirer,  pour 
la  force,  une  expression  parfaitement  symétrique,  qui  est 

/•V.(a'aa,)^ 

il  nous  suffira,  pour  cela,  de  poser 


/• 


/(Ta)  =  coiist.,     F(Ta).=  =^. 

I  X 

Dans  ce  cas,  l'action  de  t!  sur  a,  sera  une  force,  égale  et  paral- 
lèle à  celle  qui  représente  l'effet  de  ai  sur  a'.  En  réalité,  les  deux 
forces  en  question  formeront  un  couple,  puisqu'elles  sont  oppo- 
sées de  direction,  le  signe  de  a  devant  être  pris  négativement  dans 
l'expression  de  la  première.  La  construction  suivante  nous  don- 
nera la  direction  de  runilé-vecleur  U(^a'),  quand  les  directions 
Ua',  Ua,  Uai  seront  données.  On  formera  un  triangle  sphérique 
(tbc^  dont  les  côtés  «6,  bc,  ca  sont  rencontrés  en  leurs  milieux 
respectifs  par  Ua',  Ua,  Uai,  issus  du  centre  de  la  sphère-unité. 
La  direction  de  U(cpa')  sera  précisément  celle  du  rayon  mené  au 
sommet  a.  {Voir  à  ce  sujet  les  Lectures  on  Quaternions  de 
Ilamilton,  n««223  à  227,  |  relatifs  à  ^a'^y  J.) 

(<?)    Notre   formule    générale    (i)    nous   donnera  l'expression 
Tait.—  Quaternions,  II.  l5 


V.aC)  ciiaimtkk   m. 

(T  Vinprre  pour  la  force  avec  la(|uelle  un  élément  agit  sur  un  aiili 
élément.  Nous  poserons,  à  c(;l  elîV'l, 


r 
f\  Ta  >     -  -     ,       V  {  Tx  )    --  (I. 
1  X 


li  on  réstillc 


—  -  a,  >7  7.  a  >a,  a  .»  a  ^>  aa  >aa,  \  .  a   \  aa, 


Ta'  la*  la'  Ta^ 

^^  r..         a-  ^  a,  a  —  -  >  aa  b  aa,     ; 

1  a^  V^  :i  J 

<r«>ii  Ton  lire 

'^a'  -  .,,  -(  S.\  aa'\  aa, -r    -  Saa'Saa,    1 

1  a  '  ^  i>  W 


(  .*e>t  l'expression  connue   |  cpii  est  d'accord  a\ec  le  résultat  obtenu 
ail  n     ï\i).  si  nou>  fai-(in< /■  r  r  —  {\tiay  [. 

«  /  1  >e  re\pr<'-*>io!i  li/in-rale  '^'j.\  ^Jn,  retranchons  l'expres^iHii 
pal  lu  ulièfr  (pie  iioii^  venons  d  obtenir;  nous  ainons  un  re^le  '1'" 
la  l«»rme 

-—  Sy.,V    I  a^  SaT  i/VJ'st)    -    aTiTaib 

(a'  re-le  iNpiiiiir  une  torcf  donl  les  eomposanles,  repré>en- 
1('m'>  à  I  aide  de>  ii.'l.ilion^  ordinaires,  auront  les  expressions  sm- 
\  a  n  l  e  •-  : 

I      La  etMiip(»^anie  paialléK^  [i  y.  sera 


(Is^  (Is 


n  : 


/   i.;  l.qiie  iei  la  di>laii(  e  d»  s  deux  éb-menl--,  el  //  e>l  un  coclficienl 

i|:i .   re-»!»'  à  dvl    rinilUM. 

•'     I  a   eoinp.)>ante  paiall/Je  à  y.  srr.i 

-     II. 

•  "  la  eom|  os, inle   |  aiitdfK-  it  a,  sera 

-     —  n. 
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Siy  dans  notre  reste,  nous  posons 

y  =  F=-Q, 

nous  obtiendrons  l'expression  donnée  par  Clerk  Maxwell  ( -fftec- 
Iricily  and  Magnetism,  n"  â2o),  et  celle-ci  ne  diffère  de  notre 
valeur  qu'en  ce  que  Maxwell  admet  l'hypothèse  de  l'égalité  d'ac- 
tion dans  les  deux  cas  suivants  :  i^  quand  l'élément  agissant  est 
parallèle  à  a  et  que  l'élément  subissant  l'action  est  perpendicu- 
laire à  a;  et  2°  quand  le  rôle  des  éléments  est  l'inverse  du  précé- 
dent. 

[g)  L'expression  générale  de  ça',  que  nous  avons  établie  (6), 
ne  forme,  en  quelque  sorte,  qu'une  solution  particulière  d'un  pro- 
blème plus  général,  très  intéressant,  dont  l'énoncé  pourrait  être 
formulé  de  la  manière  suivante  : 

On  demande  V expression  la  plus  générale  possible  de  V ac- 
tion mutuelle  entre  deux  éléments  rectilignes^  dont  chacun 
possède  une  symétrie  bipolaire  relativement  à  un  axe  dirigé 
suivant  Vêlement,  la  force  qui  représente  cette  action  devant 
se  prêter  y  par  son  expression  même,  aux  opérations  de  la  dé- 
composition et  de  la  composition  des  forces  suivant  les  règles 
ordinaires. 

Les  données  accordées  dans  cet  énoncé  sont  équivalentes  aux 
données  (I)  et  (II)  d'Ampère.  Conservant  les  notations  déjà  adop- 
tées, nous  exprimerons  par  ^t!  la  force  qu'exerce  ol^  sur  a',  ç  étant 
une  fonction  toujours  linéaire  et  vectorielle,  dont  les  éléments- 
scalars  constituants  seront  linéaires  par  rapport  à  a,  et  ne  dépen- 
dront que  de  a. 

La  permutation  de  ai  avec  a'  et  le  changement  de  signe  de  a 
dans  ça'  nous  donneront  l'expression  de  l'action  de  a!  sur  a,. 
Cctie  dernière  expression,  dont  on  changera  le  signe,  et  dans  la- 
quelle on  permutera  de  nouveau  a'  avec  ai ,  devra  nous  redonner 
l'expression  primitive  ça'.  En  vertu  de  celte  condition,  l'exprès 
sion  de  ça'  devra  changer  de  signe  avec  a,  et  nous  pourrons  poser 

oa'=iPaSaia'H-QaSaa,Saa'4-RaiSaa'4-^a'SMi, 

où  P,  Q,  R, ^  seront  des  fonctions  de  Ta  seul  [  et  non  de  La  I. 
(A)  Le  moment-vecteur  du  couple,  engendré  par  l'action  de  a, 


9  2H  en. MM  Tin:  xi. 

sur  y.',  devra  cNidcniniciU  cire  c\|)rirné  par 

où  TTF  désigne  une  nouvelle  fonelion  vectorielle  linéaire,  qui  dt- 
|)en<l  de  a  seul.  L'expression  la  plus  i^énérale  de  m  sera  donc  di- 
la  Tonne 


7777j        P  7.,    —  (^)a  Saa,, 


où  l\  ^^  I  ^énf'ralenienl  dislinels  des  mêmes  lettres  précédenlfs  | 
seront  de^  lonelions  de  l'a  seul.  La  l'ornie  de  ces  fonctions  de  Ta. 
autant  dan>.  Texpression  de*  la  force  que  dans  celle  du  couple, 
d<''pendra  des  données  spéciales  propres  à  chaque  cas  parllculior. 
iJrs  raisons  de  svmétrie  monlrenl  (jue  la  fonelion  mXi  ne  renlVr- 
merii  pas  de  terme  de  la   lorme 

( i)  \pj)li(juoiis  nos  formules  au  cas  particulier  suivant  :  suppo- 
sons rpie  a,  el  y!  représentent  les  éléments  de  deux  solénoïdc^.  mu 
de  deux  Ids  aimantes  loni;iludinalenu^nl,  d'une  manière  uniforme. 
[^Jis(p^un  solénoïde  fermé,  de  même  ([u\in  anneau  aimanté, 
n'exerce  pa.>  (faclion  à  l'extérieur,  nous  devrons  avoir  évidem- 
ment 

'^y.        —  i  S  '/j  V  )'!'x'. 

I*îir  ci'tte  e\pre^^ion  nous  introduisons  un  principe,  plus  f;én«  r.il 
(pie  celui  de  la  donnée  (IILi  d' Vnq)ère.  Or,  dans  le  cas  de  sol» - 
noùles,  la  troi<ièm(î  loi  de  Newton  est  jq)[)lical)le  ;  nous  posen'i 


1^ 


(i(Mie 


a'   I-:  (^  S  7.1  V  )  (  S  x'  V  ) .  /'i, 


y  él.int  uiu'  ioncliou  vectorielle  linéaire,  delà  iorme 

/y.  --  7./\'ra), 

la  seule  forme  j)ossil)le  dans  ce  cas. 

M.;is  deux  scdénoïdes,  «lonl  chacun  a  une  extrémité  siluéo  » 
ritdini,  iigi>senl  Fun  sur  l'autre  à  la  manière  de  deux  pôles  m.ii^iu- 
licpies.  Par  suite,  nous  poserons 
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cette  expression  renrermera  pour  nous  un  équivalent  de  la  donnée 
(IV)  d'Ampère. 

La  force  vectorielle,  exercée  par  un  aimant  infiniment  petit  sur 
un  autre  de  même  genre,  sera  donc,  d'après  cela, 

/).(Sa,V)(S«'V)~. 

(/)  Le  moment  du  couple  engendré  par  l'action  de  l'élément 
d'un  solénoïde  sur  celui  d'un  autre  solénoïde,  ou  par  l'action  de 
l'élément  d'un  fil  aimanté  longitudinalement  d'une  manière  uni- 
forme sur  un  élément  semblablcment  aimanté,  sera  exprimé  par 

V.a'ma,, 

où  xa  est  une  certaine  fonction  linéaire  vectorielle.  Il  est  évident 
que  m  est  de  la  forme 

car  le  couple  devient  nul  dans  le  cas  d'un  circuit  fermé,  ai  étant 
l'élément,  et  l'intégrale  de  ma«  doit  être  une  fonction  linéaire, 
vectorielle,  de  a  seul.  On  voit  donc  facilement  que,  dans  ce  cas, 
F(Ta)  sera  proportionnel  à  Ta'. 

(A)  Lorsque  a,  est  l'élément  d'un  solénoïde  et  que  a'  est  celui 
d'un  courant,  la  force  sera 

OÙ 

4.a' —  P a' -^  Q  a  s  aa' 4-  RV a«'. 

Mais,  puisque  aucune  partie  du  solénoïde,  agissant  sur  l'élément 
d'un  courant,  ne  peut  produire  d'action  parallèle  à  l'élément,  nous 
devrons  avoir 

de  telle  sorte  que 

P  =  o,     Q  ir_  o 

et  afin  que  fa'  soit  perpendiculaire  à  a'.  Nous  avons  ainsi 

<pa'=:--(SatiV).(RV«a'). 

Le  résultat  de  l'intégration  de  cette  expression,  par  rapport  au 
deux  circuits  fermés  agissent  l'un  sur  l'autre  à  la  manière  de  deux 


9.30 


CI1A1»ITI\E     Xî. 


pùle  (le  run  des  solcnoïdes,  devra  èlre  de  la  dimension  —  i.  Xou> 
on  concluons  (juc 


Si  le  courant  anVcle  la  forme  d'une  droite  indéfinie  dans  les  deux 
sens,  axant  jjoiir  (Vjualion 

où 


Tv 


I      et     SSv-^o, 


I  I 


nous  aurons  rex|)ression  suivante,  pour  laclion  totale  du  pôle  du 
soIénoVde  sur  le  <:ouranl  : 


Pi' 


'^... 
I 


/ 


f/.V 


>/>3    ••'. 


IW 


résultat  (jui  est  conloiine  aux  laits  observés. 

(/)   [.e   moment  du   conj)l(î  provenant  de  Faction  de  Téléminl 
d'un  solénoïdc»  sur  r<''iémenl  (Tun  courant  sera 


ou 


TTTX, 


et  il  est  facile  de  voir  (pic 


^l-x 


a 
1 


J   .s 


(/>/  I  Dans  le  cas  de  deux  éléments  de  courant  agissant  l'un  sm 
I  autre,  \v  moment  du  couple,  provenant  de  raclion  de  ai  suri 
et  lornu''  por  deux  Ibrccs  égides  et  op[)Osées,  -r- rnai  et  — rrra,,  qui 
son!  appli(pié('S  aux  cxtjN'niités  respectives  de  Télément  a',  scu. 
d'après  ( // ), 

r^cla  |)Osé,  l(»  ti'a\ail  engendré  par  un  clian;;ement  de  (lirecti«)i) 
de  y/ sera  exprimé  par 


.L""        >       f 


50US  la  condition  (pic  a'-  — -  const.,  d'où 

.>.  a  oa  —t  o. 


APPLICATIONS    PHYSIQUES.  'i3t 

Si  donc  il  ne  s^agit  que  du  changement  de  direction  de  a', 
Ténergie-  potentielle  engendrée  par  Taction  mutuelle  des  deux 
éléments  sera  exprimée  par 

S.a'm«i. 

Substituant  à  nrai  son  expression  (A),  nous  aurons  la  valeur 

PS. «'«,-+-  QSaoï'Saa,. 

L'intégration  de  celte  quantité,  pour  le  circuit  dont  ai  est  l'élé- 
ment, nous  donnera  j  d'après  ce  que  Ton  enseignera  aux  n"'  477  et 
suivants  j  [voir  aussi  On  Green^s  and  other  allied  Theorems, 
n^  II,  dans  les  Transactions  de  la  Société  royale  d'Édinbourg, 
1869-70, 


/ 


(PSa'a^-hQSaa'Saoi,) 


=   r^^/5iS.Uv|V(P«'^Q«Saa') 

=   rr^5jS.Uv,Vaa'*, 
où  nous  posons 

L'intégration  de  ce  résultat,  le  long  du  circuit  dont  7!  est  l'élé- 
ment, nous  fournit  l'expression  suivante,  pour  l'énergie  poten- 
tielle qui  est  engendrée  par  l'action  mutuelle  des  deux  circuits, 
autant  qu'elle  dépend  de  l'expression  de  mxi  ci-dessus,  savoir 

=—  rr^/^is.uv,  f  Cds'\,\{u>/v)oi4^ 

D'un  autre  côté,  en  vertu  du  résultat  établi  par  Ampère,  que 
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couches  niagnéll([iie.s,  nous  devrons  «ivoir 

l(I«Mih[ianl  ce  n'suhjii  avec  le  précédent,  nous  aurons  à  poser 

•> 

7p— ;  -   T(3t1»'); 


d\)ù  nous  déduisons 


I 


la'  1 


JL* 


Ces  deux  résultats,  (lui  sont  (raccord,  nous  conduisent  à  ré;;alili' 

1  o 


'"    .o-         ' 


la  ^  Ta' 

Si  donc  nous  posons 


■A  n  T  a  » 


rinléizialion  nous  donneia 

o 


I 


) 


n'V 


Nous  en  concluons  (juc  l'éncrqie  polenliellc  mutuelle  entre  d^ux 
éléments  sera  rej)résenl«''c  pai'  uwk^  expression  de  la  forme 

.   Sa'a,  ,   Saa'Saa, 

(  1    '    //  )        ; ^  (  I  —  //  )  — ,-— — .'  , 

la  la* 

laquelle  est  la  niéuie  (pie  celle  donl  M.  Ilehnlioltz  a  fait  usaj^cdans 
son  récent  .M«'nioire  \(  cher,  ele.,  Sut'  /rs  ('(juations  du  luou^i' 
niriU  (h*  V clcvtririh'  iJounutl  de  CreJb\  lî^jo,  p.  7<>)]. 

va.  Soil  l  ^7)  l*'  polentiel  relalifà  l'action  d'un  SNSième  qiicl- 
coiupie  sur  une  |)arUcule-unité  située  à  rexlrémité  du  vecteur  y. 
J/é(pialion 

(I)  F(Y)^^ 

sera  celle  d'une  surlace  de  niveau. 
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Soil 

(2)  ,  SvrfY=rO 

l'équation  différentielle  de  (i),  le  vecteur  v  aura  la  direction  de  la 
normale  à  la  surface  (i),  et  par  suite  la  direction  de  la  force  agis- 
sante. 

Si  de  la  surface  (i)  nous  passons  à  la  surface  infiniment  rappro- 
chée, nous  aurons 

Sv  Sy  =^  ^c. 

Nous  pouvons  prendre  Sy  dans  la  direction  de  v,  c'est-àidire 
poser 

Téquation  précédente  donne  alors 

—  ;rTv'  r-_  oG, 
d'où  l'on  tire 

1  OY  1  ûv 

Le  vecteur  v  représentera  donc  la  force,  non  seulement  en  di- 
rection, mais  encore  en  valeur  absolue  (n**  368). 

Mais  par  le  n®  433  la  force-vecteur,  exercée  par  un  petit  cir- 
cuit plan  fermé,  sur  une  particule  de  magnétisme  libre,  a  pour 
expression 


I  où  H  est  un  facteur-scalar  dépendant  de  l'intensité  du  courant  du 
circuit  et  de  celle  de  la  particule  de  magnétisme  j. 

Le  potentiel  relatif  à  celte  action  sera,  d'après  (2)  et  (i), 

.   S EY /la  constante  étant  nulle,  puisque         \ 

Ty*  v     le  potentiel  s^annule  pour  Ty  =  »  / 

=  M  X  ?|r-i  X  (aire  du  circuit  projetée  sur  un  plan  perpendiculaire  à  y) 

(élément  de  la  surface  de  la  sphère-unité        \ 
intercepté  par  le  cône  projetant  le  circuit/ 


>M 


cil  \  PITUK    M. 


(.0  rcsLillal  pciil  s'ap|)li(jii('r  à  un  circuil  fermé  de  grandeur 
(iiiir,  en  lemonlanl  à  Tidée  d'Ampère  d'aj)rès  laquelle  un  clrcuil 
d\U(mdue  finie  est  composé  d'un  "nombre  infini  de  circuits  infini- 
ment petits  fermés  j  au  n'*  i77  celle  idée  sera  précisée  davanta<:e  j. 

iiS.  Vav  les  (pialernions  on  a  une  méthode  simple  pour  la  ch'- 
monsliali(M)  des  pro|)riét(''S  (M)nnues  des  courbes  ffu/i'/nfif/t/rs. 

Soient  (/'i,'.  71)  A  et  A'  deux  pôles  magnétiques  égaux,  leur 
dislanee  i>  y.  étant  [)aitagée  en  deux  parties  égales  en  O. 


>  V 


Si  (  )(  )'  est  un  aimant  innniin<»nl  pelit  dont  la  I  oniiueur-verlt  iir 
«'Si  iz'  et  (lue  OV  z^  z.  le.«>  moinenls  seront 


y.  )  : 


X  ) 


\  (  :  -  -  a  )  G  ' 
T(  :>  --  a)-' 


!<'  signe  étant  à  définir  siii\ant  (jue  les  deux  pôles  A,  A'  son! 

ou  non  semMaldes. 

()pt  r()ns  p.u'  S.\  y.p  J  (<'  qui  sera  ^-^  S  A  a('o  -f-  a^  pour  le  pro- 
mit'r  meml)re,  et  --^  S.\  a(p        a)  pour  le  second  {,  il  \lendra 


Sy.G'(s    >- a)'        Sais    ^-Di^'Jiz 
ou  lucn 

S.QtV   -^1-    U('.  -r-  a)      - 

0    -  a         ' 
<■  est-à-dire 


-A 


:  (  nu'ine  expres>i()n  pour 


—  2 


(mémo  expression  pour  —  2 


Sa^/U(p   4-  a)   -•-':S3t<'/U(s--a). 
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En  intégrant,  on  trouve 

S3t[U(p-ha)=hU(p  —  a)]— const., 
ou 

cosOAP  zf.  cosOA'P  =  const. 

(^est  la  propriété  qu^il  s'agissait  d'établir.  Lorsque  les  pôles  sont 
inégaux  d'intensité,  l'un  des  termes  du  premier  membre  devra 
«Hre  multiplié  par  le  rapport  des  intensités. 

t49.  Nous  allons  maintenant  traiter  de  quelques  transforma- 
lions  très  importantes  sous  le  rapport  de  la  Physique  mathéma- 
tique. Le  vecteur  d'un  point  quelconque  étant  représenté  par 

l'opérateur  des  transformations  sera 

nous  noils  proposons  d'étudier  l'effet  de  cet  opérateur  sur  diff*é- 
rentes  fonctions  de  p. 

Nous  avons  déjà  vu,  au  n**369,  que,  lorsque  la  fonction  de  p  est 
un  scalar,  l'effet  de  V  sur  cette  fonction  consiste  à  trouver  le  vec- 
teur suivant  la  direction  duquel  les  variations  de  la  fonction  sont 
les  plus  rapides.  Nous  avons  aussi  brièxement  indiqué  dans  le 
même  numéro  l'effet  de  V  sur  une  fonction-vecteur. 

toO.   Nous  allons  examiner  plus  en  détail  les  transformations 
opérées  par  V.  Cela  nous   fournira  quelques  résultats  non  seule- 
ment intéressants,  mais  utiles  aussi   dans  d'autres  applications. 
Vinsi  nous  avons 

(3)  Vp  ---.  ('i  ^  ^.,,\  (i,r  -i-. . .)  ^  -  3, 

,i,  VT,4-,4*...)<..^,.. .-,*.  •±±il±if^ =,f  =  (;„ 

(5)  V(Tp)«  —  /i(Tp)"-* VTp  ~  /i(Tp)"-»p, 

et,  par  suite, 

.v\  r     1_- 'J?— 

^^  (tp)"  ~      (Tp)"--** 


Dr  là  nous  lirons 
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^'tJ  '      tV* 


lui  a|)j»li(jiianl  V  une  seconde  lois,  on  Irome 

ce  (jui  esl  un  résiillal  (lejuiis  longtemps  conslalé. 

'    z  I 

INuir   cali  iilcr   V|  -; —  \-,    nmis    rcmorcjunns    (|n«'  -,— -  est    un    sralnr,   p'it 

■^uil»'  nous  pouvons  lo  pl.iccr  soii  avant   o,  soit  aprrs  p,  suivant  notre  cn- 
vonaiicr.   \insi  nous  triirous 


''  ('  ■    )    -' ■ 


1  ^/.  T  s  Y 


Multipliant    par   i  cl    >ounuant    li'<  irMillals    analo^'ues   |>(Mir   /        •  / -. 


d  il 


Flous  aurons 


-^-■(tJ     ^(t.J     '^:' ■(■,•-.,) 


(  )n  a   aiisM 


Is 


V  T  : 


'  ».  > 


1 1. 


V: 


—   .> 


rsVls       (VT'/)l  s-   TsVl  s  -1 


t  t 


ri ,  pal'  <'ons<'(pirnl 

("  ) 


vr. 


Ts 


i»>l  .  ^oiis  pfni\(nis  tiiamlciianl  li(Miv<'r*  les  rt'sulla's  de  1  «»pera- 
Inm  dr  V  sur  drs  («micIioos  plus  complexes.  Nous  le  ferons  à  i  ai<i.' 
drs  n'-sullals  prrcr'dnils,  d«>nl  i  ()"  )  sera  le  plus  lerlilt*  eu  appli*»'- 
lions,  cl  <l()nl  {i\)r\  (^ -  )  sniil  rrmar<jual>lcs  en  cux-inèrne>.  (^^UcUil 
à  ,  <)^ ,  cclh'  loiiunl»'  p(  Mil  rail  se  (|o\  mer'  par  d  autres  consitléi^iion-. 


Vlllsi    nous   a\  (Mis    j    j)()|||-  y  ^^  />/  _f_y/y  -._  /y 


.  I 


(  1  ) 


VSa-.         --Vif/./'    i-..,):-- —  a, 
Vi  \  y.'/<  V(  \  :ïi        Vi  s  y.:  —    sa)  —    — a 

{■\  )  V(  \   1}  )     -:  -.ÎX. 

De  là  nous  lii'ons 


>  X, 


(-) 


\    7' 


>    'l 


:>  X  : 


.'»  s  ^  a  s 


a: 


Ts 
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Traitant  ensuite  par  S.op,  nous  avons 

(4)  {  ^  ^  •    ^ 

SaSp        3SapSp8p ^/Sap 

Cette  dernière  transformation  est  des  plus  utiles  dans  diverses 
applications  physiques.  Par  (6)  on  peut  la  mettre  sous  la  forme 
suivante,  qui  est  quelquefois  plus  convenable, 

(5)  S.SpV(^P)=.3S.«v(J. 

Il  est  important  de  faire  remarquer  aussi  que,  dans  les  premiers 
membres  de  (4)  et  (3),  on  peut  échanger  le  V  contre  -h  S  sans 
qiril  en  résulte  de  changement  dans  les  derniers  membres  |  en 
\ertu  de  la  relation  {&)  du  n°  ioO  j. 


ioâ.  Nous  avons  aussi 

(1)  VV.pp-rr_-.VOSYp-pSPY  +  TSp?)  =  -7?-H3S?-;-PY  =  S?Y. 
Supposant  que  '^  soit  une  fonction  vectorielle  linéaire  de  la  forme 

(2)  ç>p  r=  a  H-  ^  V.ppY  -f-  mp, 

c'est-à-dire   une   fonction   conjuguée   d'elle-même  contenant  en 
outre  un  vecteur  constant,  on  aura 

(3)  Vop=:SSpY  —  3//J  :rr  un  scalar. 

Dans  le  cas  d'une  fonction  (^p  non  généralement  conjuguée  d'ellc-mcnio, 
qui  soit  de  la  forme  la  plus  générale  possible, 

<pp  =  aSPp-r-aiS?,p4-  ajSpjp, 
nous  avons 

V(a  S ?p)  =  (iS^i'r-f  S ?y  -4-  A-  S .3A:)a  -  -  ?a; 

d'où  nous  tirons 

i  Vcpp=-r?a-f-?,a,H-?ïa,), 
(3')  I  SVop=— £S?a, 

(  VV^p=  — SVpa, 
et,  d'après  les  valeurs  de  mj  et  de  £  (n'**  160  et  17i), 

S  Vop  —  —  /Wj, 

V  V^p  —•  z. 
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De  là  rinl('i;ral('  d'uiir  é(|iialloii  d<'  la  forDic 


'•) 


V  j  .— z  consl.  scalar,  sera  i 


<  t 


Si   la  vah'ui*  coiislaïUc   de  Vt  conlicnl    aiis>i    une   paiiir   vetinn 
rf\|>ro-si()ri  de  7  coiil  Icudra  des  l('rtn«^*^  de  la  loiinc  \  zz.  vl  7  i"i- 
[)riniei'a  mic  d<''{()rriiali(Mi  a((U)ni|)ai;ru''0  d'une  rotation  (  n*  »i71  '. 
l.a  solulion  d«'  V^        ^f  (où  7  el  ff  sorU  des  ()ualernions  )  esl 


7       Sr.    :    \.. 


r."' 


On  doil  rcniarijurt"  que,  jjari  1)  el  (  •>/)  du  n**  t^Jl,  on  a  l'équaliuii 

V(S    .^  \  )as  _-o. 

(]ui  ('<l  «l'une  Iniporlanee  eon^  iil/'iah^'  dans  eerlames  aj»|dieali<»i)> 
j)li\  ^i'jue^  ;  mais  nou*^  ne  |)ou\niïs  |)a>  enlrrr  dans  de  |dns  arnplc^ 
délads  à  ce  ^nj«'l  • 


V}'\.  Il  iH)Us    scrnil  larilr   i]i'   donner   un    plus  ^rand  nond>r»' d 
(  cs  1 1  ioi^loiruahoris,  (jm  en  r^'alih'  ne  pivseiilenl  n^is  df  drilit  iilh*. 
\ons    j>r(''l(''rons    lairc    \oir    <;ornl)H'n    snnl    nornlu'tMi-^es    Ir^   ijpjtli- 
«alions    de   e<'s    iransloi'nial ions    dans    les    diver^^es    (inrslnins  d» 
Pli\sH]ue     rualln'nialKjuc.    ('es    applical  itnis    sont     d'une    iji'iiii'li 
unpoiiiniee,  |)uiS(|U<'  1rs  pi-o^rès  dans  le  donnnne   dr    la  PInsnjur 
inallicrnalKpn*  doiNcnl    èlrr    ]Ui;<''s    d  un    pii\   plus    él«'\c  (Hh*  crii\ 
rcali-i's  <lans  le  d(un;nrir  île  la  (  léoin^'hu'  puif. 

Supj)osons  (jue  7  soil  le  dépLn  ernenl-vcctrur  du  i)«unl  silur  <• 
I  ('\lr('inll('  du  vcclcui*  z.  dans  uti  solide  élasli(pie.  Soil  />  la  |n«'^- 
Mon  pioduile  par  le>  déplaeerni'uls  dat)s  le  voisinai^c  de  1  e\lr<- 
niih'  de  0,  nous  auions 


(  I  1 

d  où  non. s  lirori"- 


V/>  V^7 


-  -(»; 


■>  I 


S  osV-7  -  —  S  '^,^V/>  ~-  y>s 


<|ni  esl  une  dillV-renlielle  cxach-. 

Il  110  |iimh  pas  s'ai^ii*  jxMir  nous  {\o,  (Itniiicr"    une  «Irinon^lralioii  <Io  la  i"*- 
iiMiIc  (  I  K  MiHis  nous    conlrMitcroDs  <lo  lairo  leinarquer  ce  cprellc  roiilorin^ 
Ainsi,  on  |)(>sanl 


,'■ 
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o^  îi  ^h  C  sont  des  scalars,  fonctions  de  x,  y,  z,  nous  voyons  que  pour 

p  =  ix-^  jy  -r^  kz 

Tcquation  (i)  se  décompose  en  trois  autres  dont  le  type  est 

rar,  en  général,  quel  que  soit  le  quaternion  g,  nous  avons,  par  le  n"368, 


D'autre  part,  on  a,  en  général, 

/>  =-.  A*  S  Vff, 

où  k  est  un  facteur-scalar  convenablement  choisi. 

Supposons  que  le  solide  soit  incompressible;  on  a  alors 

(3)  S.Tff-o. 

Sir  William  Thomson  (Camb.  et  Dublin  Malh,Journaly  l.  II, 
p.  62)  a  montré  que  les  forces  prenant  naissance  dans  un  s\s- 
lème  donné  (par  suite  d'une  distribution  donnée  soit  de  matière, 
soit  d'électricité,  soit  de  magnétisme,  soit  de  courants  galva- 
niques) peuvent  être  représentées  en  chaque  point  par  des  dépla- 
cements qui  résulteraient  de  l'action  de  forces  extérieures  agissant 
sur  les  molécules  d'un  corps  solide.  Nous  pensons  qu'il  est  utile 
de  donner  l'analyse  de  Sir  W.  Thomson,  à  l'aide  de  la  méthode 
des  qualernions,  et  d*y  joindre  quelques  additions,  afin  de  mettre 
en  lumière  la  simplicité  de  cette  dernière  méthode. 

4oi.  Ainsi,  lorsque  l'on  a 

le  second  membre  est  la  même  chose  que  —  S.ot  V  =^--,  par  (6) 

du  n«  450. 

Il  résulte  de  là 


-'(x^) 


pour  la  force-vecteur  exercée  par  une  particule  de  matière  sur 
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imc  aiilrr,  ou   l)icn  par  une  |)arlicule  d'éleclricité  libre  sur  une 
autre  parliculc  scnililable.  Celle  valeur  de  7  salisfail  évidonini»iil 

à  (•>)  el  à  (?j). 


De  nu^'Uie,  lorscjue 


S.OsVt:-:  o(   ^^-   ), 


le  second  inend)re  par  (4j  du  n*^  iol  e-^l  la  même  eliose  que 


h  os  V  — —  . 


Tp* 


On  peut  donc,  comme  cas  parlicidier,  |)oser 

Va: 

1    S' 

ic  f[ui  exprime  la  (oree-veeleur  <'\ercée  par  un  élément  y.  de  ioii 
lanl  sur  une  particule  de  ma';nélisme  en  o  (n'^  i30). 

i^h}.  -Nous  a\ons  ])ar  (.>)  du  n"  Î5I 

^  \  ao         0£  y-  —  i")  j  S  as 

et  nous  \ovons,  par  les  u"^  il^o  et  i!U),  que  le  second  nienduc 
<'\prim<'  la  lorce-NecIcur  qu'un  eouranl  plan,  perpendicidaue  à  2 
et  de  petite  dimension,  situé  à  l'origine  de  0,  exerce  sur  une  j)arli- 
cul<'  nuii;nétiqu<',  ou  l)ien  sur  le  |)ole  d'un  solénoïde  situé  à  1  c\- 
Irc'milé  de  z.  (lelte  expression,  étant  un  vecteur,  re|)résentc  égidc- 
uKMi!  Il  rotation  élémenlaire  produite  par  la  distorsion  du  solide, 
l'^ii  prciïanl  1<'  ^e(ieur  7  éi;al  à  Texpression  ci-dessus,  nous  voxon-^ 
([ue  ce  \e(  t(Mir  7  salisfail  aux  deux  équations  ('.>.)  cl  (  3  )  du  u"  lr>],  el 
que.  par  suite,  la  distorsion  peut  se  produire  par  des  i'orc^'s  extc- 
I  leurra.  Ainsi  rcllct  de  TidénuMit  dun  courant  sur  uiuî  particule 
niiiL;ri«'li(pie  e>t  iTj)résenté  par  le  dé|)lacenient  même,  tandis  que 
rellrt  d'un  pelil  ciicuit  ou  d  un  |)elil  aimant  est  nqjrésenlc  !>•»'' 
riixe-\ecteiir  d<'  la  l'olalion  (pii  résulte  du  s\  slème  des  déplace- 
ments. 

io().  Si  nous  a\  on  s 

SosV^7 
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nous  voyons  que  7  salisfait  à  (2),  cl  le  second  membre  peut  s^é- 
crire 

Nous  avons  donc,  comme  cas  particulier; 


-  MW" 


Va=:- 


et  cette  valeur  satisfait  également  à  (3). 

Le  déplacement  correspondant  est  donc  susceptible  d'être  pro- 
duit par  des  forces  extérieures,  et  Var  représentera  Taxe-vecteur 
de  la  rotation  au  point  situé  à  Textrémité  de  p,  en  même  temps  que 
Vo-  représentera  ce  que  or  représente  à  la  fin  du  n**  454. 

4o7.  Il  est  intéressant  de  remarquer  qu'une  valeur  particulière 
de  o-y  satisfaisant  à 


V 


ff  ^i  — 


Vap 


on  aura 


Tp^ 
est 

2  '  1  p 

ainsi  que  Ton  peut  s'en  assurer  en  calculant  V7  à  l'aide  de  cette 
expression  de  t. 
En  outre  y  si  l'on  a 

S„p,.-_,(|^)-_S,,v(|ïï), 

comme  cas  particulier. 

Mais,  comme  ^pHj  est  le  potentiel  d'un  petit  aimant  a  à  l'origine, 

relatif  à  une  particule  de  magnétisme  libre  située  à  Textrémité 
de  p,  il  s'ensuit  que  or  est  la  force  d'attraction  du  petit  aimant; 
cl  en  même  temps  7  représente  la  distorsion  d'un  solide  élas- 
tique produite  par  une  force  extérieure.  En  eOet,  d'après  la  valeur 

de  9,  on  a 

V(j  -o 
Tait.  —  QuatemionSf  11.  lO 


2Î2  CIlAPlTnK    XI. 

«'U  i)ar  suite, 

V-*7-   o; 

par  rons('([iH'nl  (  >.  )  cl  (>  )  sont  satisfaites. 

ioX.  Nous  lerniinenms  e<»s  recherches  rehitixes  à  V,  en  pro<lui- 
saiil  (|U(*hjiies  exeinph's  (riiilcj4;ration,  dans  des  cas  qui  IromeiU 
leur  application  dans  mainte  (piestion  de  FMiysi<|ue  rnalhéma- 
llcpie. 

II  est  convenal)le  d'établir  une  nouvelle  définition  de  V,  «jin 
nous  perinelle,  si  nous  le  désirons,  de  nous  alIVanchir  de  loul 
choix  (Taxes  de  coordonnées.  A  cet  eHel,  nous  poserons 

S.aV  ^/,, 

y.  t'taiil  un  vecleur-unilé  quchoinpie.  L'opéialeur  d-x-  lorsipi'il  ?« 
Irouvc  a])pli(pié  à  la  fonclion  d'un  vecteur  variahle,  exj)rinîer;i  li 
t'(trintii)n  de  la  jdnrlutn.  pour  un  d(''plaeeinenl  de  Texl rémile  du 
\ecl<»ur  variahle  le  loii^  de  la  dir<'clion  de  a,  et  (dans  l'IiNpolliôî»" 
(pic  celle  variation  ^oil  proportionnelle  au  déplacenu'nt  )  la  varialiun 
•  oircNpondra  à  un  d('j)laccrnent  é;;al  à  riinilé  de  longueur. 

Loixpic  '/  a  une  loui;u(Mir  diflV'rente  de  l'unité,  nous  p()M\«)ii^ 
ie  rci^arder  couiiim'  une  \  ilcs^e-vccleur ,  et  dans  ce  cas  Topcrf»- 
hur  d-i  donnera  ///  rtuiaiinn  dt'  la  /nncfio/t  f/i/l  aurait  liru 
durant  Ittnitr  de  temps,  >\  la  \aiialion  a\ail  lieu  proporlioDiiel- 
lement  au  temps. 

Soi!     y.,     :>,   *'   un    s\slèm<'    (h^    vecteurs-unité    Irin^ctangulaliv-^. 
Mors,  pal'  une  translormalion  (ondamenlaîe,   nous  avons 

(  .elle  (Iri  nièi'e  forint!  e>l  du  même  «;(Miro  (|ue  celle  de  llaiinhon 
X  Leetiui's,  n'MltîO),  à  hupiclh*  nous  axons  rattaché  les  résultai- 
«pii  piM'cèdent. 

j  \'(''rirKni>  par    un  «mIcuI  (''h'imMilairc   ridoiilité  ciilrc  Kls  «{«mix  smiiI'-'I' ' 
«l'o|>«  rali'iiis 

/  .  '/  .   <t  .    'I    \       I        'I         r    *l  d   \ 

^'Tïr       ■'  d'y  ■     '•;73  '  "  '  ^7«        'db'''dc  I' 

où  <7,  A,  c  ;^(jnl  <lcs  vari.il)l«^>  (pu  ,  pju'  rapport  à  a,  3,  y,  ionl  co  quc-r,  v.  J 
-niir  |)ai    rapport  à  /.y.  /",  avec   la  faculté  que    Ic-s  origines   dos   doux  *V* 
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i4S 


u':mes  trircctangulaircs  peuvent  être  généralement  dlslhicles.  On  remar- 
quera que  le  second  des  symboles  est  identique  avec  celui  du  texte, 

V  col  effet,  nous  considérerons  le  triangle  Oninîtii  fig.  7!>.\  dans  lequel  on  a 

•ig.  72. 


iroii 


Ont  —  p,     0/?io  —  wo,     ni^iin  =-  oj, 


p  ^  tOo  -     co. 


Si  nous  faisons  varier  m  en  m',  sans  que  //lo  change,  nous  aurons 


mm'  —  d^  ---  (hi. 

Nous  «supposerons  généralement  que 

r/p  —  idjr    x-j  dy  -■-  A*  dzy 
diù  —  oida  -    °  dlf  ■     Y  ^^^'' 

Mais  nous  considérerons  a,  b,  c*,  liés  linéairement   a\cc  j^jV,  z^  de   ma- 
nière que,  b'i  nous  posons  soit  i** 


•.01 1  /• 

soit   V 


dy  •  dz  ■-  o, 
dz  ---  d.r  '  o, 
tlx    -  dy  —  o, 


nous  ayons  autant  de  systèmes  de  dérivées  partielles  do  f/,  6,  r  par  rap- 
port à  celles  des  variables  x^y,  z  dont  les  variations  onl  lieu  dans  chacun 
des  cas.  Ainsi  nous  aurons,  suivant  les  trois  cas, 


I') 


ia") 


(V) 


i  ~ 


J 
k 


da       f.  dh  de 

dx    '    *  dx  '    *  dx 

da       f^dh  ^  dr 

dy    ^  ^  dy  '    '  dy 


da       Q  db 


fil- 


d«»  là  (comme  a,  3,  •;  formenï  un  système  trireclangulairc  ainsi  que  i\j\  /, 


2Î< 

C  II  s 

c'c<t-;i-(liic  quo  a-  - 

—  I ,  a'^> 

(la 
7Ij 

-Sa/, 

(Ih 
(Ij 

(hi 
<0 

-  ^^y\ 

7/v 

fia 
'(fz 

Sa/. 

il  h 

c  II  A  1»!  TUE    \1. 


.  I  nous  (Irduisôns 


« 

(Ir 


-S  3/, 


r/.- 


Sy/ 


Si  maiiilt'iianl  ikiun  «lillVroriliou^  un  quaU:rjiinn  rjuolcoiiquo  /•,  (|ui  ol  ("ih 
lion  (le  J\  }\  c,  nous  aurons 

d/'         (If    (la         flr   (llf  (Ir  (ic 

(Il          (la    (l.r         (Ih   (Ir  (le   (Lv 

v\  «l»u\  auln'^N  (•\|)r<'>>ion>«   analoi;uo>,  où   .r  esl    rcinpiacc'    d'ahord  p.n  i 

|)ul«<  pai-  z.  Mnhipliani  n-s  trois  c\pr<'^>ioFis  ics])cclivcnicnl   pai  i,j.l^  « 
luisant  la  boniFii<\  nou>  aurons 


V/ 


/  .  fia  .  (la  (la  ,  dr 


...       ,        ,       ,.                (l((  (h- 

on   nous  a\ons  inhiNr'ili  lordio  des  ladcurs -—  cl  — -  •»  nui<(iU('  1(S   in*- 

(Ir  (la              '  * 

iui('i>  soni  (l('<  s('alai>«. 

..      ,      .      ,           ,      (Ir        ,.        .     ,            ,              .    ,  .     (l((  (la     iln 

(>r    l«'   lac  loin    <l('    — - 1    (I  al^F•^^   lo  \au'uis  n-de-sus  de  — ,- <.  -7— ?   -.- 

(la                                                                                   (Ir  (h       az 


prend  la   (oinie 


(/Sa/      j  "^  'xj       A  S  a  /.  ), 


ipii,  «ra|)iè>  la  l"rinnl<'  \'\'  )  du  n'  01,  ("^l  éi;id  à  --  a. 

Lo  ( oellirienl^  dr  —    ,         "ci-onl    de   la    mémo    niaïuèro    rc-^peeliNciii' 

(Ih      (ir  ' 

<'uau\  à  -      i  «1 

(  )n  a  doue  iun^i  la  \  i  lilic  ,il  inn  <le  r»'iralit(' 


lit 


lia 


ou,   rn  ''N  nd»(d»'  d'o|»ei  atciji , 


a 


flr 
(Ih 

(l 


.//' 

(^/C 


</ 


f/^/ 


Ih    '    '  l'A 


r/o 


r 


ce  (jut-  non-  axinu'-  pour  olijci  d  «'taldii-. 


rJî).  Pijr  ((die  inamèi(*  (rcii\  i.sa:;('r  la  JcTinilioii  do  V,  in»'i^ 
sommes  en  éhil  de  Nolr  Imnicdialemeril  (jiie  rcnV'l  de  V,  stir  Ii 
fonelion-sealar  <riiii  ^e^lea^  p,  est  de  donner  le  veeleur  dans  l«« 
diiec  lion  duquel  Id  fa/irUon  vai'ie  le ]}lus  rapidement  aiilotir  d«' 
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rextrémité  de  p.  Si  donc  V  est  appliqué  à  un  potentiel  w,  nous 
avons  Va  =  force- vecteur  à  l'extrémité  de  p. 

Lorsque  u  est  un  potentiel  des  vitesses,  l'effet  de  V  est  de  don- 
ner la  vitesse  du  fluide  à  l'extrémité  de  p  ;  lorsque  u  exprime  la 
température  d'un  milieu  conducteur  solide,  nous  obtenons  par  Vu 
le  flux  de  chaleur.  Finalement,  quelle  que  soit  la  série  des  sur- 
faces exprimées  par  u  =z  C,  le  vecteur  Vu  sera  normal  au  point  p 
de  la  surface,  et  la  longueur  de  Vu  sera  inversement  proportion- 
nelle à  la  distance  qui  sépare  deux  surfaces  consécutives  de  la 
série. 

On  remarquera  aussi,  comme  cas  particulier  de  la  définition  de 
^Z9  que  l'on  a 

S.dpVu  -=: —  du, 

ou  bien  symboliquement 

le  premier  membre  exprime  donc  le  symbole  de  la  différent! a tion 
totale  résultant  de  la  variation  de  p  par  suite  d'un  déplacement 
infiniment  petit  e/p  de  son  extrémité. 

460.  Nous  avons  maintenant  à  interpréter  l'opérateur 

V.(xV). 

Pour  cela  appliquons-le  à  un  potentiel  u.  Puisque  u  est  un  scalar, 
on  peut  le  comprendre  sous  le  signe  V.  Alors  il  vient 

(VaV)i/:=zV(aVa), 

cl,  sous  la  seconde  forme,  on  voit  que  l'expression  représente  le 
moment-vecteur,  c'est-à-dire  l'axe  vecteur  du  couple  obtenu  par 
la  transposition  de  la  force  en  p  en  un  point  dont  le  vecteur  est  a, 
à  partir  de  l'extrémité  de  p. 

D*un  autre  côté,  lorsque  V.aV  est  appliqué  à  un  vecteur  ^, 
nous  avons 

(V.aV)(Ti=:S(aVV<T)-f-xSTtr— V.Sïff, 

et,  dans  le  dernier  terme,  V  n'opère  que  sur  or.  Par  ce  qui  précède 
nous  savons  ce  que  représente  le  dernier  terme.  Nous  n'avons 
donc  à  examiner  que  les  deux  premiers  termes  du  second  membre. 


1  î   \ 


r-      Vi/D-.T. 


-      ....  «'t  m'  sont    que  t\t<  <,\ 

'.ut  un  jniuluit  <1«^  \4M|.u 
1  ,<  il- i  MltiiieiU  lin  f]iinl(  i  ni-' 
'  -  ••    rtii'-ii. 


^.iVt       s. a\  V- 


1. 


1/S 


Xl>,  T 


■liill^Mlf 


'  \    illVi  i»'-    par  V.    Aillai  in»i. 


^-  I'-Tt  V     N^T 


\         \    I 


«     -i'  'luit  «IcH  rrpli's  ortliii;iir«'>  <li 
:    -\!.:i->l«'    V.  rniiiiix'    si    rc   >vin!'<'l' 
•    rihul.- 


r 


U' 


V. 


!    » 


1.    I 


-  *     Ml    H  ,1-1  >(\(»rul  inninlu'O  milmniiil 

*     I  '  M  I  •  •  1  l .  !  !  I  l  (  *  < 


1  '  -»  '  I  j  •  ■ .  I    "*    1  • 


|V  11!   iii'<  ipi/|.i  <  •      .1   i;\  ijii. mille-,  donnons  à  t  Im  sij;nili(..«'.i<>;i 
<l  un  «1    jtl.i'  riii'  iiL  ('11  liini  ,iN>>i  (1  inir  \ilrss(',  dn  |)(>inl  situe  on- 
-iiiaii  nih  n(    a  I  r\' r.'iiii  h-  de    ■: ,   ri   de  plus  cnnsid/'rons  le    j:reiip' 
i\r^  |)oiiil-  >ilin'>«  auloiir  de  1  e\li-éniilé  de  o,  puisque  les  iiuanlil»'* 
S I  V7  ).  \  i  Vt  '  oui  une  liaison  nilinie  avee  la  dt'dornialioji  du  i,'reiJi»' 
de  |>(Mnl>  eu  (lueslniu. 

i()^.  S(Ml  T  le  \e(  leurde  I  uu  des  poinls  du  groupe,  l'origini' «I»": 
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élanl  à  rexlréuilté  de  p.  Alors,  après  une  petite  durée  t  de  temps, 
les  vecteurs  p  et  (p  H-t)  deviendront  respectivement 

p  H-  /ff 
et 

et  cela  (pour  la  seconde  des  expressions)  en  vertu  de  la  définition 
de(SaV)  au  n°  458.  Si  donc  la  déformation  du  groupe  est  repré- 
sentée (d'autre  part)  par  une  fonction  linéaire  vectorielle  <p  du  vec- 
icur  t,  c'esl-à-dire  si  «pT  représente  le  déplacement  relatif  j  entre 
la  position  prise  par  l'extrémité  de  t  et  la  position  prise  par  Tex- 
Irémité  de  o  dans  le  groupe,  savoir 

çpt  --.  j  p  -HT  -h  t[9—  (SxT)<t]    —  (p-+-  £9)  {, 


nous  aurons  Fégalilé 

j  et  effectivement  le  second  membre  exprime  une  fonction  linéaire 
de  T  j. 

Pour  procéder  plus  loin,  nous  admettrons  que  la  valeur  de  / 
soîl  suffisamment  petite  pour  qu'on  puisse  en  négliger  le  carré  et 
les  puissances  supérieures. 

Soit  ensuite  o'  la  fonction  conjuguée  de  cp,  nous  aurons 

où  V  n'aflecte  que  c,  comme  auparavant.  De  là,  comme 

il  vient 

J  ISous  avons 
(<f    -o')-      -/[(SxV;(r-V(S=n)]  .  _  tsJ(Stt)^  -  ,S  gx  j 

=-     -flV^V.-^)--  -<V[xV(V<r)]. 

Par  le  calcul  symbolique,  c'est-à-dire  regardant  T  comme  un  vecteur,  on 

a  de  même 

jStV  — VSt(j=V(tVV(j). 

Les  trois  termes  de  la  valeur  de  |(ç  -h  ç')t  forment  une  fonction 


->i8 


<H  V  PITRE    XI. 


Iinraiir   <1»^  t  ronJM::iire  •i'rlK'-nK'iii»^.  que  nous  désignerons  jujnr 

h'Ilinmrnl   Jictr  'vT.  i\r    -oiiP  que 

M'iK.  j.Hi"  .1  jiproMiiiHhMii  <urrr^?i\e.  rn  iK'^'li^^eanl  les  lerincs  «'ii  /-. 


mT 


i  A     ^T  .  V  V- 


()]ï  |)«'iji  ilonc  r  <uHr\  oir  1.»  th'toiiualinn  comme  cnnip(>>t;e  : 

i     Dune  <l«lormiil  ion  |nirrrrf; 

'^  I)  inn'  roLiiiun^^N  -Xt.^t  .  où  l'axe  «le  rotali<ui  «lu  t^riuqu' 
«-1  ^\  Vt.  ' 

\oiis  iiuri<ui^  pu  nous  «'ontenl«'r  (!«•  «lt'«luire  ce  résultat  de  la  lor- 
uni!«'  «lu  n  ■  o()lK  <a\oir  : 

'/\  a  z  nz        ai    '  \  rf  r        civ  } 

v\    iqq>li«|urr.    ainsi    «ju'au    n*^   'M[^s  1<'S   formules  dt.'  Slokes   et  de 
Helmlioit/.. 


i()-^.   ]\ir  «•«•lU'  lormule  du  n"  31)0  n«^us  axons 


SVt 


dr 


'/: 


t(  iiMUs  r«N«)nnais^on<  pai  «ctlr  \  .drur  «jin^  S  Vt  i'epré>ente  la /'V'W/- 
jifi'ssfitn  i'iihi'inc  «lu  l;i'ou|)«*  d»'  poinls  con^idt'i^'S.  Parlant  «le  eell** 
(  trinulc.  nii  pniniail  «l(»iin«  r  au  •second  memliiw*  une  e\j)re^>i«)n 
plus  quatf'nNoriKpM'  (nrcllc  ne  \  i^A.  Alais,  au  lieu  de  |^roeéd«:r  de 
l.i  sorte.  uiHi^  \oulon-^  <l;d)lir  la  t«)rinule  «'Ih'-mème  à  Taide  de  la 
nn-tliodc  dt'^  (pi,ih'niiiiri>. 

V  cl  rtifi ,  non<  iiHi»  pri)p(»>.rron-i  de  (du'relier  le  volume  de  I  el- 
lipsoïde dans  lecpn  I  un  -loup*'  de  poinls,  renfermés  dans  mie  sur- 
ta   e  oji-inaircmenl  <j>ln'i  upie,  aura  éle  dciormé,  durant  le  temps /. 
>ous  a\ons    pour  la  d«'lo!-mal  "«)u 

r«u  ruons  la  <  uhiqin^  «le  ':>  à  l'aide  du  |)rocédé  élégant  de  Hamil- 
ton.  \«)iis  ol)ten«)ns,  en    n«''glig(\u)l  partout  /-,  t^ .  ....  el  on  dési- 
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gnant  par  \  [x,  v  un  système  de  vecteurs  quelconques,  non  copla- 
naîres, 

-h  m  SXjjLv  =  S«p'X«p'[jnp'v 

=  S.()v--/VSX(j)(|x— ^VSii(t)(v  — /VSva) 

^  S.(X  —  /  VSX<t)  ( ViJLv  —  /  V.  {jlVSv^j  -t-  ^V.vVSjxa) 

—  SX|iv  -  /S([jLvVSX<ï  H-  vXVS[jL(j  -h  XfxVSvj) 
— *SXhlv  — /S.(XSHLvV-hiJiSvXV-h  vSX{xV)(i 

—  SXjxv  —  /  S.Xfxv  SVff. 

/WjSXfXv  :-_  S.(X?p'[JL<;&'v  -h  [x^p'vcp'X  H-  vçp'X^p'ix) 

~  S.X(V;xv  —  ^V.'xVSvd  4-  ^V.vVS'xa)  -H .  .  . 

-—  S.X|iv  —  ^S.X|xVSvj  —  /SvXVS'Xd -^. . . 
1-:  3  SX|xv  —  2i  SX|xv  s  Va. 

/TtsSXfXV  ~_  S(XfXÇp'v  4-  vXçp'(X  -f-  [AV©'X) 

-:  S.X'XV      -  ^S.XfxVSvff-H  .  .  . 
=n:  3  SX|xv     -  l  SXfXV  SVff. 

*Les  intermédiaires  sont,  pour  le  second  terme  du  second  membre, 

S  jxv  V S Xff    -  S  {XV  t  S  X  Dj. ff  -h  S  {xv y  S  X  D^ff  -.-  S  ;xv  A*  S X  D-  j 
r -  S X ( D^ff  s  jxv i -h  Dj. j  s ixvy    ;-  D- »  S  jxv A) 
=  S.X[Sjxv(iD^      jDy  t-AD,)](i 

-:^S.[X(S{XVV)(J] 

et  ainsi  des  autres  termes. 
Leur  somme  est 

S.[2X(SixvV)(iJ  ^S.(VSXîxv)î.^  STjSX|xv. 
De  sorte  que  la  cubique  sera 

o  —  <p'  —  (  3  —  /  S  Tj)  (f  *  4-  (  3  —  2  ^  S  Td)  cp  -  -  (  1  -  -  f  S  V j  ) 
ou  bien 

O  zz  (çp  —  l)*(«p  —  I  -h  ^S  V(J). 

Les  racines  de  cette  équation  donnent  les  valeurs  des  quotients 
des  axes  de  Telllpsoïde  (dont  les  directions  n'ont  pas  varié  par 
Teffet  des  déplacements)  divisés  par  le  rayon  de  la  sphère  primi- 
tive. 
Le  volume  de  Tellipsoïde,  comparé  à  celui  de  la  sphère,  aura 


>  »(> 


cil  MM  rni-:  \i. 


donc  varie''  <Lin^  le  ra|)p(>rl 


I       /SVt. 


(('  i]iii  doniu'  la  *.ii;iiili(Mtion  de  S  Vt.  qiio  nous  avons  annc»nr<'»'  :\ 
riunniriircnHMil  du  nai \ti;ra|)ln'. 


>ui 


i(){.   \ A'  piocitlt-  NiiiNi  diuis  le  jiaraj^iaplic  |M'('('C(l<'nU  n-post^ 
I  cniplni   d'inM'    loiuiion    -c  (|ui    n'csl    pas  conjui^uoc  d'ollr'-iiirm* 
(  .tiimiic  n«ni-'  ii.t\i»n<  pa^^innciU  juscpiiri  (ail  iisa^c  des  forM^MM,- 
Ac  (••'  i;rnrr,  imii^  \  (Mdon^  donner  une  dénionsl  rahoii  du  ll^'n]  i'  m- 
j'r«rt'(|rii  I .  rri  n  rni pl(»\  .tiil  (pi  mi<'  lonclion  CiHijii^iirc  d'(dlr-îiirm« 
\  msi  iH  >ii»i   iii »<(  )n'>. 


I 


In  iK '^liiitMiil   L  V  piiivsiiiH  «'<  dr    /  >np('i'KMirrs  à  la    prrnntTr,  ih-ii> 
poUN  on^  l'ci  ne 


(•) 


/  i  >'•)  V  17. 


(•). 


\.»ii-  ^np['it-(tn-  ipi  .iN.'iil    la  d(''loi'niahon    \r  gronpr   rlail    lifin' 
p. M"    nn«-  -plin  r  de  iM\  <>n-nnil('' 

It        i. 

NiMi->  aiiion-  .Mii^i  p«»i!'  (•)     ipii  {'^\  rc  <pn'  t  e-^l  drNcrm  i  I  «'(jiKilini 


ri  par  >nilc 


/  S  (■»  .  S(')  T  >  7 


<  ^11  jM'ii I   nu  !  '  i .    «!•:!••  t  •  jumIimii   •^(»n>^  l.i  lornir 


>  !<)/(.') 


1 , 


l 'Il  I  »)n  ■'Il  np'i  I' 


ppu 


/  i      s  (w  V  ■  7  T  (  S  (•<7 


[  p  n  rr  (p!.-  ^    n.'i  il < ■nu  ni  S  y.V    S  ^'ir  >'t    >  j.\    7  \  c\  <<>ii-  "'l'' 

lorinf  y  «^--t  i  tniin^iii'  (le  Ini-ini-mr. 

(  .il.t  |>  '^.■.   ll.iniil'on  .(  ni">iiîr.''  «pir  I  iiim'Im'  du  pi'ddmt  i\*"^  <"'"' 
I  «s  «1<-  df'iiii  -.i\<'-     »1  un  t'Il  ip-«(»id«"  diiii>  le  (M--  pr»''<rnl  •  csi  l'xprini' 
p.ir 

ipnd  (p;r  -,i!|   !.•  -Nvirin.'  d.-  \  cltui^-unilt'  liiiiMianuulain'^ /.y- "• 
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Pour  la  fonction  y^  cî-dessus,  nous  aurons 

=:— S[(i  4- ^  V  S/<y  + /(Si  V)<y]  (y -+- ^  . .)  (^ -^  ^  •  •) 

—  _S[i-f-/VSi'<y4-/(SiT)(T][iH-2//SVff  — /(SiTW'-/VSij| 

=  i-h2/SV<y. 

On  peut  procéder  de  la  manière  suivante,  pour  calculer 

—  Sya/pxv, 

2,  fi,  Y  étant  un  système  de   vecteurs-unité   Irireetangulaires   quelconque 
I  réservant  /,y,  A'  pour  l'expression  \ ), 

Posons 

i^p     :V(Spj:)-  -(SpV)cr, 

le  scalar  à  chercher  sera  (sauf  le  signe) 

S(a       i^0L){^       f^?)(\'       /^tv)-- Sa?Y    :    /lSa.}x. 
Mettons  1|  a|  pour  désigner  la  sommation  relative  a  a,  3,  7,  nous  aurons 

2  lai  S    '    Sa(iSQtc7.V-    ^r^^»') 


9.2  I  a 


9.2: 


2'  '     Sai'Saj;, 
J^  I 


S  Jj.  2  I  a  I  a  S  a  1" 


9.2 


I 


Sd^i 


aSVd 


d'où  l'on  lire 


^7.*??/V      —^*?7      9^STt  (i^ -i/SVj) 


Ix  rapport  du  volume  de  IVllipsoïtle  à  celui  de  la  splièrc  sera 
donc,  comme  auparavant, 


\'{l    -r-   2/SVj) 


I  -   /  S  Va. 


463.  Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  nous  occuperons  de  la  compa- 
raison des  valeurs  de  deux  intégrales,  dont  Tune  est  relative  à  tous 
les  éléments  d'une  surface  fermée  et  l'autre  relative  à  tous  les  élé- 
ments du  volume  renfermé  dans  celte  surface  fermée.  En  second 
lieu,  nous  comparerons  les  valeurs  de  deux  intégrales,  dans  le  cas 
où  Tune  est  relative  à  tous  les  é'iéments  d'une  portion  de  surface, 


J  tj. 


«  n  V  ?!  tbf:  \i. 

f'\  on  riiiitr»' »-.r  r»l,ifi\»'  èi  Imu-  1»*  •  I»  ni^rit-i  »le  la  r<tiiil)f  qui  Imiil'' 
l'i    inn  t  ion  (]»•  -.III  I.H  f, 

Non-  <'ni[»Ioi«i  it[i-  d  <i{  t  il' [  "liri"?  1  uri^'  ou  1  autre  {\t'<  <J»'ii\ 
nn«'..|  KHI-.  '  \.i  n'>t,ifi()[i  siJi\.inl''. 

Soil  (  )  nn  (jii.ilri  n  ion  iin  i  r«jii  »•-»♦  rilt*  p.jr  nnih*  >t»it  di'  l«)ii;;ii«Mir, 
^i}i\  (]<•  -.ujx'i  firif.  -.«Ml  (!••  xolnnir.  I.j  ijn.inlilé  (]u  il  >'.»i;it  Jf  >«hii- 
rjicr-;  Jil(tr^  noii^  n|>r  ••-«iilri  nn-i  h-  inlrur.ilr>.  dans  le  pnMiiierr.i'-. 
[»iir 

jT,  é  m  »  t 

I  I  <,>'A     .ti.n-       /    /    /  i^J:. 


*  I 


«.  t.  • 


*'/.v   «'(.inl    1  «Lriirnl    dr    «-url.i' <•    ri    //;    <''t.inl   l  c  l»''riit'nt    île    noIumh 
I)an>  le  sccorni  Ci»':,  lr<  nil(''i:[  alr«^  ^finiil  rrprésenh'es  par 


I    I  i)f/s      ri   |Mr       ^  «/r^/:. 


t  r  t 


où  //s  •^^r  ;i  rncoir  r('l«'nn'nt  dr  ^iii  liue  et  T(/s  rrléinent  de  la  liiinr 
(diirJM;  (|ui  litnitc  la  poilion  de  <iirtare. 

Il  n\    a    j)H^    lieu   de  ciMindi'r  l<i  nn»iiidre  incertitiult*  dans  1  rni- 

|)I<M    (\il 


•  • 


<lans    deux    ace('j)lioiis    dilî'érenles    sons    le    rapport    des    limites. 
parce  <pie  le^  deux  coniparaixms  seront  faites  séparément, 

î()(>.  \()u>  \enons  di*  njonlrei'  que,  lors(pie  7  est  le  déplacement' 
Nceleui- d'un  poinl   slhn''  oiii;inairemenl  à  Textrémilé  de 


/./ 


le  sealar 


kc. 


<'\j)nnn'   la  \;uialinn   dr    (icn>il('-    du    groupe    de    points  par  1  elT«l 
<les  <léj)laceinents  des  points  du  système. 

i(>7.  Suppos(»ns  niainlenanl  (pTun  certain  espace  soit  rempli 
uniloirnément  par  des  points  matériels,  et  menons  dans  l'intérieur 
<lr  erl  e>pa(r  une  surlace  lenut'e  i],  eoneue  purcnient  sons  le  rap- 
port i;<'oméli'i(pie,  et  tellc^  (pie  les  j)oints  puissent  la  lra\cr5t'r 
lihremrni  par  suite  drs  d/pliieements  auxipiels  ils  seront  soumis. 
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II  arrivera  généralement,  après  la  produclîon  des  déplacements, 
que  le  nombre  des  points  contenus  dans  S  aura  varié  comparative- 
ment au  nombre  de  ceux  qui  y  étaient  renfermés  avant  les  dépla- 
cements. On  pourra  évaluer  la  variation  de  deux  manières  :  ou 
bien  en  calculant  l'accroissement  de  densité  dans  toute  Tétendue 
de  l'intérieur  de  la  surface;  ou  bien  en  évaluant  Texcès  du  nombre 
des  points  qui  sont  sortis  de  la  surface  sur  le  nombre  des  points 
qui  sont  entrés  par  l'effet  des  déplacements.  Ce  procédé  est  le 
même  que  celui  que  Ton  emploie,  pour  un  élément  de  volume 
seulement,  lorsqu'il  s'agit  d'établir  Véquation  de  continuité  en 
Hydrostatique. 

Soit  V  la  normale  à  la  surface  S,  menée  vers  l'extérieur  de  la 
surface,  au  point  situé  à  l'extrémité  de  p.  Nous  aurons  la  relation 

et  nous  appellerons  cette  relation  Véquation  fondamentale;  elle 
exprime  l'égalité  entre  les  deux  expressions  de  l'accroissement  du 
nombre  de  points  renfermés  dans  la  surface  S  après  que  les  dé- 
placements ont  été  effectués. 

I  Dans  le  raisonnement  qui  a  servi  à  rétablissement  de  l'équation  fonda- 
mentale, on  a  supposé  que  la  surface  £  renferme  une  matière  primitive- 
ment homogène  et  que  le  vecteur  a  représente  un  simple  déplacement 
(afTcctc,  si  Ton  veut,  d'un  facteur  représentant  la  densité). 

Mais  il  est  facile  de  remarquer  que  la  loi  d'après  laquelle  a  varie  en 
fonction  de  p  est  resiée  complètement  arbitraire. 

En  conséquence,  il  sera  permis  d'attribuer  à  a  telle  signification  que  l'on 
voudra,  sans  que  la  formule  fondamentale  cesse  d'être  vraie,  pourvu  que 
l«.\s  cléments  des  intégrales  ne  deviennent  pas  infinis  entre  les  limites 
des  intégrations.  |  ^ 

4<68.  Faisons,  en  premier  lieu,  une  application  très  simple  de  la 
formule  fondamentale.  Supposons  que  o- représente  (ou  soit  propor- 
tionnel à)  la  force- vecteur  exercée  sur  une  particule  prise  comme 
unité,  située  en  p.  La  particule  pourra  être  soit  de  la  matière  or- 
dinaire, soit  de  Télectricité,  soit  du  magnétisme.  La  force  en 
question  émane  d'une  certaine  distribution  soit  de  matière 
attirante,  soit  d'électricité,  soit  de  magnétisme,  la  surface  S 
n'étant  généralement  pas  la  limite  de  la  distribution,  c'est-à-dire 
du  système. 


>  *>  i  t.IIVlMTUt:    \l. 

Soil  alors  1^  le  potenlicl  eu  o  ;  nous  aurons 

«l,  en    (lési^nanl    par    /'  la   densité  en    o,   l'I   en   supposant   rpif  I 
poinl  z  ^a^•>e  [)arln3  «'ualenienl  de  la  nialière  ai;issanh'.  d  \ien<lr.' 


V^V 


I  ~/', 


d'apirs  la  lornuile  de  Laplae*.'  généralisée  par  l*oiss4Ui. 

Subsliluons  ee>   \aleurs  de  Vt  et  de   7  dans    l'équation  lonili 
ujcnlale  ;  nous  trouvons 


•         «         • 


\~  I    I    I  l'fU        \-\\        I    f  iS.VIU  v)./v 


•  •  • 


«  * 


où  M   d<'>ii;ne  la  ([uanlih'   dr   nialn'rc,    elc,   eonipiisc  dans   ï.   ^  • 
I  In'oréinr  csl    hn^i  coniui. 

U)\),  Snicnl  P  el  I*,  den\  lonelions-sealar  «pn'leon(pies  do  z  :  i' 
ol  ais«'-  de  Ironvei'  la  disliihution  dr  ujalière,  requise  pour  ijU' 
I  une  ou  Taulie  de  ees  lonelions  re[>résenle  le  pol<Mjljel  de  la  di*»- 
lril>u!lon  m  '*.  cai'  il  suKira  d  altril)U<'r  à  la  densité  en  o,  soil  i' 
\al<Mnw.  •>oil  la  xah'ur  /,.  1rs  d»'u\  élanl  délerniinées  par  les  rcjii.i- 
lions 

v-r     ',-/,    VM»,      ',-/,. 

(  .ria  |>o--t'.  m)usa\onsen  i;én(''ral 


Vi  rviv 


vpvr,     i»VM», 


Si  donc.  dan<  la  hyniule  londanientale,  nou>  [>osons 


rvp,. 


uiHi>  aurnu> 


/    /   /(S.VI'VI',  ,,/.:  /'/Yil'V-l',!./,-        /'/ï'i.S.VI',1 


■^    -o 


«  •         ^  • 


/    /    /iINVM»)./;    r   /    ^PiiS.VPlv  '/^ 


«   e^!-â-dlre   Ir  /A/'o/v///e  ^A'  (ii'reii  sous  sa  forme  ordinaire,  l-t''^' 
tension  de  rc    ljn'()rèiue.   l'aile  par   Sir  \V.  Hiomson,  découle  <!<' 
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CCS  formules  à  ratdc  du  calcul  qui  a  servi  à  établir  ces  formules 
elles-mêmes. 

On  a 

SVPVPi-   S(VPiVP): 

or,  en  calculant  V(PiVP),  on  trouve 

V(PiVP)-   VPiVP       P,V*P. 


Posant  dans  la  formule  fondamentale,  outre  lu  valeur  déjà  posée  de  ?« 

»-  PiVP, 


('gaiement  en  second  lieu 


on  aura 


ce  qui  donne  l'égalité  entre  le  premier  et   le  troisième  membre  des  équu> 
tions  du  texte. 

470.  Lorsque  Pi  est  une  fonction  à  valeurs  miilh|)les,  mais  que 
VP|  n'a  qu'une  valeur  unique  en  chaque  point,  et  lorsque  2  ren- 
ferme un  espace  à  liaisons  ou  connexions  multiples,  les  formules 
ci-dessus  demandent  à  «ître  modifiées.  [Nous  remarquerons  d'abord 
«|ue  nous  appelons  espace  à  connexions  multiples  {multiply-con- 
nected)  ce  que  Helmholtz,  d'après  Riemann,  a  appelé  mehrfaeh 
zusammenhàngend.  En  traduisant  le  Mémoire  de  llelmhollz 
<  PliiLMag.y  mai;i8()7),  j'ai  fait  usage  de  l'expression  anglaise  ci- 
dessus.  Sir  W.  Thomson,  dans  son  Mémoire  important  Sur  le 
mouvement  des  vortex  (  Trans,,  R .  S .  E.,  1 868),  fait  usage  de  l'ex- 
pression multiply-continuous  ou,  si  l'on  veut,  d'une  contiguïté 
multiple.] 

La  modification  de  la  formule  de  Grcen,  dans  le  cas  dont 
nous  parlons,  fut  donnée  par  Sir  W.  Thomson,  qui  le  premier  en 
découvrit  l'expression.  La  nécessité  d'une  modification  avait  été 
démontrée  en  premier  lieu  par  Helmholtz. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  la  surface  2  soit  double- 
ment contiguë  (comme  l'est  par  exemple  l'espace  limité  par  la 
surface  d'un  anneau,  ou  par  la  surface  d'une  barre  rentrant  sur 
elle-même,  qu'elle  ait  ou  non  des  nœuds).  Dans  ce  cas,  introdui- 
sons une  cloison  dans  l'intérieur  de  la  surface  2,  de  manière  à  vn 
faire  une  surface  à  contiguïté  simple.  On  aura  ainsi  ajouté  un<> 


»  H.  Cil  A  PITRE     XI. 

nouNt  llr  i^orhOn  à  la  surface  ï,  el  il  faudra  par  conséquent  in(r  - 
ihilre  iK  <  l<iiiu'>  rorrcspondanls  dans  l'inlé^rale  double  rolalivr  j 

n.iii-*  Il  (('l'innh'  (lu  n"  W)#),  qui  exprime  le  lliéorèinc  de  Greni. 
1.^  ^rii!  t.  ;  ni«^  Mil"  Irijuel  l<i  multiplicité  de-^  valeurs  d<»  1^|  ail  une  in- 
ilih  n.r  o-^t  le  mcoikI  terme  du  Iroisième  niemhre,  rcnrcseiiloii"' 
pal  /  ,  l  .u::.!iirnl.ith»n  de  P,  l()rs(pie  Ton  aura  lait  le  cin  iiil  fu- 
t'ti'  lie  ri.itci  leur  (le  1  anneau  ;  il  faudra  ajouter,  au  terme  <'ii 
.|''v-t ..  'M,  (.•  t('i  nu- 


:i    <  :  'Ht    l.tilr    r.hilnemrnt   à    la    surface  .v    seule   de  L» 


l    '     'î^v'P. 


IV  ^    ".  '  t  îuiîh'iis   aMalMi;u«'<   dexroiil    être   laites    pour  eli;njue 


I'».»    l     îv'.t 


11  A  i  iilu'iiiullc  de  re>paee  limité  parla  surface  -. 


iT  1      l  ^  ^     :^^.    |i;,  iu\s  immi'diale^  du  lliéorème  de  (îreenétunl 

I. 

••    -..0^.   !     "^  'e. \  ti  i  itr  iiMi-i  qu  un  -^eul  e\em|)K\ 

>.     •     -      •»  .;  ..    P  «- i  l\  >  'itiil  l(^s  poleutiel>  relatifs  à  une  nièiiu' 

V \\]   t:   if,  ri    <nppt)^on^   ([u  aucune  partie  de  (  t'tie 

•  -     :•.    '.iNv'  ri  nt<  rin«  e  daii> -.  1  )anN  ce  cas,  pour  uti  [>uniI 
.  ••.    ..^  a\  v'ii-  '  V- 1^  riant   nul  [ 

/     /     /     Vp  -   '•        /    /  1»  S.VPl    .,.A. 


•     • 


1  \ 
i   ^ 


VI'   ;>.   r  .'.    1    •  ;i    t-t'i^  lr«»    points   de    la   surface  -,  il  ^t'iM 

•    :    ..^   [   -  p.'iiits  mlerleurs,   c\*sl-à-dire  que  le  |>o- 

.-:••,  I     .:i  (Ki^  U>  points  de  l  espace  limité  par  1. 

l       >  •        r  ,  ^,    .••  •     :■;*''  i  de  \ile^se,  et  que  cette  dernière  t>l 

\   ,    >-.  .  ■■^-  ..    :n-nisrmrnt  il  un  tluide  ineompres^il'l»' 

•        .  ^         i  .  ■:     :i^    ivltlivc-i    des   éléments,    réipialiou 

..    ••     >   în-n'.rr    ipie   le  mouvement  du  lluuli' 

.     ./    :  -    \   :    ^^e  d  i.n  '   p  irlie  au   moins  du  tluide.  pn-* 

.   >  ï  .:    .\      :   ii!.e    ■  'mpo-^ante  normale  à  la  surlaci'i 

•. .    '"  : -.         .  ,i\    .r    ;v  Li.  I  «r-vpie  -  est  uiu^  surface  à  simple' 


l     •-.|:o    1    V -:      .•  V    -'.irià.e    de    ni\eau    dont    l'équation    e- 
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P  =  const. ,  Téquatlon  ci-dessus  donne 

rrr(VP)*^<rzip  rrs(VPLvo^=p  rr/v*pr/<, 

et  le  troisième  membre  résulte  du  théorème  fondamental  du  n®  467. 

Mais,  par  Thypothèse,  S  ne  renferme  pas  de  matière  attirante; 
le  potentiel  est  donc  constant  pour  tous  les  points  de  l'intérieur 
de  S.  L*hypothèse  que  S  soit  une  surface  de  niveau  n'est  donc  pas 
possible,  lorsqu'elle  est  jointe  à  celle  de  l'absence  de  matière  dans 
l'intérieur  de  la  surface;  en  d'autres  termes,  une  surface  ne  pourra 
être  de  niveau  que  si  elle  renferme  de  la  matière  attirante  dans 
son  intérieur,  produisant  des  variations  du  potentiel  d'un  point  à 
un  autre.  Le  potentiel  ne  peut  donc  pas  passer  par  un  maxi- 
mum ou  minimum  en  des  points  non  occupés  par  de  la  matière 
j  V^P  =  o  donne  VP  :=  o  par  le  premier  membre  t. 

Faisons  une  seconde  application  du  théorème  de  Green  (*).  Con- 
sidérons un  corps,  dans  l'intérieur  duquel  la  conductibilité  de  la 
chaleur  soit  indépendante  de  la  température  v  à  l'extrémité  de  p. 

L'équation  du  mouvement  de  la  chaleur  dans  l'intérieur  de  ce 
corps  sera 

4_-  V*r  — o, 
dt       c 

r  étant  la  capacité  calorifique  rapportée  à  l'unité  de  volume  et  A'  un 

coefficient  numérique. 

La  condition  pour  la  surface,  suivant  la  loi  de  refroidissement 

de  Newton,  sera 

ÂS(Uv.Vr)  — /ir^-o, 

oii  h  est  un  coefficient  constant. 

En  appliquant  la  méthode  suivie  par  Fourier  dans  la  résolution 
de  problèmes  de  ce  genre,  nous  ferons  l'hypothèse  que  v  =  e"""  u 
représente  une  intégrale  particulière.  Nous  aurons  ainsi 

/  -,,  me 

S(Uv.V«)  -^«i^o, 
oti  m  est  traité  comme  une  constante. 


(■)  AdditioQ  &  la  seconde  édition,  par  rauteur. 

TiiT.  —  Qualernions,  If.  17 


kS 


CIIAPITRK    XI. 


La  première  tle  ee>  é(jualions  sera  salislaile  par  diNcrse-^  solu- 
tion^ particulières  en  ;/ ;  et  la  seconde  déterminera  pour  ehacum 
d'elles  la  \aleur  correspondante  de  m. 

SI  donc  U[,  ffii.  et  1/2.  ni^  représentent  deux  systèmes  de  solii- 
[it»ns  distinctes,  n(m>  aurons,  par  le  théorème  de  Green  (n  "  iG9  . 

-y-  /    /    /  K^u.iU^  7     I        "l''i^^-> 

'    ♦-     t     «.  *  ».  •    •  ' 


Par  hypothèse,   les   \aleurs  /;/,    et   ni^   sont   distinctes  lune  il» 
lautre.  Nous  d(?vrons  donc  avoii- 


/    /    /  ''1  "i  (f^ 


o. 


pour  chacpie  couph'  de  s(dutions  condjinées  deux  à  deux. 
L'int/'^rale  i^énérale  de  (  i  )  seia  é\ideinment  de  la  lornie 

où  1'  exprime  la  sonnne  de  ternn's  semblables. 

I)<''sii;irons  par  r,^  la  lempératuic  initiale,  supposée  donnée  en  nu 
point  ([uelcoïKjue  :   nous  aurons 

Si   nous  multi|>lions  successivement  par  //o«  ''ij  ''2.  •••  <'  '1''*" 
MOUS  iiilé{j;rions,  nou>  aurons  en  «général 


Jjl''^""'''    ^"JJJ ""'''■ 


<_letle  relation  détermine  les  coefficients  A,/. 

i7î2.    Si  (la  11^  le  thénïème  fondamental  du   n"    i()7   nous  "^uj)!)"- 
^ons 

<'e  (|ui  iniplique  SVt-^  o,  et 

SVœ       o, 

c  est-à-dire   (pie   les    déplacements  ont  heu   sans  chan<»einent  <l^' 
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densitéy  réquation  donnera 

r  rS(VTUv)  r/5  :rz   r  /  YS.  V«T  e/<  rrz  O. 

Admettons  que  Ton  trace  une  courbe  fermée  sur  la  surface  S, 
par  laquelle  cette  surface  soit  partagée  en  deux  parties.  On  peut 
alors,  dans  Vune  des  parties,  prendre  la  direction  de  la  normale 
Uv  dans  le  sens  opposé  à  celui  dans  lequel  on  Tavait  introduit,  el 
dès  lors  l'équation  précédente  exprime  Tégalité  entre  les  deux  par- 
ties de  rintégrale  qui  correspondent  aux  deux  parties  de  la  surface. 

Pour  un  milieu  dans  lequel  S  Va-  =  o,  on  pourra  faire  varier  les 
deux  parties  de  la  surface,  et  Tintégrale  relative  à  Tune  ou  à 
Tautre  de  ces  deux  parties  gardera  la  même  valeur  pourvu  que  la 
courbe  de  séparation  entre  ces  parties  de  surface  reste  invariable. 
On  peut  donc  présumer  que  l'intégrale  double  relative  à  Tune  des 
parties  de  la  surface  puisse  s'obtenir  par  une  intégration  simple 
relative  à  une  variable,  qui  se  rapporte  au  périmètre  de  la  courbe. 

Nous  calculerons  la  valeur  de  cette  intégrale  plus  loin,  aun^  477. 

473.  On  peut  donner  à  l'équation  fondamentale  du  n^  467  la 
forme  générale 

Si  donc,  nous  supposons  que 

(x  =  £P4-yPi  hAP, 

(expression  pouvant  représenter  un  vecteur  quelconque),  nous 
aurons 

f  f  fv^adi  ^:  f  f{SV^V)<7ds. 

Le  premier  membre  de  cette  dernière  équation  se  forme  en  multipliant 
par  f,  par  y  et  par  k  le  premier  membre  de  Téquation  correspondante  en  W 
l'crîle  successivement  pour  P,  Vf  et  Pj.  Quant  au  second  membre,  on  aura 
par  cette  opération  la  somme 

rrj«[(SUvOD;^P-i-(SUvy)D^P-i-(SUvÂ:)D^P] 

-,-y[(SUvi)D,P, -T-(SUvy)DyP, -t-(SUvX:)D-Pi] 

-t-  A-[(SUv  i)DxPi  -h  (SUvy)Dj.P,  -i-  (SUvA:)D,P,]  j  €/«. 
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En  ajrmlant  les  tenue?  par  colonne,  on  trouvera 

j  /[(SI  vôn,7  -iSLvy)D,3  -(SUvX)n:j7]6/:i 


Mais  on  pcul  poser 


V- 


I  TÔlaiil  un  vccleur,  ])ui^(|ue  V-t  ne  renferme  pas  de  partie  s<d- 
lar  •.  et  IVMpialloii  prend  la  Ibrnie 

é  f  t  t  •  ■ 

('.elle  relation  indiipie  eonnnenl  oiï  [)eut  transformer  en  iiin 
int«'i;iale  r«'lali\('  à  une  surface  ]'inl<'i;i'ale  triple  d  une  fonclinn- 
\eeleur  qui  ^'/'lend  à  tous  les  points  d'un  espat'e  limité.  \nu- 
pouvons  einplo\er  r«''(]ualion  fondamentale  du  n''  4()7,  pour  tlun; 
la  même  Iransformalion  lelalix émeut  à  une  fonction  sealar.  Non- 
dirons  donc  ipie,  ah^lrachon  faite  d'une  ambii^uïlé  dont  il  serj 
(pieslitm  ci-aj)rès,  nous  sommes  en  état  île  faire  la  transfornialioii 
de  rinlci;iale  triple 


•     f     i 


en  une  inlc^rale  douhie,  où  y  est  un  quatcrnion  quelconque.  Il 
e>l  c\itKnl  <|ue  ce  n"esi  que  dans  certains  cas  particuliers  qn'- 
nous  pouvons  /fof/s  attendre  li  une  solution  parfaitement  défini' 
de  cette  lian>formalion. 


iTî.  \ous  aNons  annoncé  la  possibilité  de  Texistence  d'une* 
ambiguïté,  c'e>t-à-dire  de  \aleurs  multiples  que  les  intci^rale-^ 
[)euvenl   pienilre. 

(Ictle  cause  d'incertituiie  provient  de  rinlroduction  de  Topc- 
raliorj  in\cr<e 

nous  devons  reelierclicr  les  consécjuenees  (jui  en  résultent.  Poser 
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revient  à  établir  que  les  éléments-scalar  qui  entrent  dans  9  sont 
les  potentiels  relatifs  à  certaines  distributions  de  matière;  par 
suite,  les  éléments  de  t  sont  les  densités  r  correspondantes  mul* 
tipliées  chacune  par  4''^* 

Si  c'est  T  qui  est  donné,  il  ne  sera  censé  donné  que  pour  l'es- 
pace limité  par  la  surface  S,  et  cr  sera  déterminé  par  Péquation  ci- 
dessus  en  tant  qu'il  est  influencé  par  la  matière  renfermée  dans  S, 
et  il  faudra  que  celle  valeur  de  o*  soit  complétée  par  un  vecteur 
additionnel,  lequel  sera  arbitraire  et  dépendra  de  trois  potentiels 
relatifs  à  trois  distributions  de  matière  extérieure  à  S,  indépen- 
dantes les  unes  des  autres  dans  leur  action. 

Mais,  au  contraire,  si  c'est  Tqui  est  donné,  t  sera  complètement 
défini.  Comme  d'ailleurs  on  a 

il  s'ensuit  que  la  définition  de  V~'  est  établie  par  cela  même. 

Il  faudra  tenir  compte  de  ces  deux  remarques  lorsque  l'on  fera 
l'application  du  théorème  du  n"  473  :  ces  applications  ont  trait  à 
plusieurs  théorèmes  curieux,  qui  sont  relatifs  au  mouvement  de 
fluides,  et  à  d'autres  questions  du  même  ordre. 

175.  Comme  cas  particulier,  l'équation 

VVd-r   o 

donne 

Va=^  S  Vff  nu  w, 

qui  est  une  fonction-scalar.  Soit  donc  rie  potentiel  d'une  distri- 
bution dont  la  loi  de  densité  est  u]  nous  avons 

et  nous  savons  que  cette  équation  assigne  à  r  une  seule  valeur  dé- 
finie; par  suite,  il  n'y  aura  pas  d'ambiguïté  pour  le  scalar 

et  par  conséquent  le  vecteur 

I  -, 

sera  également  défini  et  déterminé. 


■jCy?  CHAPITRE    XI. 

iTG.  ('c  (]ni  prrcrdc  nous  inel  sur  la  voie  pour  trouver  qurl  r^\ 

le  Irruie  arl)itr;n'r(M[u'il  con\irnl  (.rajouter  à  la  solution  de  ré(jii.t- 

liori 

V.Vt       t. 

Daprrs  la  signiliralion  de  \  Vt,  «Hahlit'  au  n'*  i()2,  nous  \o\oii^ 
<jU(î  la  n'soluLion  de  léquatiou  pi'oposée  exige  (\iic  nous  e<u]>i- 
«lérions  un  i;roup('  de  p(»inl>  qui  soil  eonshlU(''  de  telle  sorle  <jiJ< 
les  di'plaeenienls  7  {]v>  poinls  donnent  lieu  à  UTie  rolalion  t  Ju 
i;roupr. 

L  <''<pialion   nous  donne 

[  pare(^  (pie.  VS  Vt  ('(anl  un  veeleur,  le    sealar  S  Vi  S  Vt  1  e^l  nul 
«le  là  la  seconde  (''L;alil(''.  Alais,    puis([ue  V-7  est    un    \eeteur,  011,1 
SV-7       o;    par  suite,  Vt  sera  un  \eeteur{  ;  (Voù  il  rc^sidte 

SVt 


o. 


\l)straelion  (aile   du  terni«^  aihilraire  doruR*  par   \c   n*^  iTo.   n 

aurons  done 

V^7      Vt: 


od' 


nous  en  (h'duisons  les  ('It-nients  constituants  de  7,  qui  >onl  dtit  i- 
niin(''s  cl  (h'dinis. 

I  liotus(Mi  (dans  TOun  rai;(^  /\  h'cti'nsldtics  and .M(f::/trlfs//f.  n"o2l . 
ou  hien  Phil.  lifins..  iS  )>  )  a  donn(}  la  s(jlulion  sous  une  foriiK 
«pic  Ton  peut  ('crire 

7        !  /'\-:ds        V//, 

rinl(''L;ration  a\ant  lieu   par  rapporta./',  (Minime  si  r  et  :;  étai«Mi 

constants,   de   nn'me   pour    )'  à    r(''L;ard  de    ::,  .r Kn    t(^niinl 

iornpie  de  cette  rolriction,  nous  aurons,  comme  \érilicalion. 


\  Vt       !  1\  /'  \  -.i 


h 


I   V   "M 


\h 


h 


H,.    ./i;.i....-./,hs,£, 


i  l 


.)T 


7\/:SVt) 


iT7.  Xou-i  al)orderons  niaintcnant  le   snjet   de   la   relation  ouln* 
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une  intégrale  double,  étendue  à  une  surface  non  fermée,  el  une 
intégrale  simple,  étendue  à  la  courbe  qui  forme  la  limite-contour 
de  la  surface,  du  côté  où  elle  n'est  pas  fermée. 

Dans  ce  numéro  et  dans  quelques-uns  des  suivants  nous  n'épar- 
gnerons pas  l'usage  de  la  notation  du  point.  Nous  proposons  au 
lecteur  de  déterminer  les  cas  où  l'emploi  du  point  n'est  pas  indis- 
pensable. 

Soit  0"  une  fonction-vecteur  de  la  position  p  d'un  point  de  la 
surface.  Nous  allons  d'abord  établir  un  théorème  fondamental  re- 
latif à  une  intégrale  simple  J'S.TrfT,  dans  laquelle  t  représente  \v 
vecteur  d'un  point  d'une  courbe  fermée  de  dimension  infiniment 
petite  et  plane;  l'origine  de  t  est  supposée  placée  en  un  point  mis 
dans  l'intérieur  de  cette  courbe. 

Soit  To  la  valeur  de  t  à  l'origine  de  t,  de  sorte  que 

»  — <To  — (StV)(Jo; 

on  en  lire 

y  S .  ff  é/x  =z  y  S .  [ïo  —  (  s  T  V  )  ^0 1  d-z. 

Mais,  comme  la  courbe  est  fermée,  on  a 

vX  [voir  Tait,  On  Electrody nanties,  n^  V3  {Quarterly  Math. 
Journal,  january  i86o)],  il  vient  généralement 

yS.tVS.îTorfT  =  \  S.V(':  S^o"  —  'oy  V.tt/t) 
{  V  n'opérant  que  sur  o-©  j. 

Pour  vérifier  celte  équation,  inetlons-Ia  d^abord  sous  la  form»' 
S.Vjo/Vt  dz  -\-  2fS.(S':T)7od':  —  S  V(-:  Sj©*)» 

où  V  n  opère  que  |ur  tq,  et  où  /«/'(    )  n'opore  que  sur  la  variable  t  d'in- 
tégration. 
Considérons  le  premier  membre.  On  a  pour  premier  terme 

cl  le  second  terme  sera 
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i\c  snrto  (juc  II'  nmiiicr  rnoml)rc  csl 


r-s 


-  (  •>  (7'  S  i-  —  V(  /Vt  r/T  )]. 


h('\pIn|»pon»i  le  srr<»n<l  tcrnio:  II  ^p  iiMhiira  avec  Ic^  proniicr  («l'aprôs  I.i  l-u 
mille  (\)  <I(i  II"  ÎHM.  Il  résina  drmc 


cl .  par  intriiial  imi, 

((•  «pli  o-'l  vu  o\\c\  le  ««rrnnd  iiiciiibrc  de  l'i-ijuntion  (pi'il  s'auis-iait  de  vt  - 
liliiT.  Kcprciioiis-lii  bniis  «.,1  pieinirie  fnnnr. 

\/,i  [);irfi(*  iiil('i;r('(\  se  riipporlanl  à  un  rirciiil  fornu'.  s'évanoiiil. 
cl  Ton  a  lie  jiliis 

(»ù  r/s  est  iaiiP  <lc  la  coiirho  (Vriiirc,  infiniment  pelile,  cl  où  l  v 
('>t  le  \r('l<'ur-unil«''  pcrpcMidicniairo  an  ])lim  de  la  courLc.  iNuii^ 
axons  donc  j  a|)iv>  un  ('lian*;rnicnl  de  si^no  j 

/    S  .  7^,  fh  S  .  V7^,  l    V  r/.V. 

Nous  considiMons  maintenant  la  surface  non  fermée  priniilivi* 
(•nmnu*  ('(unpos(''('  (rmi  nonihre  ijifini  de  surfaces  à  aires  inlinimenl 
pelilcs,  trlles  <pie  nous  venons  dru  considérer  une.  Nous  ferons  1<" 
tour  de  eliaeuni'  d Clles,  cl  nous  cHeetucrons  la  somme  des  cir- 
cuits, (îes  circuits,  (pii  à  la  liniile  sont  des  polvgones  infuiitési- 
inaux,  se  louelienl  mutuellement  par  des  cotés  communs.  Or 
(  liaqne  fois  (pu*  nous  pan ourons  deux  fois  Tun  des  cotés,  la  \nc- 
inir^re  fuis  diius  Tïmi  des  sens,  la  seconde  fois  dans  le  sens  ou- 
p(»sé,  les  paï'lies  des  résidtals  qui  se  correspondent  dans  lin- 
té^iale  y  S  .7  ^/t  seront  désignes  contraires  el  s'enlre-délruiroiil. 
Il  ne  r(*s|«'!'a  dans  celle  xunmation  (|ue  les  jiarlies  dcN  parconr'» 
qui  sont  adjacenl^  à  la  courbe  liujilanl  le  contour  de  la  siniarr, 
cl  l'en'^etnMe  de  ces  sommes  sexprimera  par 


fS.Tth-     f   I  S.ViLvr/.v, 
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OÙ  le  premier  membre  est  la  somme  relative  à  la  courbe  finie  limi- 
tant le  contour  de  la  surface  non  fermée,  et  où  le  second  membre 
est  la  somme  relative  à  sa  surface  elle-même  ainsi  limitée.  Un  pro- 
cédé analogue  a  été  mis  en  pratique  par  Ampère  lorsqu^il  s^est  agi 
de  faire  la  somme  relative  à  un  circuit  de  longueur  finie  qu'il  a 
remplacée  par  une  somme  de  circuits  infiniment  petits,  mais  en 
nombre  infini. 

On  peut  sans  difficulté  étendre  la  formule  précédente  au  cas  où 
la  courbe  en  question  se  compose  de  branches  séparées,  par 
exemple  où  elle  consiste  en  ovales  séparés  ou  bien  où  elle  ren- 
ferme des  points  multiples.  Ce  théorème,  dans  sa  généralité,  paraît 
avoir  élé  donné  pour  la  première  fois  par  Slokes  (Smit/i'^s  Prizr 
Exam.^  i854)  sous  la  forme 

-//'"K?--i)-"'(:^-Ê)-(^M)]- 

La  question  soulevée  au  n**  472  trouve  ainsi  une  solution. 

478.  Soit  3-  la  force  vecteur  qui  agit  sur  une  particule  de  ma- 
tière située  en  p.  Le  travail  effectué,  pendant  que  la  particule  se 
déplace  le  long  de  r/p,  est  représenté  par 

—  S.a^p. 

L'intégrale  simple  du  numéro  précédent,  prise  avec  un  signe  con- 
traire, représentera  le  travail  efieclif  produit  pendant  que  la  par- 
ticule a  parcouru  le  circuit  entier  de  la  courbe.  Ainsi,  lorsque 

— /S.ïr/p-o, 

il  est  évident  que  le  travail  efleetur  sur  une  partie  du  parcours 
doit  être,  en  valeur  absolue,  égal  au  travail  effectué  sur  la  partie 
du  parcours  non  comprise  dans  la  première  partie.  Pour  que  l'in- 
tégrale puisse  être  nulle  en  toute  circonstance,  il  faut  que  le  svs- 
tème  des  forces  soit  conservatif,  c'est-à-dire  que  la  valeur  du  tra- 
vail effectué  sur  un  certain  parcours  se  terminant  en  deux  points 
donnés  soit  la  même  pour  tous  les  parcours  qui  se  terminent  en 
ces  mêmes  points. 

L'intégrale   double,   qui   égale  Tintégrale  simple,  devra  donc 


h;(;  chapitre  \i. 

r\vv  îHilli'  ;ms<i  ;  ainsi  Ton  auiii 

/'/V/.vS.VtI  V       o. 

[  Il  svslrnir  ('on>er\  alif  s<Ma  donc  caiaclrns»''  par  ^cUç  cfjiialion. 
cl  crlIc-(  i  sera  salislailc,  «jucllc  (juc  soil  la  fij^ure  rlc  la  porllon  <!•• 
la  >nrracc  à  la(|ncllc  rinl<''i;ralion  se  rapporlc.  Mais,  j>uis{[uc  Vr  .1 
une  valeur  (h'-linic  pour  cinupit»  point  de  respacc.  tandis  (]uc  l  v 
prui  rirr  modifié  en  diredion  >clon  les  niodilicalions  i\c  la  <iii- 
lace.  nous  (lc\rons.  pour  (pic  riMjualion  soil  salislailc.  a\oir  » n 
lous  1rs  j)oinls 


vv- 


o. 


c Csl-à-dirc  Vt        un  sc.dar. 

I  )('vsil;u(M1s  par  \,\.Z  les  coinposanlcs  de  la  lorcc.  parall«'l<^- 
iiM'u!  à  Irois  a\cs  I  nrcclanj^ulaiiM's,  I  /'(lualion  \  \"t  n  ^c  dccoin 
pose  dans  les  Irois  ('(pialions  connues 


o, 


/\ 
(IZ 


dr 


l\ 


o 


'       il. 


V 


d\ 

~d~y 


o. 


Mais    i;ai(lons    Tccpialion  sous   la   jorinc   oualcrnionicnnc.  S(i|i 
posons  (pjc  Tou  ail  la  \alcur  scalar 

cl  que  1^  soil  un   scalar  Ici  <pic 


nous  aurons  ahus 


V-P      .\r.r 


T       VI», 


<i   P  sera  le  polcnli(d  (runc    dislrihulion    soil  de  nialicrc,  soil    ilc 
niai;iu''lisinc  (mi  «Tclcel iM'ilc  s|ali(pi(\  donl  la  densité  est  /'. 

Nous  aurons  don(\  pour  un  parcours  non   fcriDé  cl  pour  le  li'^- 
\ail  de  f(U'(X's  consi'rN  alliées, 

/S. 7//.:  -  /S.VlV/p 


I 


l'o, 


valeur  (pii  ilépcnd  uni«pnMncnl  des  valeurs  de  P  aux  exlrénnlés  u" 

parc(Mirs, 
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479.  Le  théorème  du  n**  477  se  rapporte  au  scalar  d'un  produit 
intégré  le  long  d'une  courbe.  Nous  allons  établir  un  théorème  ana- 
logue relatif  au  vecteur  du  même  produit.  Ainsi,  avec  les  suppo- 
sitions et  les  notations  du  n^  477,  nous  avons 

/V.j^/t  — V[cro  — (STV)cro]^/T 

r3--/(S':V)V.Jo^^^. 
Mais  on  a,  d'une  part^ 

et,  d'un  aulre  côté, 

^.(StV)V(Jo-:   --(STV)V.cTorfn-(S^/7V)V(To-:. 

Soustrayant  membre  à  membre,  et  omettant  le  terme  qui,  élanl 
intégré,  prend  la  même  valeur  aux  limites,  nous  aurons 


j\,nd'.::.     -\.{\\i*T)i^ds. 


Si  Ton  étend  ce  résultat  à  une  courbe  finie  fermée  j  comme 
au  n"  477  |  nous  trouvons 

d 
Krrivon?  Dj.  . . .  pour  -7-  . . .;  nous  a\ons 

V[f/T(S':T)(Jo      •:(Sr/':T)îTo]. 
\insi 

Knsuitc  on  a 

^(StTjV^jot    -\7STT)ffo^/---  V(Sf/TT)TuT; 

<roù  l'on  lire  par  soustraction 

En  intégrant  d'abord  autour  du  circuit  infiniment  petit  comme  au  n**  i77, 
et  observant  que/ Vt  d'z  --  'iUv  ds^  et  que  [(StVjVjo'^J/  -  o,  comme  don- 
nant deux  résultats  égau)(  au\  deux  limites,  nous  aurons 

2V(VVUv)<Joc/.v         -2f{S'zX)\'jodr:, 
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<>r  V(Vl  v)         -\'iT  vV),  piii««(|uo  V  n'nnVctc  pa«;  l  v;  (Inn  il  r/suhr 

\  icMit    rn<uih'  le  riiisniincincnt  du  n"  177,  olr. 


nii< 


Nalui (llrinciil.  dans  hcaucoiij)  de  cas  de  ces  lraiisl"i)riiiah 
«I  in l(' craies  douMcscn  inl<'':;ralr>  simples.  \\  peut  se  prcst^nltM  il<> 
ainlnmnh''>,  comme  cela  a  clé  confiait''  au  n"  i7  i  pour  h*  ca^d» 
la  Iraiislormalion  d  une  inli'i^ralc  lripi<'  on  nnc  lnléi;rale  dcnjMt  ; 
mais  ^«'iiéralement  on  j)eul,  à  1  aide  de  considérations  tant  pli\"*i- 
(j  ues  (pi  anaK  I  iq  nés,  déeou\  iii'  la  manière  dont  ces  lnce^lllude•^  oui 
pris  naissance. 


180.    Lorsf|n<'   l*  csl  une  (onclion->calar  de  o,   on  Ironve    pai  l( 
pr(M'édé  du  n"  iTT'l  (|ne 


Mais 


cl 


on  a 


\  .V\  -fh       ./-StV       tS^/tV. 


r/(TStV)-    ^/tStV       tS^/tV. 


ce  (|ui  doniM 


ÎItStV     I  Wiy-rhTqp,     7.v\.i  .vr. 


l)onc,  pour  um'  couihe  l'ernu'e   (Tuin^  (i^ure  (pielcon(jue.  iinii 


aur<ui> 


I  Vrf:         I   j  ds\  .IvVP; 


à  I  aide  de  celle   lormnle,   on    peul    conslrniie  à  la  lois  |,)  Inrinulr 
du  n"  iTT  cl  celle  dn  n"   il\). 


iSl.    lu^prenons  l'inir^^rale  fondamenlale  du  n"  167 


.  •       '  •         • 


I    f    I  S  Ver./;  V      I    I  S.tUv^/,V, 


t     •     • 


e|  posons 


G  ^      fi   1» 
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j  ^  étant  constant,  V^  =  o  L  nous  aurons 

f  f  fs^Vud^=z   r  CuS.pV^ds. 

De  là  nous  tirons  j  ^  étant  arbitraire  | 
(i)  r  r  Cvudç—    f  fuV>*ds, 

et  par  conséquent  aussi  j  comme  au  n^  473  { 

(a)  r  r  rvzd<i—  ç  Çv^.-zds 

•  les  deux  membres  étant  des  quaternions  complets  j.  Nous  pou- 
vons remplacer  t  par  u^'z  |  tous  les  deux,  étant  variables  j. 
Prenant  alors  le  scalar  du  premier  membre,  nous  trouvons 

iïoii  nous  tirons  j  comme  au  n^  473  | 

(3)  f  f  f[{S'zV)iJ-h<fSV'z]dc~  f  faS'zVy^ds, 

482.  Pour  donner  un  exemple  des  résultats  importants  que  Ton 
peut  déduire  de  ces  formules  si  facilement  obtenues,  prenons 
ridentité 

f  f\.(\^V^)zds=:  f  faS-.V^ds-  f  fv^S^zds. 

Par  (3)  et  (i)  nous  pouvons  transformer  le  second  membre,  de 
sorte  que  nous  avons 

f  fv.iVaU^y.ds^z   rrr[S(TV)(J4-aSVx^VS(r:]A 

^- yYTv.V(Va)xt/;. 

Cette  formule  et  d'autres  du  même  genre  peuvent  trouver  leur 
application  lorsqu'il  s'agit  de  former  l'expression  du  potentiel,  et 
de  la  force-vecteur^  relatifs  à  diverses  distributions  de  magné- 


■>~u 
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liMin'.  !\^ur  iiionlr(  1  de  (|iielle  manicre  on  pourra  procéder  clan* 
(  (■  (Icrnler  |)rol)lôino,  nous  allons  donncj'  nne  esquisse  de  la  ior- 
malion  du  poUMiliel  d  une  dislribulion. 

\.i'   }\\c\\\cuv  iiinvni  «II'   \()ir  ti'  rpic  riMifcnno  It-xprcssion  (  j  ».  co-?!  d  i  n 
<  .ilculcr  c\pliril('in<Mil   Ir  ><•(  ond  iih'IiiIum».  On  n 

(StV)7       7SVt  —  V(  St.  ] 

!.«•  piomior  ri  !<•  ir«»i>i(''mc  Icriiir  viili'iU  onscinhlc 

1\  (T.\  iU.,7)    -—  N  [(  ïVfn.,T).Tj: 
II'  -«irniitl  «'l  le  (|ii,ili  irim*  h'iiiM'  r('\ionn(M)l  onsriuI)lc  i\ 

1\  (  I>.,t\  /7»       — \  [1(\"/7)IX,t1: 
<l.-  -«(Hi»'  «ph'  ro\|)i  o>'»ioii  i  i  )  o^l  rivale  à 

—  N  i[i\  /1>,.7)T     (\  /:7i\,. I'|. 

si  Wni  n|)v,'|\,'  (jiir  |)^  ne  «l(»it  allViMci'  7  et  ~  que  siirco^^^ix  (•iiiriil  ci  >rji.i 
l'IlM'Ill,   (Il    pont    nitlllr   («'(II*   ^'\|»l'0^*•inI|    •<(>u«-    iil    forillO 

—  \  |\  (V.jitJ. 

\ii  luiiinMo  siiiNniil  (  ix;;  ).  l'auh'ur  Inil  dos  cliaiijioincnls  dan?»  retlr  d«i - 
iiit  r«-  t'\|»rc«-««i<>ii,  |.,i  partii'  df  r«'\pros>lon  «lù   7  soûl  o>l  anfoolô  par  V  î»  i.. 


Ijl^liil«'.    (h*   01'    ipir 


N  (tVV7». 


\    /7  \   7/'  7/*  S  7  /. 


1,1  [i.nlio  do  l'(>\|m"--ioM  nii  t  >ou1  o>l  allVolô  par  V  sora 

N.7l/1>,  S7X/n.,)T  \(7TtI  (S7V.T 

I.  r.jiialion    (  i  »  drN  ioiil  al<n  «^ 

/     /    \   |.  \   7l    v.tI^Av 

•      » 

/77'|N,.NV.. 

t        •        « 

< .  r-l  ainsi  «piollo  lii^nn-  an  n"   tS.'{. 


\  ,  7Vt  i  —  (  S7V)t]  ^;. 


'18IÎ.    Soil   j   le  veeleur  (jui  donne  la  direction  et  rinlensilc  <i« 
rainianlalion,  rap|)orlcc  à  Tunilé  de  volume,  au  point  représenl< 
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fluence  d'une  force  magnétique  dont  le  potentiel  est  Uy  nous  aurons 
pour  son  travail  potentiel  (potential-energr) 

E  --  rrrs(crvi/)^,- 

On  a,  pour  u  scalar, 

SX{iu)  —  S<jXu-.    mSTj. 

De  là,  appliquant  la  formule  du  n**  467,  ou  n^  181,  écrite  pour  iit  à  la 
place  de  a,  on  aura 

el  par  suite  la  formule  du  texte  est  obtenue  : 

—   r  r  fs(aTu)d;i-        f  f  fuSTad^   -   f  fuSinV^ds: 

ce  qui  montre  que  Ton  peut  supposer  le  magnétisme  décomposr 
en  une  densité  relative  à  un  volume,  ou  en  SVt,  et  en  une  den- 
sité relative  à  une  surface,  c'est-à-dire  en  —  SaUv.  De  celle  sorte, 
dans  une  distribution  solénoïde,  on  a 

S.Vj  zrz  o. 

Ce  que  Thomson  a  désigné  sous   le  nom  de  distribution  tu- 
mellaire  {PhiL  Trans.,  iSSa)  sous-entend  la  condition  que 

S.at/p 

soit  inlégrablc  sans  Taidc  d'un  facteur,  et  que  par  conséquent  la 

condition 

SV(j"_o 

soit  remplie.  Une  distribution  lamellaire  complexe  exige  que  lu 
même  difTérentielle  soit  intégrable  à  Taide  d'un  facteur. 
Soit  u  ce  facteur,  nous  aurons  la  condition 

VV(m(j)^o 

ou  bien 

SaV<i=i:o 

Cela  posé  1  voir  la  fin  de  la  Note  relative  au  n®  482  j,  nous 
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vo\oris  (juc  la  formule  {\)  du  numéro  précédoiil  peut  s'écrire 

j    j    I  \  .(7Vt)^/;  ^  I    ^(StV)-//>. 

Supposons  mainlcnaiit  cpie  Ton  ail 


•  -  •  •  «.-  •.  4.  ■ 


V  ' 


/•  éUinl  la  distance  rnlrc  un  rrriain  poinl  exléricur  cl  1  élcmeril  d:. 
\jV  picmuT  Icrnic  du  second  mcnd)rc  sera  nul  en  vcrlu  de  llu- 
j)olliè>e   \  Vt        o,    (pji    caractérise  la   dislributlon  lamcllaln';  !< 
(leuxiènie  lenne  >era  aussi  nul  en  verlu  de   Téqualion    de   La[)l.ïr< 

V-(      )        «>;   le  troisième  terme,  pai*  lui-même,  exprime   la  Ion  c- 

\ecteur  exercée  sur  un  pôle  à  intensité  unilé  placé  au  [)oint  exté- 
rieur ci-dcssus,  cl  le  premier  nu^uhre  exprime  la  valeur  de  ce(l« 
force  sous  la  forme  <rint<':;rale  relative  à  une  suriace,   résultat  ijui 
a  été  signalé  par  1  liomscni. 

[Nous  |)ou\ons  ("aire  une  autre  application  (').  ])csi<;nons  par  a  le 
vecl(Mir  (pii  j'<'piés(Mile  rinduetion  magnéticpic  au  poinl  situé  à 
r<'xlrémité  de  0,  et  soit  [i  le  potentiel-vecteur  en  ce  point  }  c  (-^l- 
à-dire  la  directrice  de  l'action  éleclrodynami(|uc  (n"  i*î3)  airecléc 
eruii  coellicieni  con>lant  cpii  con\ient  dans  la  circonstance,'.  .Nou< 
savons,  dans  ce  cas,  (pie  rexj)éiience  nous  donne 


/  S.'U/p         II  S,(Uv.a)^/.v. 


jMais,  en   vertu   du   théorème  du  n"    i77,  nous  doNOns  a\oir  on 
même  tem[)S 


|s.3./s  -.  I  ^S.(L-v.V3)./.s 


<'t  cela,  (pielle  cpie  xnt  la  coiirlie  qui  limite  la  portion  de  surface 
non  Icrmét;  à  la(|uelle  >e  raj»porte  la  double  intégration,  et  quelle 
fpie  soit  la  surface  elle-même. 

11  nous  \ient  d(jne  pour  charpie  poinl 

a  -    V.V3. 


(   }  Addiliuii  tic  rciiUcur  il  la  sccoikIc  cililion, 
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Comme  conséquence  de  cette  relation,  nous  aurons 

Ensuite,  en  désignant  par  u  un  scalar  qui  est  à  déterminer, 
nous  poserons 

d'où  nous  tirons 

où  q  est  un  quaternion  quelconque  satisfaisant  aux  conditions 

Pour  rinterprétation  des  deux  autres  termes  de  Texpression  de 
^,  posons 

(roù  il  vient 

et,  comme  i/,  par  hypothèse,  est  un  scalar,  nous  aurons 

V.Va  =  o, 

de  sorte  que  nous  pourrons  admettre  pour  9  la  forme 

sous  la  condition  que  i',  qui  sera  un  scalar,  satisfasse  à  la  relation 

11  en  résulte  que  i>  représentera  le  potentiel  d'une  distribution^ 
qui  est  représentée  par  1/  :  4îc;  et,  lorsque  u  sera  donné,  on  pourra 
déterminer  exactement  r  en  chaque  point  j  voir  le  n**  i70  j.  Con- 
naissant r,  on  en  déduira 

sans  ambiguïté  aucune. 

Quant  à  ce  qui  concerne  V~*  a,  la  condition 

S. Va  =.0 

« 

nous  permet  d'admettre  que 

de  manière  que  y  soit  un  vecteur  arbitraire. 

Tait.  —  Çuafer/iïo/if,  U.  '8 
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Pour  cliiujue  \aU'ur  que  nous  donnerons  à  v^  nous  aurons 

On  en  eonolul  que  V  *a  sera  connu  sans  ambiguïté  en  cluKjm 
|>oint. 

On  reniar(|uera  (jue  le  (jualernion  auxiliaire  <i  dépend  de  |h)- 
lenliels  <|iii  sont  dus  à  des  dlslrlhulions  arl)ilraircs  se  faisant  en- 
lièreinenl  en  dehors  de  l'espace  aurpiel  nohe  calcul  se  rappojir. 

\%\.  On.  peut  ap[)liquer  des  Iranslornialions  analogues  a  l.i 
(({rrrtricr  de  Vitclmn  ('Iccd'odvndDiitjur  d'Ampère.  Au  n"  liW 
nous  avons  trouvé  l'expressicm 


/ 


I   r 


j)Oui'  celle  (lii  <'('lt'ic(\  dz  «'lant  rélément  d'un  circuit  lernié,  et  lin- 
légrale  s'élendant  au  circuit  entier.  On  peut  metlre  celte  c\j>rr>- 
sion  sous  la   ('orme 

Pal"  la  lormulc*  du  n'*  iTîK  la  \alrur  de  cette  intégrale  simple  é;:ci- 
Icra  rint<''i:ral<'  doid)le  mise  sous  la  forme 

j  j  (SL  >V)V-./.v    -  f   I  l  vV^-./.s. 


•  -   « 


Le  second  terme  est  nul,  à  moins  (jue  l'orii^ine  de  /•  ne  soil  >iii  I*i 
surface  elle-ménje,  ou  xut  inlinlmenl  près  de  la  surlace,  relali\c- 
ment  à  laquelle  la  douhie  intéi^ ration  doit  se  faire.  Le  prcinifi 
terme  expriiix',  d'après  ce  (jui  précède,  la  force  vecleur  (la<"  *• 
laimanlalion  uniforme  de  la  même  surface  en  question. 

48^).  La  formule  fondam(Milale  du  n"  Î(î7,  dans  laquelle  (miciu- 
[)lace  T  par  l  o,  en  vertu  de 

nous  donne 


I  I  I  Yl^   I  I  ^^-^  .^l'^'A- 


•..      <       ». 
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Remplaçons  dans  cette  formule  p  par  p  +  a,  ce  qui  revient  à 
altérer  Torigine  de  p  (laquelle  dans  la  formule  primitive  et  dans  le 
cas  de  Torigine  nouvelle  est  tacitement  supposée  en  dehors  de 
Tespace  par  rapport  auquel  on  intègre);  développons  et  égalons  à 
zéro  le  vecteur  sous  le  signe  Sa(  )  dans  Téquation  qui  résulte  de 
Topération;  et  enfin  supposons  a  infiniment  petit  dans  ce  vecteur, 
nous  aurons 

{  Mais  le  premier  membre,  diaprés  (i),  n"  481,  où  l'on  a  remplacé 
//  par  =->  et  Vm  en  conséquence  par    ,„  J-  [(6),  n°  430]  sera  j 


pur  suite,  on  en  déduit 

486.  L^ interprétation  de  ces  formules  et  d'autres  du  même 
<;cnre,  mais  plus  complexes,  donne  lieu  à  un  grand  nombre  de 
iliéorèmes  curieux  relatifs   à   Pattraclion   et  aux  potentiels.  Par 

exemple;  Téquation  (i)  du  n**  481  k  où  Ton  pose  e/  =  =-  (  conduit  à 

Otte  formule  donne  Tattraction  d'une  masse,  dont  la  loi  de  den- 
sité est  /,  et  cette  attraction  sera  exprimée  à  l'aide  du  potentiel 
(fune  distribution  en  volume,  et  du  potentiel  d'une  distribution 
en  surface.  Si  l'on  pose 

on  tire  de  la  formule  ci-dessus  la  suivante  : 

î  puisque(V^.i+V/2.y  4-V/,.Xr)=V(i7,  4-/'i4-Arr,)  j. 
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Si  nous  posons  z  ^=^  p,  el  que  nous  prenions  le  scalar,  nous  rr- 
Irouvons  une  formule  tpie  nous  avons  déjà  obtenue  j  au  n"  -iS^i. 
puiscpie  Vp  :=: — ^^  j  ;  si  nous  suj^posons  toujours  T=p  et  (ju<- 
nous  |)renions  le  vecteur,  nous  aurons 

VY/UvUpflf.s-^o. 

On  pcul  aisément  ^éri^Ierce  résultat,  par  la  lorniule  (n"  i80  ) 

/I'<.^V//LvVI'./,v, 

v\  en  \  Taisant  Pi^'l'p,  doù  VP^i^Up  j  le  circuit  auquel  l'inté- 
j;rale  simple  se  ra[)porte  sera  infiniment  petit,  lorsque  la  surlar*' 
est  iérmée  J. 

Knfin,  si  dans  Tinlégralc  fondamentale  (  n^  i6T  )  nous  |»osons 

7-    ^l  p. 


nous  aurons 


i87.  (Connue  application  ultérieure,  considérons  brièvement  I.» 
(onction  qui  exprime  \^  foicc  cUistique  de  réaction  dans  un  corps 
solid(;  élastique  [stress  fu  net  ion). 

En  un  point  donné  du  corps,  soumis  à  une  déformation  par 
laclion  de  forces,  aj)|)el(ms  \  la  force  vecteur  exprimant  la  forer 
de  réaction  rapportée  à  l'unité  de  suriace,  quand  cette  surface  esi 
plane  et  perpendiculaire  à  /.  Soient  de  même  [Ji  et  v  les  quantités 
iinidot;ues  relatives  à  des  surlaces-unité  respectivement  perpendi- 
culaires à  j  et  à  A . 

Si  nous  considérons  un  tétraèdre  infiniment  petit  j  dont  troi> 
laces  soient  respecti\ement  perpendiculaires  à  /,/,/»',  et  la  qua- 
trième à  (o  [,  nous  aurons  pour  la  force  vecteur,  rapportéi.'  à  l'unilc 
de  surface,  tpiand  celte  surface  est  perpendiculaire  à  oj,  l'expres- 
sion      -  v(i)),  ou 

).  S  i M  -i-  a  S  /  U)  -h  V  S  k  tu  =z:  —  'iio. 

(îelle    force  est  donc   exprimée  par  une  Jonction    vectoriei/r 
linéaire  du  vecteur-unité  normal  au  plan  auquel  la  force  se  rap- 
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porle.  [  Il  est  évident  que  la  direction  de  cette  force  n'est  généra- 
lement pas  coïncidente  avec  co.  { 

Pour  former  Téquation  d'équilibre  des  moments,  nous  considé- 
rerons un  parallélépipède  infinitésimal  dont  les  arêtes  soient  res- 
pectivement parallèles  à  ijj^  k.  En  supposant  qu'il  n'existe  pas  de 
couples  provenant  de  l'action  mutuelle  des  molécules,  nous  aurons 
Téquation 

V(iX-hy>-HA'v)3=o, 

laquelle  prend  la  forme 

SVrçr^o 

ou  bien 

V.V<pp  =  o 

}  V  n'affectant  que  les  éléments  de  p  j.  Cette  équation  montre 
(n°  174)  que  la  fonction  o  est  la  conjuguée  d^ elle-même  ;  et,  par 
suite,  elle  ne  dépend  pas  de  neuf  coefficients,  mais  seulement 
de  six. 

Le  parallélépipède  dont  les  arêtes  seront,  par  exemple,  idx^  j  ^y^  ^  ^^i 
sera  soumis  à  l'action  des  si\  forces 

X  dy  dz    et    ( —  X  )  rf^  ds^     «a  dz  dr    et    ( —  \k  )  dz  dy^ 

^t  dx  dy    et    ( —  v  )  cLr  dy. 

Si  nous  plaçons  Torigine  en  un  point  intérieur  du  parallélépipède,  par 
exemple,  au  centre  de  figure,  les  bras  de  levier  de  ces  forces  seront  res- 
pectivement 

—  \idx  et  H-  J-  «  d!r,  —  \  f  <ly  et  ^-  J  y  dy^  —  }  k  é/5  et  -f-  J  k  dz. 
La  somme  des  moments  sera 

A  dxdy  dzy[{-  i)\  -+- 1(—  X)  -h  (— y):x  -+-  /(—  a)  -h  (-  ky*  -^  X(-  v)) 

=  —  dxdy  dzy(i\  H-y  |J.  -4-  A-v  ). 

L'égalité  £Ve>t  =  VV<pp  résulte  de  la  formule  (3')  de  la  Note  du  n«  4o2 
appliquée  au  cas  présent,  où  nous  avons 

a=  — X=  — <pt,     «1  =— jjL=  -<py,     a,  =  — «X-; 
3  =  1,      3,  =y,      3,  =  A:; 

d'où 

V©p  =  *X  -f-y  |A •+■  X:v  —  i'^^-^j^j -^  k'^k. 

488.  Considérons  actuellement  l'équilibre  des  forces,  sous  le 


•?-s 
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nipport  {\c  la  Imnslalion,  résullanl  {]e>  ivaclions  dans  un  solidi- 
c<)r)ij)ris  dans  un  rs[)a(('  à  conLiguïlé  siïn|)lr.  Soil  if  \c  polciili^^î 
dc^  lorcc's  ovlrricurcs.  l.a  condlllon  d'équililirc  pour  un  solide. 
rcnlVrnir  dans  une  corlaino  surlace  fcrniée,  sera  évidcninienl 


•      /  »      /  ■» 


I    I  '^(rv)r/.v-|-  I   I    j  V/^r/;---  o, 


•     «     • 


V  étant  le  veclour  normal  à  la    surlace  au  point  dont    l'élénuMil  d* 
surlace  es!   ds.  !/inlé<;ralc  double  s'étend  à  la  superficie   entiric 
de  la  surface  lernu'H'  «pii  limite  la  portu)n  de   corps  considérée,  cl 
l'intégrale  triple*  si'lend   à    tous  les  points  de  l'intéi'itnir   de   cettr 
sui lace. 

Pour  ramener  celte  é([ualion  à  une  forme  à  laqucdlc  la  métluulf 
du  n  "  l()7  >oit  aj)[)lieaMe,  traitons  l'écpialion  ])ar  S.a(  ).  en  pre- 
nant pour  y.  un  vecteur  constant  (jneh onque.  ÎNous  aurons 


•         • 


//^•'•^ 


'•         •       /  » 


•^  ) 


l     >W/.S     r- 


/    /    /./;SaV,/ 


^   o. 


puis(|ue  S.a'^ilv)        S.l  v,,5a,  la  lonelion  '^   étant  la  conjuguée 
(relle-nu''me.  L  ('(juation  pourra  s'écrire 


•   .  •   /• 


/     /    /  ^^^  ['^'^  (  f '^  ^  "^    S  .  a  V^/  ]    --  o. 


•     •     t. 


V  allectant  ici  les  éléuîcnls  de  '^,  variahles  d'un  point  à  un  autre 
(lomme  l<'s  limites  d'intégration  peuvent  être  choisies  à  \ol<>nté 
nous  devrons  av(ur,  en  chaque  point  de  l'intérieur  du  corps. 


(') 


S.  V-iX  -r-  S  xXtf 


O. 


(Tc^t  là  1  éfpiation  d  écpiilibre  intérieur,  et  rindélerniinatioii  de  y. 
lait  <pje  (  ette  écpiation  e*^t  écpiivalenle  à  f/ois  équations  scalar. 

Jl  V  a  différents  mo)<Mis  (h*  former  uiu^  équation  indépendanh- 
de  a.  P'juplovons  le  signe  A  à  la  place  de  V  lorsqu'il  s'a*;il  d'aflec- 
t(M"  les  ('IcMucnls  s<'alar  de  '^  ;  l'équation  ci-dessus  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

V//  =1  -r-  (S  VaV;.s. 

Dans  rintégralion  de  celle  expression,  ()our  l'intérieur  d'un  espace 
donné,  il  faudra  se  rappeler  que  [  dans  le  second  membre  |  V  et  : 
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ne  sont  que  les  symboles  d^une  construction  et  qu'ils  ne  sont  pas 
à  regarder  comme  des  éléments  variables  dans  l'intégrale. 

j  Four  transformer  Téquation  (1) 

(t)  S  V. «pat -4- SaTw  =  o, 

supposons  que  a,  p,  y  forment  un  système  de  vecteurs-unité  trirectangu- 
laires;  l'équation  (i)  sera  alors  le  type  de  trois  équations  écrites  successi- 
vement pour  a,  3,  Y  à  la  place  de  «. 

Multipliant  ces  équations  respectivement  par  ol,  p,  y»  ^t  sommant,  nous 
avon««,  en  vertu  de  l'équation  du  n"  91  (3'), 

Sa  S  V.cpa=Vw. 

Or  le  premier  membre  est  égal  à  2*SV(çp£).  En  effet,  par  l'expression 
qui  définit  o,  nous  avons 

Vif  7.  =  — Va  Sia  — Vjjl  Sy  2  — Vv  S  Aï, 

T  ©Y  =  -—  VX  S  *  Y  —  •  •  •  • 

X,  [i.  Y  étant  constants,  V  ne  les  affecte  pas.  Prenant  les  scalars  et  les  mul- 
tipliant respectivement  par  3,  ^,  Y;  nous  aurons 

2aSVoa=— (2aS*a)S.TX  — (SaSyajS.Vjji—  ... 
=  ïS.VXh-/S.V{a-4-ATS.v. 

.Mais  l'expression  de  ©  (i87)  donnr* 

d'où  il  vient 

SaSV©ai=  SeSTcj/. 

»  < 

<lela  posé,  nous  remplacerons  maintenant  V^i,  ^^Ji  •  •  •  P^r  ^^h  •  •  «i  a^i) 
d'indiquer  que  les  éléments  seuls  de  cp  sont  affectés  dans  les  différenliations 
de  9.  Nous  aurons 

T«  =  ïiS  À©r. 

Mais,  de  ce  que  cpp  est  conjugué  de  lui-même,  nous  avons  trois  équations 
de  la  forme  S*©y  =  Sy  ©t,  et  leurs  dérivées  par  rapport  à  x,  y^  z.  Par  ces 
relations  nous  aurons 

et  les  dru\  valeurs  analogues  pour  SAcpy  et  SAcpX'.  De  là  nous  déduisons 

\  dx  dx  dz   j 
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V// 


'  f/r         (/)'         f/z  ! 


ho  Oit  le  <'M|iiati4>ii  on  drduit  iiniiirdialonïcnt  les  équations  en  coordonnërv 
nrdinjiirrs  sous  la  forme,  par  exemple,  des  équalions  (3\  p.  01,  <!«•  I;i 
ihéiiiie  de  I\dash4itc  de  l.amr,  en  faisant 

/  -  i\x  -i   /T3       ATî, 
1^       '"rj      y'Ns       XT,, 

'iSl).  (^oinjiKî  vérification  de  rrciuation  (1)  nous  voulons  mon- 
lier  «|u'i'i  raid(MJ(î  celte  cqualion  nous  pouvons  établir  ré(]UiUion 
(j'équilibre  par  rapport  à  la  rotation  S  Técpialion  des  nioinrnls  \ 
(l'une  portion  <bi  corps  scdidc  nMiferniée  dans  une  surface  à  C(Uiti- 
i;uïlr  slni|)I<\     /  priori,  cette  équation  est  à  vue  d'(eil 


•     •     • 


/    /  \  .  vv (  r  V  )(is  ^  I   I    I  \. p\if  (h  —  o. 


*  •  • 


Il  >  a^ll  de  montrer  la  déduction  de  cette  écjuation  à  l'aide 
de    y^^). 

Si  dans  (  1  )  nous  remplaçons  a  constant  par  7  variable  en  ionc- 
lion  de  0,  Térpialion  n'aura  plus  lieu  de  la  même  manière,  à 
moins  (pie  la  |)aitie  qui  provient  de  la  variabilité  de  7  ne  soil 
separ(''ment    nulle.  C.etle  condition  se  trouve  exprimée  par 

S[(  'f  V  ).7]  =  0. 

>i  Inii  pose  s  =  i  ^-^  J  y  -~  ^^j  *'^  M'"*  '  d<''pende  de  z,  alors,  en  ne  l.»i- 
^;«iii  pa--  varier  les  él«'ineiUs  de  'w,  mais  >enlenient  j  dan>  '^t,  nous  aurons, 
pnnr  -T    -  —  /  S/7  —  ;a  Sy7  — v  S/>'7. 

Vv  J    :-         (  /À  s  Ij',.  -:-   /  */   S  /  7'^    -h  /i  /   S  17.  ) 

—  (  /v  S  A  7 ,.  ^  /v  S  X-  7'^       . . .  ) 

\Iais  S  i<x  —  S/À,  . .  .,  c'esl-à-dire  ^ioj  =  S./ 'f \  .  •  .;  prenant  le  soalar  <» 
tiii-iant  !(*•<   sommes  pai"  e^donnes,  on  a 

S  T.i7    -  -  S  7'^*  /  S  /À     -  j  >jy^  --  A-  S /  À  ) 

—  S  7 ,  (  /  S  /  ;a  -  - .  .  .  ) 

—  S  7'-  (  (  S  /v      - .  .  .  ) 
...  X  7',./.  --  7',  ;x-:-  7^/). 
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D*ua  autre  côtéj  nous  avons 

©V  =  -  X  SiT—  |x  SyT  — V  SA:  V. 
Or 

(le  sorte  que 

et,  par  suite  (V  n'affectant  pas  X,  {ji,  v), 

De  là,  |K>ur  7  seul  variable, 

S[V(«7)]=:S[(»T)t]. 

Observons  maintenant  que  Inéquation  de  condition  est  satisfaite 
par 

X  étant  un  vecteur  constant.  En  eflet,  on  trouve 

}  résultat  qui  est  nul  d'après  le  n"*  487  |. 

Nous  avons,  en  intégrant  Téquation  (i)  écrite  pour  t,  et  en  fai- 
sant T  =  Vap, 

rrr^«[s.v^(v«)-hs«pVM]=o 

et,  par  suite, 

/    fds.S,0L^o(U^)-^  Cl   /^;SapV/i  — o. 

Multipliant  par  a  et  changeant  a  successivement  en  ^,  y,  où  a,  ^,  y 
forment  un  système  trirectangulaire,  et  faisant  la  somme  des  ré- 
sultats, nous  obtenons  Téquation  des  moments,  telle  que  nous 
Pavons  indiquée  au  commencement. 

490.  Désignons  par  7  le  déplacement  d^un  point  matériel,  origi- 
nairement en  p;  le  travail,  effectué  sous  Tinfluence  des  réactions 
élastiques  dans  une  portion  du  solide  contenue  dans  une  surface 
à  contiguïté  simple,  sera  exprimé  par 


W=:   f  fS70{\Js)ds, 
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parce  c|uc  '^(  Uv  )  est  la  force-vccleur  qui  est  vaincue  à  la  surfine 
pour  cha(|uc  cléiucMU  </s,  la  force  elle-même  étant  rapportée  .1 
lunilc  «le  surface  i)lane.  ('elte  expression  se  transforme  en 


•   ,  »   /  ■* 


t  ^'  •, 


\  V    allcclanl    ici     à    la    fois    les    éh'menls    scalar    de     '^    et    ceu\ 

r  t 

-le     T    |. 

ilM  .  Dans  ce  cas,  la  l'onction  ([ui  donne  les  déplacements  7  e>! 
de  la   forme 

Lorsipic  les  déplacements  sont  de  la  nature  d'une  rotation  seule, 
on  auia  }  |)ar  la  coiulilion  de  l'invariabilité  de  Tangle  compris 
nilie  (•)  cl  T  j 

«puis  (pu*  soi(MJl  lc>  \(Hl('ur.s  (o  cl  t,  et  les  réactions  élastiques  ne 
produiront  \)i\r>  de  travail.  On  conclut  de  là  que  l'expression  du 
ha\ail  doit  s'annuler  <piand  la  condition  ainsi  exprimét^  est  satis- 
faite. 

On  Noil  <':;;dcmenl  (jue,  loiscjue  les  déplacenu^its  sont  infiniment 
p(  lits,  lexpre^siou  du  tra\ail  devra  être  une  fonction  lionic»f^ène 
du  second  «leiirt'  des  quaiilitt's  (pii  (le\r(Uil  s'annuler  j  e'esl-à-dire 
des  (  Sy(.)y7  -  S  (oT  )  ■:  car,  si  le  lra\ail  a  une  valeur  différente  dt 
/«'ro.  il  aura  une  valeur  e<senti(dlement  positive.  Il  faudra  tlone 
ipu'  le  travad  produit  dans  l'unité  de  \olume  puisse  s'exprime; 
pal' 


OU  :.  £  ,  r  ,  7  ,  l«)n(iuu)s  tMi  i;éiiéial  de  7,  devront  devenir  des  \er- 
leu!>  ( oiistanls  lors(pie  la  réaction  sera  infiniment  petite.  Lorscjue 
et  la  a  heu,  ou  peut  aisi'inent  \oir  (|ue,  qu(d  que  soit  le  nonihre  de 
termes  renlerniés  clans  la  somme  -,  le  tra\ail  iv  devra  déptMicIri 
de  \ini;t  et  un  coeflicients  constants,  et  non  d'un  plus  graini 
nombre  (réléments;  ce<  coelficients  sont  les  produits  homoî^ène^ 
du  sccuid  de^ré  des  <i\  \aleurs  que  les  quantités  de  forme 
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peavent  prendre  lorsque  (o  et  t  prennent  Tune  ou  Tautre  des  va- 
leurs iy  y,  k. 

Ces  six.  valeurs  sont  : 

^(lU/J  -JJh     Sx^/i, 

Les  vingt  et  une  valeurs  des  produits  deux  à  deux  sont  :  i®  les  carrés  de 

6x5 
chacune  des  six;  2*  les  produits  deux  à   deux  au  nombre  de ou 

•Â 

quinze. 

Lorsque  les  déplacements  sont  infiniment  petits,  alors  la  va- 
riation de  w  aura  pour  expression 

5«. z=  2S(xsôxe' -t- x^'^xO(Sx^ 73'— SîiTi') 

n  -f-£(SxeX^'-Ses')(Sxr,axV4-Sxr/Sx^i)- 

Par  Téquation  du  commencement  de  ce  numéro  nous  avons 

Écrivant  cette  valeur  pour  Tun  des  facteurs  seulement,  nous  au- 
ronSy  pour  la  variation  du  travail  total,  dû  aux  déplacements  dans 
la  masse,  Texpression  suivante  : 


''^='fff-'^-fff'''"^ 


89 


=-2:///^^-!(S.X'iXV-S7)V)[S.xe'(SeV) 

-rS.X6(SÊ'V)5a]  j. 

Aux  limites,  nous  avons 

'c'est-à-dire  que,  si  la  figure  de  la  masse  est  altérée  d'après  une 
manière  donnée,  nous  devrons  avoir 

rrrrf;S.a)(SeV)8(J  — —   /  /    /^rf;S.8Œ(SeV)uj; 
nar  conséquent, 


8W  =  2: 


r  f  rJsMSt^)  xe'  (Sy.ri  yr/  -  Sr.r/)     "I 

./  J  J        '[-HS.8<l(S6'V)X8(S/r,XT/-ST.T.')J 


Tait.  — Quaternions,  H. 
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Cela  pose,  loiit  cliangenirnl  arbitraire  dans  7  ne  pourra  qnnnc- 
rnentrr  la  ([uanlilétlo  travail  cHectué;  nous  devrons  done  avoir 

O      -  ï  [iSeV)  /t'  (Syr,  yr/  —  Srj/)  -  (SsT)  yz  {S'/r,  yr,'  —  Sr.T/}]. 

(Test  eellc  expiation  (pii  nous  servira  pour  la  déterminai  ion  il»; 
t;  Kîs  eon>lanles  î,  s',  Tj,  y/  no  dé[)endent  (pie  des  propriétés  «If 
la  snhslance  déformée,  sous  \c  ra|)[)()rt  de  Pélastieité,  et  elles  peu- 
vent être  supposées  eonnues,  tandis  que  y  dépend  essenliellerii»  i:l 
de  3",  ainsi  ([u  il  a  été  défini  au  commencement  de  ce  numéro. 

492.    I^\)j)éi*aleur  ali^éhriquc 


c  ''', 


appllcpié  à  une  fonction  quelconque  de  :r,  transforme  x  eu  x  -;-  Il 
\)c  niénic,  loisque  <7  est  un  vecteur,  non  affecté  par 

.ri         .  d  d 

dr       -^  dy  dz 

Topera  leur  (jualernion 

appli(pié  à  une  fonction  quelconque  de  p,  donnera 

On  a 

I>   « 
ou 


c''".(./-,r  ,  -  fx  -  /,./•;.  -;.  ^^-/x  -•  •  ■  -/(-ï  +  '')• 


Eii'^iiiie,  si 


on  aura 


Si»it  (!«'  plii'^ 
on  a 

-t-y[.  . .  |t>(jr,  j»-,  z)     -  A\ .  ..\U{x,y,  z) 
--iiii.r       f^,}'--    0,  z       Ci    -  jU{x  —  a^  y -'- bj  z -^c) 
-'    l^i\ir    -f7,r-     h,z    ■- c )  -^J\z -i- 7), 
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puisque 

p-h  j  =  i(jr-4-  a) -1-/(7 -4-  b)-¥-  k(s-^  c). 

De  là  on  peut  déduire  la  formule  de  Ta^rlor  sous  une  forme 
quatern  ionienne. 

Supposons  que  A  soit  Topérateur  du  même  genre  que  V,  mais 
aflectant  o-  seul,  tandis  que  V  n'affecte  que  p.  Soient  de  plus/ et 
F  les  signes  de  deux  fonctions  qui  satisfont  à  la  loi  de  multiplica- 
tion commutative.  Dans  ce  cas,  on  aura  le  théorème  curieux 

^-'^M./»(F^)=/(p-^A)Fcr  =  F(cr-f-V)/p. 

Un  cas  particulier  de  cette  égalité  sera 

«=^/(-^)  F(  V)  =/(a:  +  ^.)  FCv)  =  f(^v  +  ^)/(x). 

Il  est  facile  de  voir  quelles  sont  les  modifications  que  l'expression 
générale  doit  subir  lorsque  /  et  F  ne  sont  pas  commutatifs. 

Si  Tune  d'elles  est  une  fonction  inverse,  de  celles,  par  exemple, 
qui  se  présentent  dans  la  solution  d'une  équation  différentielle 
linéaire,  les  développements  précédents  ne  pourront  pas  donner 
la  partie  arbitraire  delà  solution.  Cependant  ces  développements 
sont  souvent  très  utiles  pour  la  détermination  de  la  partie  non 
arbitraire. 

D'autres  opérateurs,  tels  que  e*^',  e**'^  ...,  conduisent  ù 
d'autres  théorèmes,  et  tous  trouvent  de  nombreuses  applications. 

493.  Parmi  les  résultats  de  ce  genre,  il  y  en  a  qui  paraissent 
étonnants,  par  suite  de  l'application  de  la  méthode  de  la  séparation 
des  symboles,  poussée  pour  ainsi  dire  jusqu'à  l'excès.  Un  seul 
exemple  suffira  pour  nous  en  montrer  le  caractère. 

Soit  P  une  fonction-scalar  de  p.  On  demande  de  trouver  la  dif- 
férence entre  une  valeur  individuelle  de  P  et  la  \aleur  moyenne 
de  P  relativement  aux  points  renfermés  dans  une  sphère  très  pe- 
tite, dont  le  centre  est  en  p,  dont  le  rayon  est  r  et  r  le  volume. 

D'après  ce  qui  précède,  la  valeur  de  la  différence  en  question 
est 


i/// 


(e-5.^-.i)P^;, 


>SG 
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T  ('taiil  le  \ocleur  juciic  du  ccnlre  de  la  splirrc  au  point  occuj 
par  r<'léin<'iit  de  volume  d^y  el  1  inLéi;ralion,  qui  se  rapporlc  à* 
à  «^/;  seuls,  doit  s'éleudre  à  lous  les  points  de  rinlérieur  d 
sphère,  l^ii  dév(do|)panl  lexponentielle,  nous  obtenons 


r   i-i 


>     I     • 


'III    [S'V—  -^  (S7V)-^-^...JP./; 


<-   •    • 


t    «    • 


les  leiiue^  d'oi'dre   suj)érieui'  étant  né^lii^vs,  \u  la   petitesse  d 
(pii  est  la  limite  (rmléi;ration  de  Tt. 

Par  raison  de  s\niéti*ie,  nous  avons  de  prime  al)ord 


'   / 


*     •   .  ' 


///.</,- 


o, 


•     »     ♦ 


iJ(!  |)lus,   rpiel  «pie  soit  le  veeteur  constant  désigné  par  a,  ii'>ii 
.Mirons  toujours 


•     •     > 


--»-»» 


I    I    I  iSz'xr  (/;:=-  7i'  I    I    ^(S7l  a  ;-./;. 

t  «  •  *  «. 


(  )i  rint('<;rati(ni  a\ant  lieu  par  rapj)t>rt  à  l'intéiieur  d  unesplnM»  . 
rinl(''i;ral(!  du  second  mend)re,  ahstraelion  laite  du  laeteur  —  a-. 
reprc>eiilr  la  Jiioilii'  de  et*  (pie  nous  pouvons  appeler  le  nionitnl 
d'inertie  d<'  la  sphèie  [)ai*  ra|)|)ort  à  l'un  de  ses  diamèlres.  ^a\oi^ 


»   ,  •   .  » 


I    j,  I  (StI   a)-'J;-_  4  iV 


(Il 


Si  maintenant  nous  supj»osons  (]ue,dès  son  introduction,  an  «t^ 
autr-e  eho>e  cpic  V,  a  axant  rlr  supposé  constant  dans  rintéi;ratiui) 
(  de  même  que  V  /l'csf  pds  nlJvcU''  par  rintégiiit ion),  nous  auron^ 
par  ce   cpii    |)r«cèd<',    el  en    né^li^eanl  les  puissances  s(q>érieurc^ 


*      /  *         > 


L  j  I  I  (,.  s,.__,j|,,/. 


V-l'. 


■  c  •. 


lO 


<  \|>i<'>^ion  (|ui  a  été  donnée  par  Clerk  Mawxell  [Lo/u/o/i  Malh. 
Si,r.    Pi-iH-.,   vol.    Il],  n"^  3i,    l8-l), 

jD'i.    Soit    0  le  \ecl<'ur  d'un  élément  <ls  d'une  surface  dcuit  la 
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loi  de  densité  est  exprimée  par /p.  Le  potentiel  en  o-  sera 


ffds/p.F[T(^,-^^)l 


où  F  est  la  fonction  représentant  le  potentiel,  qui  du  reste  peut 
être  d'une  forme  quelconque. 

D'après  ce  qui  précède  (492),  cette  expression  peut  être  trans- 
formée en 


J  fdsJ?,c^''F(Tp) 


ou  bien  aussi,  avec  avantage,  en 


fJds./z.c^^'F(T^), 


où  Aafiecte  les  éléments  de  a*,  tandis  que  V  affecte  ceux  de  p. 

On  peut  effectuer  une  transformation  qui  permettra  de  simpli- 
fier davantage,  en  prenant  un  vecteur  o-q,  que  Ton  fera  converger 
vers  zéro,  et  qui  sera  affecté  par  Aq,  puis  en  remplaçant  Texprcs- 
sion  par 

^  05.6'^?'^-v/(cy,)F(T<i). 


ff' 


Dans  ce  cas,  l'intégration  relative  à  p  devient  plus  facile.  La  for- 
mule, arrivée  à  ce  point,  pourrait  être  appliquée  à  une  distribution 
quelconque  |  pourvu  que  le  nombre  de  signes  d'intégration  soil 
choisi  en  conséquence  {.  Nous  traiterons  un  cas  de  distribution 
sur  une  surface  donnée. 

495.  L'intégration  pourra  s'effectuer  dans  la  formule  ci-deshus, 
lorsque  la  surface  à  laquelle  elle  se  rapporte  est  une  surface  de 
révolution  et  que  l'origine  est  située  en  un  point  de  Taxe;  dans 
ce  cas,  l'expression  peut  être  ramenée  à  une  intégrale  simple  de  la 
forme 

p 


f 


où   9  désigne  une  fonction  scalar,  laquelle  peut  être  quelconque, 
et  où  X  dépend  du  cosinus  de  l'inclinaison  de  p  sur  l'axe.  D'aiU 


».ss 
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Ifur>  on  a 


f 

•r 


^'7"  —  pP^ 


(I 


\\)uv  ne  pas  entrer  dans  la  discussion  du  cas  consitléré  (laii> 
loule  sa  ^«'néralilé,  Irailons  le  cas  d  une  couche  spliéri(|ue.  en 
plaçanl  roiii;ine  au  centre  cl  en  preiianl  la  densilé  éi^î^lt*  à  lunik. 
(  iC  cas  1res  sijnj)le  nous  pernuM  néarunoins  de  montrer  le  jtui  à\- 
la  inélliode. 

\ous  uNons  pour  un  \eeteur  quelcon(|ue  a  constant,  a  élaiil  !• 
laNon  de  la  Sj)licre, 


^    j  tlsi'^^-       A-ff  I 


il 


•         » 


1  a 


_  a  I  a 

f        '     I 


II 


Nous  \()\ons  maintenant  (jue  nous  |>ou\on.s  traiter  A  exaclcmcni 
comme  nous  a\(jns  liailé  a.  iNous  devrons  donc  chercher  ce  «]ik 
>onl  Ic^  o[)éraleurs  nouveaux,  tels  que  l'A,  e"^^,  ...,  et  cpici  l>i 
h'ur  cllel  sur  une  fonction  scalar  deTy,  sur  (T,  en  désiiinant  cclh 
louiliou  scalar  par  o'. 

(  )r  nous  avons  s\nd)oli(piemenl 

(TV)-rzr  —  VM' -    I'        —  . 

.Nous  déduirons  de  là  la  forme  particulière  de  TA.  Pour  inm- 
assurer  c|ue  celle  loiïue  esl  la  seule  forme  possible,  posons  pour 
un  momeni 


■f-  o. 


'c  ri  'l  ('lanl  des  lonctions-scalar  (lu'il  >'ai2it    «le  déterminer.  Nou: 
Il  I  p 

en   liron> 

^''"^'^■'•'     -  (r, 4""  •)•■'■"' "^•''"' 

Si  nous  comparons  celle  expression   à   la  précédente,  nous  au- 
rons à  po>er 


Ci' 


I, 


O'^'  —  'i/'i  ~\-  '^'l>  :z^  —  y 


I   '  I  •> 


o. 


La  première  donne 


':.  zzzzizi. 
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La  seconde  donnera  en  conséquence 

où  les  signes  de  (p  el  de  ^  doivent  être  les  mômes. 

La  troisième  équation  sera  alors  satisfaite  d^elle-inénio. 
Nous  aurons  donc 

Par  induction  on  trouvera  que 
A  Taide  de  cela  nous  aurons 

^"^-'  "«(?ê  "i.^"- 


__?i._rMV',  'i^')"  V  ...1 


celle  formule  nous  conduira  aux  résullnls  connus.   \^Voir  Proc, 

n.s.E.,  «871-72). 

496.  Nous  allons  donner  un  exemple  d(»  ra()|)lication  de  V,  en 
connexion  avec  le  calcul  des  variations.  Considérons  Texpression 


A 


/qt.^p, 


'ï dj  étant  Télément  d'un  arc   de  courbe,   et  Tintéi^ralion  avant 
lieu  le  long  d'une  portion  finie  de  celte  courbe,  Q  étant  en  général 
une  fonction-scalar  de  p  et  de  constantes. 
Nous  aurons 

aA.i:  /'(SQTc/p-i-QaT^/O 

_:  AaQTé/p  — QS.U^pc/a,5) 

:z_--[QS(LV/p.8p)]   H  r[(8QTc/p4-S.5p^(QUc/p)]. 

Tait.  —  QuaternioM,  II.  19 


9\)()  CHAPITRE     XI. 

1.0  Icîi'iiic  onlre  croclicls  [  ],  se  rapportant  aux  limites  do  Tin- 
[(\i; ration,  (Joirncra  1rs  conditions  qui  s'y  rapportent.  L'auln 
hrnic  [)(îut  se  niellre  sous  la  forme 


s|V[r/(QLWp)-VQ.T./?], 


Si  la  eourl)e  doit  être  donnée  par  la  condition  que  cette  varia- 
\n)]\  de  A  s'annule,  nous  devrons  avoir 

puis(|u<'  oi  peut  a\c)ir  une  direction  arbitraire  quelconque.   Y)n\\^ 
la  notation  du  Chapitre  IX,  cette  éipiation  sera 

^.  ^ <.»?') -vn---  o. 

Kl  le  montre  : 

i"  (hie  le  plan  o^eulateur  de  la  courbe  cherchée  conlienl  Ir 
\  (Xleur  V(^  ; 

>."  (^)ue  la  courbure  en  un  point  quelconque  est  en  raison  in- 
verse de  (^  el  en  raison  directe  de  la  conq)osante  de  V(^  parall»  l** 
;iu  ravon  de  la  courbure  absolue. 

il)7.  Comuie  a|)pliealiori,  supposons  que  A  représente  Vacli^ff 
«Tune  parlieide  se  niousanl  librement  sous  rinlluence  d'un  SN^tèine 
de  forces  qui  oui  un  polenliel.  Mous  avous  alors 


et 

6^         MP        II), 

où  V  est  le  potentiel  et  II  la  conslante  de  ré(juation  de  la  force 
\  Inc. 

C^es  écpiations      de  ce  que 

que  par  conséqueut 
<"l  qu'en  outre 


et  par  suîle 


donnent 


et 
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^■^        dt  ds       dt 


TiiVTf  =  QVQ  =  -VP 


Qp'  -  f  • 

L'équation  ei-dessus  du  n**  496  j  pour  U  c/p  :=  p'  et  Trfp  =  i^dt  | 
devient  donc  simplement 

P-+- VP=:o, 
équation  qui  a  lieu  évidemment. 

t98.  Le  terme  à  la  limite  supérieure  dans  Texpression  de  o  V 

devient 

—  TiiS(U^p.op)  =  —  Spop. 

Si,  dans  la  variation  de  Q,  nous  supposons  en  outre  que  la  con- 
stante H  varie,  nous  aurons  dans  la  variation  de  A,  sous  le  si^ne 
de  l'intégration,  un  terme  qui  s'intègre  et  devient 

an. 

.Nous  aurons  ainsi  les  équations,  données  par  Ilamilton  pour 
faction  variable  {varying  action)^ 

VA:   p, 
La  première,  à  Taide  de  la  condition  ci-dessus,  donne 

(VA)*rrz2(F— H), 

qui  est  Téquation  bien  connue  aux  déri\ées  partielles  du  premier 
ordre  et  du  second  degré. 

Si,  dans  Texpression  de  oA  du  u*"  496,  nous  faisons 

Tc/p  -=  Cldt,     Q«  =  —  aP  -h  2 H, 

nous  aurons 

oQ.T^p  =  oQ.Q  rff  =  (-  oF  H-  l\\)dt. 

Des  lors,  il  vient  pour  Q  U  c/p  r-  p  et  eu  n'ayant  é^ard  qu'à  la  limite  su- 


7.J>. 


ni  \  iTih  i:    M. 


pcin'uiT  , 


o\ 


I  >l      110ll>    il\  Ol)'* 


'N   '.  r.  - 


y  OS  » 


/  [,_r:iMc//        Sg;w/(0^  >       oïl  J^l 


t       ( 


-   oP        SVl'oo  l't      r/tOz 

•  •■  r 

.!  <tM.  (.1)  iiii«\m iiiii    /  oll  ^//. 

o\        I       Sio;.  )'  oH./        /  Soo 


/i        s.//: 


vr  w//. 


o\        oH./       .^.VAo:, 


<-;     .1  pj  Jiij  IKlIlt    1   )'t{l|.tl  Ïmii 


il  1 1  •  > u -,  \  i t ■  1 1 1 


0      vr     o, 

;/ri     ^ 


\  \  ajil    ;iu>-i 


1 1  o  I  ;  :-    .  1  U  I  •  )  1 1 


(  >-' 


» 


V  \  1^ 


•  1  V  —  Il  .. 

I'  —  Il .. 


'i^'\).  \oii>  monircions  inainlciianl  ([ne  .si  A  rc|)rést'nl  '  unr 
'(ilnlinn,  (jucllc  <|ij\'llr  snil,  de  (•(.•lie  c(|ualion,  V  V  iT[>rrst'nlera 
Il  \il«'->('  dans  une  I lajcchMic  (ItMiilc  lihri'nirnt  sous  I  Intlui'nrt' 
(1(1  >s>!''i!if  (loiinc  (Ir   lorrcs. 


!  ' 


ai  < 


lîcl. 


n  (  M 1  >  avons 


I  )  nn   antre  eT)!/',  on  a 


4 

(SV  V.V)V  \. 


'/^ 


(VA)       -     (S:V)VV. 


!.n  i()nij)araiil   rr<  (len\  éi^alilés,  on  volt  (jne  rcciualiijn 


VA 


>  accorde  asec  Tnnc  cl  raulrc. 
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On  a 

V(  VA)«  =  V(rA.VA  =  T«A.VA  -h  2*V  A-D^VA. 

Mais  T*A  étant  un  scalar,  on  peut  intervertir  son  ordre  de  multiplication 

avec  TA.  D'ailleurs 

V«A  =  2:iD,VA; 

d'où  l'on  tire 

XiXXy  :r-.  2:(TA.iD;r-^  *TA.D;r)TA  =  2(S.VAV)VA. 
Knsuite,  on  a 

SpT  =  ^  S(iV^  -^j  dy-^k rf;j)(*Dar  -4-. . .) 

ï   /j   Fk         j  r\  s  cf totale 

oOO.  En  outre,  en  supposant  que  Oq  u'aflectcque  les  constantes, 

on  aura,  par  la  difTérentiatîon  par  rapport  à  Oq  de  Texpression  de 

.VA)S 

\  3,(VA)«  =  S(VAS,VA)  =-  S,II. 


Mais  nous  avons  aussi 

VA 
8.11 


=  f, 


ce  qui  donne  i  vu  la  signification  de  (SpV) 

^(S,A)  =  8.Hr=:-(SfV)S,A. 

Ces  deux  expressions  de  OqH  sont  de  même  mises  d^accord  par 

rhypothèse 

Xk  —  p. 

Nous  avons  à  comparer 

OoH=  — S(VA8oVA), 

8on=  — (SpT)8oA. 
Or  la  première  expression  peut  s'écrire 

~(SaoVAT)A  =-  8o[(SVAV)A]; 

et  la  seconde  revient  à 

-o,[(SpV)A], 

puisque  l'opérateur  Oq  est  indépendant  des  opérations  S  et  V. 

Il  y  aura  donc  identité  entre  les  deux  valeurs  de  OqH,  lorsque  Ton  pose 
VA  =  p. 


'*[)  î 


CHAPITRE    XI. 


Par  suil(%  les  (ocrficicnls  dlflV'renliels  do  A,  par  rapport  aux  dcn\ 
r<mslaiil('S  d'inlr::ralion,  dois  ont  cu\-menios  cire  des  conslanles. 
\oii*^  obtenons  ainsi  les  é(]uatu>ns  de  deux  surfaces  dont  l'iiiter- 
^eclion  donne  la  trajeetoii^e  décrite  par  le  mobile. 


An  .nit 


r[ 


0^,  A 


-i  0,.  A  )        OoII 
lit 


l  (  (jiial  i«tM  ><M  .1 


r/    /  (J\    . 


d\    .        \ 


il    l  (I  \     N  ^/  A    ^  .  ^ 

,       '         o„rj  -  0^,  r,>      -■■  0..  M 


(  I'  <]ui  tioniK' 


V ,  II        (»      cl      o„r'2        o, 


r/   f(l\\ 


M     Mil 


Mil   hh  :i 


Mil  ;)   (liMic 


0,11        ()      un      Cyr'i  ■ 


o 


li- 


U   DM 


r/\ 


<i'> 


xl„ 


,1  >  il  \\\{  inic  .uitio  l'on-^lanh' 


o. 


*)0l .  S^pjln•^(ms  niainlenanl  (juc  A  rt^prrscnle  la  durée  cui|»l<'\<  *' 
pou!"  le  |>.ii\niiis  (l(^  la  e(.)urlte  enlre  Ic^  deux  extréniilés  eurrc 
j>oiîtlcinl  ..u\  linnlo.  de  >oi(('  (in»'  !;i  eondilion  oA  --z  o  se  rappor''" 
à   la  bracliisliM'Iiroiie.  Nous  asons  dans  le  cas 

I 

la   >''r(»n.!('   cjualion    él.iiit    l.i    même  (inau   n'    5»)T.    Nou>  aur-'a- 
alo!-« 

—  ■  -:--VP_-:o, 

(f( 


APPLICATIONS    PHT8IQVBS.  làgS 

équation  qui  |  formule  (6,  n^  133)    peut  se  réduire  à  la  forme  sy- 
métrique 

jj-+-f-«(VP)f  =0. 

Il  y  aura  de  Tintérét  à  comparer  cette  équation  avec  celle  de  la 
trajectoire  du  mouvement  libre,  au  n^  497. 

On  pourra  facilement  appliquer  la  méthode  d*Hamilton,  comme 
clans  l'exemple  précédent  {voir  Tait,  Trans,  JR,  S.  E,,  i865). 

La  seconde  équation  du  n*  497  est  p*  =r2(P  —  H),  nous  devons  inlro- 
«luirc  Q  —  rrr  dans  l'équation  du  n*  496,  savoir 

rf(QLcfp)  — TQT<^p  =  o. 
I>e  premier  terme  sera 

"(ï-f)»-* 

Pour  le  deuxième  terme,  nous  avons 

^==.-p.  =  _a(P     -11);      Trfp  =  Tprf/=^ 

La  première  de  ces  relations  donne 

De  là  on  tire 

-  VQT  rfp  =  —  Q*  VP  X  ^  =  p*  VP  dt. 


»-i 


L'équation  devient  donc 


^^^-^-VP^-o. 


dt 


502.  Traitons  le  cas   particulier  de  la  gravité  agissant  seule. 
Dans  ce  cas,  on  a 

VPrna, 

a  étant  un  vecteur  constant,  de  sorte  que 

— i- ô--a  =  o. 

dt  ^ 

La  forme  de  cette  équation  suggère  Tcssai  de  rhvpotlièse 


'(.y\  cil  A  PI  T  ut:   XI. 

où  p  cl  <y  sont  des  scalars,  el  où 

Sa3„.  o. 

Siihslilnanl  ces  \alcurs,  nous  ohlcnons 

Nous  en  (Irdiiisons 

pq         1  -  ji    -   jr  1  -a. 
Si  inms  jkïsoiis 

"  >('ra    un    ^('cll'^I^-u^ilc    perpendiculaire  à  a  el  à  3,  <1<*   sorte  (pic 
l'on  peul  écrire 

•  m  lii»'  d<'  là  l'cNjucssion 

t        c()>  y/i  (-ns  y/ -     Y'^''^VO!'    '' 

(jue   1  1)1)  p<Mil   \cfili<'i"  par  suhslilulion 

Kniin,   suppoxHi*;  (pie   l'origine  de  o  soil   lelie  tpie   la  eon^laiilc 
d  inl''i;iali()ii  xtii  nulle,  nous  aui'ons  rmU'ijralc 


•>.  I 


l 


("-in  >///  -     Y  cns>ry/  ). 


ce  «pii  esi  ('n  ideimnenl  r(''(pialion  d'une  c\ cloïde  rajïjxulée  à  ^«m 
^(unuirl,  cl  doiil  la  lan^«Mile  au  somnieL  esl  paralh'de  à  ^3,  I  iiv'' 
<le  s\ni(''(rie  (''Lml  paralh'je  à  a. 

»)()<{.    l)auN    le    cas    ih'    la    chaîncUe,    sous    rinlîucnce    de   lorcc" 
iNmiuccs.   on  <i 

P  l'ianl   le  p(»lenlicl,  el  /la  ma^^e  par  unilij  de  loni;ueur. 
Haii'»  ce  ca<  nou«<  a\(uis  en  oulrc 


/ 


T./s       /, 


'  «lanl  la  Innuucnr  fjonitri'  de  la  «diaîiH^ 
Lcn  nHiliodes  connues  nous  donneni 


7 


(  I 


fis     ^  '    - 

Il    //  csl  un  lacleur  nuiU(''ri(pie. 


VI 


o, 
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oOi.  Considérons  le  cas  plus  simple  d\ine  chaîne  uniforme;  on 
peut  alors  comprendre  r  dans  u.  Supposons  de  plus  que  la  gravilé 
soit  la  seule  force  agissante;  dans  ce  cas  on  a 

»*l  Téquation  d^équilibre  devient 


DifTérentiant,  et  opérant  par  S.p',  nous  trouvons  Téquation 

ds) 


Sp' 


'(S.V-^^;^^Ha].:0, 


(|ai  nioalre  que  u  est  constant;  on  peut  en  disposer  par  un  chan- 


gement d'origine. 


La  courbe  est  évidemment  située  dans  un  plan  parallèle  ù  a,  et 
son  équation  est  facilement  obtenue  sous  la  forme 

(Sap)*  -h  fX'S*  rz^  coiist., 

re  qui  est  une  des  formes  connues  de  l'équation  de  la  chaînelte. 

Dans  le  cas  général  de  Téqualion  du  n"  i96,  la  quantité  () 
peut  élre  emploNée  comme  représenlant  un  vecteur  ou  plus  géné- 
ralement un  qualernion.  Dans  ces  cas,  chacun  des  éléments-scalar 
de  Q  donnera  lieu  à  une  équation  de  la  même  forme  que  cellr 
qui  répond  au  cas  de  Q  --  un  scalar. 

oOo.  Considérons  un  vecteur  t  dont  les  éléments  scalar,  ainsi 
qu'une  autre  fonction  P,  s'annulent  aux  points  situés  sur  une  sur- 
face S  à  contiguïté  simple,  ou  du  moins  supposons  que,  si  P  et  7 
ne  s'annulent  pas  en  même  temps  ù  la  surface,  il  arrive  néanmoins 
qu'aucun  d'eux  ne  devienne  infini  à  la  même  surface. 

Dans  ce  cas  le  n"  4(57  nous  donne 

Ç  Ç  ÇiUSS{V^)   -  C  CdsVSaVy»  - -o 

les  intégrations  étant  étendues  respcclivcmcnt  aux  points  inté- 
rieurs de  la  surface  X,  et  à  la  surface  elle-même. 
Nous  aurons  ainsi 

///./.S(,vp)-.-///..rs.v. 


•2«|S 
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Jl  t- 


V  laide  de  relie  formule,  il  nous  sera  faeile  (rélal)lir  iiii<-  proj 
>ih<)u  lrèsreniar(jual)Ie  due  à  Thomson  [Canfhr.  rf  J)//h/in  .Mt!(h 
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mum ('lanl 
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\;\^^i'  à  ccllr  équalioii,  ce  st-ra  la  valeur  de  ff  (|ui  rendra  Q  m^ 
niiniiMiim. 

\nu^  dirons  (pi'd  \i\  a  qu'uiu*  seule  val<nir  de  u  (|ui  rcmli' l^* 
I'    plu-    p<  lil    po>>iMe.    Cii-  soil    (^,  la  valeur    de    Q   qui  c«>rrf*- 
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nons  aurons  alors 

Or  le  terme  du  milieu  devient,  à  Taide  du  lemme  au  commcn- 
remenl  du  paragraphe, 

et  il  sera  nul  en  vertu  de  la  condition  du  minimum.  Le  dernier 
lenne  est  essentiellement  positif.  Si  donc  la  valeur  de  i/|  diffère 
de  celle  de  a  en  tel  point  ou  en  tel  autre  (abstraction  faite  du  cas 
où  la  différence  serait  constante  pour  tous  les  points),  cette  valeur 
de  //|  ne  pourra  pas  rendre  Q,  un  minimum;  c'est  pourquoi  la 
valeur  a  est  Tunique  solution. 


QUESTIONS  PROPOSÉES  DIVERSES. 

1.  L'expression 

VapVYa-i-V«YVS?-HV«5VPY 
rcprrsente  un  vecteur,  et  quel  est-il? 

2.  Montrer  que,  si  deux  surfaces  se  coupent  le  long  d'une 
courbe  de  courbure  qui  leur  est  commune,  les  surfaces  se  rencon- 
trent sous  le  même  angle  le  long  de  celle  courbe. 

3.  Au  n^  23-ion  a  résolu  le  problème  d'inscrire  dans  une  sphère 
un  polvgone  fermé,  dont  les  directions  des  côtes  étaient  données. 
Il  s'agit  de  traduire  la  solution  dans  une  forme  nouvelle,  en  faisant 
usage  des  formules  quaternioniennes  de  rotation. 

4.  Exprime/*  par  un  vecteur  la  force  perturbatrice  du  Soleil  à 


3(K) 
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l\'';ai(l  (lo  la  [.une,  en  fonclioii  des  masses  respcclives,  ci  en  î^nir- 
lion  (les  Nrclonrs  ^('ocenlriqnt's  de  ces  adirés:  dévc]<>p|n'r  I  f  \- 
|)i(^ssion  <!('  celle  fV)ree-\eeleur,  en  conservant  les  ternies  du 
S(U'<)n(l  ()nlr<';  el  disciiUM'  la  grandeur  relaliv»'  et  les  dii;rii<«!i* 
des  di\('i\s  lerrni'S  (|ni  composent  la  force. 

(IIamii.to>,  Lr(  /f/f-rs.  p.  (n  ». 
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7.  Intégrer  les  équations  dlflTérentielles  suivantes  : 

dq  , 

(a)  dt'^^'^^    ' 

do 

d^p  /d?\        , 

ft  et  b  étant  des  quaternions  donnés,  et  o  et  ^  étant  des  fonc- 
tions vectorielles  linéaires.  (Tait,  Proceedings  R.  S.  /s\,  1870- 

8.  Déduire  (4)  du  n**  92  par  voie  directe  de  (3)  du  n*"  î)l . 

9.  Former  les  réduites  successi\es  de  la  fraction  continue 


«- (r-;-T°' 


/  et  j  étant  les  unités-vecteurs  à  relations  connues,  et  x  prenant 
les  valeurs  successives  1,  2,  3,  .... 

(IIamiltom,  Lectures,  p.  645.) 

10.  Avant 


tijc  ■■--■   I   7         )    Cy 


c  étant  un  quaternion  donné,  former  les  réduites  successives. 
Quelles  sont  les  valeurs  de  c  pour  lesquelles  //  devient  constant? 

(Hamilxon,  Lectures,  p.  4^2.) 

H.  Prouver  que  le  moment  résultant  de  la  pression  hydrosta- 
tique sur  les  faces  d'un  polyèdre  quelconque  est  nul  dans  les  cas 
suivants  :  (a)  lorsque  la  pression  est  constante  pour  tous  les 
points;  (b)  lorsqu'elle  provient  d'un  système  de  forces  qui  ont  un 
potentiel. 

12.  Quel  est  le  vecteur  donné  par  deux  vecteurs  connus  d'aprrs 
la  relation 

Montrer  que  Torigine  de  p  est  située  sur  le  cercle  passant  par  les 
extrémités  de  ces  trois  vecteurs. 
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<'l  montrer  qu'elle  conduit  aux  résultats  suivants  : 

V«  J  =  o. 

Déduire  de  là  la  proposition  que  les  seuls  systèmes  de  surfaces 
<|ui  partagent  Tespace  en  cubes  sont  les  plans  et  leurs  images 
électriques. 

lo.  Quel  est  la  signification  du  problème  dont  les  conditions 
sont  exprimées  par  les  six  équations  suivantes  : 

V*$:r.O,     V»T,^o,     V^C-o. 
où  Ç,  Tj,  ^  sont  des  fonctions-scalar  de  ^',  J'i  5,  et  où 

Montrer  que  de  ces  conditions  découlent  les  suivantes  : 

Montrer  que  (par  un  changement  dWigine)  la  solution  générale 
de  ces  équations  peut  se  mettre  sous  la  forme 

'5  étant  une  fonction  vectorielle  linéaire  conjuguée  d'elle-même,  et 
que  Ç,  T,,  s  se  déduisent  des  trois  valeurs  que  /  représente  pour 
chaque  point  de  Fespace^  diaprés  certaines  relations,  analogues  à 
celles  de  la  question  21  du  Chapitre  IX.  (  Voir  Lamé,  Journal  de 
yfa thématiques,  i843.) 

i6.  Montrer  que  le  potentiel  P  des  masses  extérieures  au  sys- 
tème solaire  introduit  dans  Téquation  du  mouvement  d'une  pla- 
nète autour  du  Soleil  un  terme  de  la  forme 

(SpV)VP, 

p  étant  le  rayon-vecteur  de  la  planète  par  rapport  au  Soleil. 

Montrer  que  le  terme  en  question  est  une  fonction  vectorielle 
linéaire  conjuguée  d'elle-même,  et  qu'elle  ne  dépend  que  de  cinq 
éléments  constants  Indépendants  les  uns  des  autres. 


1U, 


ciiAprïRK   \  r. 


('.Iirrclni'  (jucl   esl  le  principal  clltU  rt'siillanl  de  la  force   pn 
lui  l)aliit('  (Ml  (pieslion,   dans  TliNpollièse   que   le  nionvenient  n 
I  r<ml)l<''  soil  rirciil.iire. 
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nou^  I  (>iiipLn«»!iN    la   (Mf  icl.'ii^tnpir   F   par  S,  le  lieu  de  lésera  i'" 
pLin .  (^ho'l  e^l  eo  pLni  ? 

/'  '    >i  ilan>  la  même  npialnm  non<  remplaçons  F  par  \  ,  l  é(pi<»- 
h.'o   >era  ie!!e  d  une  dto:.e.  (^u<dle  est  celle  droil"? 


APPLICATIONS    PHYSIQUES.  3o5 

(c)  Si  l'on  remplace  F  par  K,  le  Heu  de  P  sera  un  point.  Quel 
est  ce  point? 

(d)  Si  Ton  prend  U,  à  la  place  de  F,  le  lieu  sera  la  moitié  d'une 
droite,  c'est-à-dire  un  rayon.  Quel  est  ce  rayon? 

(e)  Si  F  est  remplacé  parT,  le  lieu  de  p  sera  une  sphère.  Quelle 
est  cette  sphère? 

(/)  Si  F  est  changé  en  TV,  le  lieu  sera  un  cylindre  de  révolu- 
tion. Quel  est  ce  cylindre? 

(g)  Si  F  est  remplacé  par  TVU,  le  lieu  sera  un  cône  de  révolu- 
tion. Quel  est  ce  cône? 

(A)  Si  Ton  substitue  SU  à  F,  le  lieu  sera  l'une  des  nappes  d'un 
cône.  Quel  sera  ce  cône,  et  laquelle  des  deux  nappes  représente 
le  Heu? 

(*)  Si  F  est  remplacé  par  VU,  le  lieu  sera  une  paire  de  rayons. 
Quels  sont  ces  deux  rayons? 

19.  Hamilton,  Bishop  Law* s  Premium  Examination,  i863. 
{a)  L'équation  - 

S  pp'  -h  a'  =  o 

exprime  que  p  et  p'  sont  les  vecteurs  de  deux  points  P  et  P  qui 
sont  conjugués  par  rapport  à  la  sphère 

p«  -4-  a*  =  o, 

c'est-à-dire  que,  l'un  des  vecteurs  étant  le  pôle,  l'autre  sera  dans 
le  plan  polaire  correspondant.  Le  montrer. 

(6)  Prouver  par  quaternions  que  si  la  droite  PP,  joignant  en- 
semble les  deux  points,  coupe  la  sphère,  celle-ci  coupera  la  droite 
harmoniquement. 

(r)  Lorsque  P  est  un  point  donné  extérieur  à  la  sphère,  le  cône, 
lieu  des  tangentes  menées  de  ce  point,  aura  pour  équation 

(Vpp')«  =  a«(p-pT: 

et  le  cône  orthogonal  à  celui-ci  et  ayant  son  sommet  au  centre  de 
la  sphère  sera 

(Spp')*4-a*p«  =  o. 

{d)  Éublir  l'égalité 

T(«p  — «)=T(p  — /!«), 

Tait.  —  QiuUcrnions,  II.  30 
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lor>(j(H' 

T.'— Ta, 

et  interpréter  celle  ét;alité. 

i  r)  Transformer  el  inlerpréler  léqualion  de  Tellipsoïde 

T(  !>  --  cy.)  :=  X-  —  '.-. 

(  f)  Klnhllr  que  léqualion 

(y.--  -'.-i-    -    I'.-    ^■y.')>zz   ^'9.bioy.z 

exprinie  cpie  z  c[  z'  son!  des  points  eonJMj>nés  par  rapport  à  I  ellip- 
soïde ])rée('Mlenl. 

(  i' )   Montre!'  que  l'équation  de  relli|)soïde   peut  s'éerire 

loîXpM' 

(y-  —  '.-  )-  V  -1  (  '.  —  y.  )-  S  -i-  •),  '.  Sy.o  H-  2'/.^  \z. 
( //  )  Montrer  que  cette  érpiation  donne  aussi 

(  y.'  —  '.^  ) -  V  —  ('  >-  -^  y/^  )  s  -4-  :?  \'  '.  px. 

(/)  La  siiinilicalion  <le  v  restant  la  même  que  préc^'-deinnicnt, 
léqualion  dillérrnl  ielle  de  l'ellipsoïde  el  celle  de  lellipsoïde  réci- 
proque seront  respect ivement 

S  V  r/s  =  o,      S  p  fly  tn  o. 
(  /  )   Kl i miner  p  entre  les  ([ualrc  équations  sealar 

!^().   HAMii/row,  Ih'sliop  IjOkys  Pirmiuin  luraminafion,  liSfij. 
(  ^M    Soit 

un  svslème  donné  de  droites  à  positions  déterminées,  les  in  points 
étant  tous  donnés;  et  supjiosons  que  la  somme  des  vecteurs 

représente  une  lij;ne  \15  (|ui  iic  soit  pas  nulle.  On  peut  démontrer 
que  Ton  pcMil  déterminer  un  point  H  el  un  sealar  A  qui  satisfont  à 
Técpialicm  à  (piaternions 
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et  cela  en  partant  de  Texpression,  pour  une  origine  quelconque, 

^Oki  X  AtBt  H-. .  .-h  OA^  X  A„B„ 

.       c  OAi  X  A,  B,  4- . . . 
AjB,  -h. . . 

(b)  Pour  un  point  arbitraire  C,  soit 

Q^^GAj  X  A,Bi  -h. .  .-hGA„  x  A„B«. 

Celte  somme  de  quaternlons  peut  être  transformée  en 
Qc  =  Qh  H-GH  X  AB  =  (A  -h  CH)  AB. 

Le  tensor  sera  donc 

I       

TQ^  =  (/i*H-CH«)*xAB, 

où  CH  et  AB  seront  des  longueurs. 

(c)  La  valeur  mînima  de  TQc  sera  obtenue  en  plaçant  le  point 
C  en  H  ;  si  donc  on  admet  qu*un  quaternion  est  minimum  lorsque 
son  tensor  Test,  nous  pouvons  écrire 

min.Qc  =  QH  =  /rX  AB 

de  sorte  que  le  minimum  de  Qc  sera  un  vecteur. 

(d)  L'équation 

TQc  =  c  =  une  constante  scalar  >  TQh, 

exprime  que  le  lieu  du  point  variable  C  est  une  surface  sphérique, 

dont  le  centre  est  au  point  fixe  H  et  dont  le  rayon  r  =  CH  est  tel 

que  Ton  a 

i  I 

r.  AB  =  (TQJ  -  TQiY  =  (c«  -  A« AB*)*  ; 

de  sorte  que  le  point  H,  étant  le  centre  d'une  série  de  sphères  con- 
centriques, déterminé  par  le  système  donné  de  droites,  peut  rece- 
voir la  désignation  de  centre  du  système. 

(e)  L*équation 

T  VQc  ^=:  C|  =  un  scalar  constant  quelconque  >  TQh 

représente  un  cylindre  droit  dont  le  rayon 

1       

(rî~A«AB«)':TÂB, 
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<*l  dont  Taxe  de  révolution  est  la  droite  représentée  par 

el  cet  axe  étant  l'axe  commun  d'une  série  de  cylindres  droit  i>eut 
être  nommé  1  Vr/v  rcntrdl  du  système. 
(  /  )   L'é(| nation 

S(^)(:  ■=^  c'2  -^  un  scalar  quelconque  constant 

représente  un  plan;  tous  ces  plans  sont  parallèles  au  plan  central 

dont  l'équation  est 

S<^),:  ^  o. 

{^)  Etablir  (pie  le  plan  central  coupe  Taxe  central  perpendicu- 
lairement au  point  central  du  système. 

{Il)  Lorscpie  les  n  vecteurs  donnés  A,Bi,  ...,  A,/ H„  sont  pa- 
rallèles entre  eux,  et  qu'ils  sont  par  conséquent  proportionnels  à  /; 
scalars  b^^  .  . .  ,  /;,/,  le  scalar  h  et  le  vecteur  Q,|  sont  nuls;  le  cenln* 
H  sera  déterminé  par  ré(piation 

/y,  HA,  -h  lu  HA..  4- .  .  .  -t-  hn  H  V„  — -  o. 
ou  bien  par  rex|)ression 

by  -h  .  ,  .  -t-  b,^ 

C)  «'tant  toujours  une  origine  arbitraire. 

21.    IIamiltok,  Bishop  La\v\s  Preniiuni  Examination,  1860. 
[(i)  Soit    l'équation   de    la   surface  de    révolution    du   sixième 
degré 

laquelle  peut  être  remplacée  parle  système  des  deux  équations 

I^a  normale  à  Textrémité  du  vecteur  variable  0  et  la  taniienle  à 
la  courbe  méridienne  en  ce  point  sont  représentées  respecliveracnl 
par  les  vecteurs 

V  r^  ■>  (  p  —  ï  )  —  ^  p 

et 

T  --  •?  M  —  '^  O  (  p  —  a  )  -,-  /- p  ; 
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et  ils  coupent  Faxe  a  en  des  points  dont  les  vecteurs  sont  respec- 


tivement 


2a  2(1  —  2t)0L 

et  ' 


2  —  /  (2  — «)'  —  2 

(6)  Si  €/p  est  dirigé  dans  le  même  plan  méridien  que  p,  on  aura 

(c)  Sous  la  même  condition,  on  a 

(d)  Ije  vecteur  du  centre  de  courbure  du  méridien,  correspon- 
dant au  point  de  Textrémilé  de  p,  est  par  conséquent 

^  \     dpj  ^        X    \  —  t  3(1  —  ^) 

{e)  Les  expressions  de  (a)  donnent,  par  (a'). 

de  là  on  tire 

(cr_p)*-^^a*/*     et     (d^)^  ^  ^-^(dty. 

Le  rayon  de  courbure  du  méridien  est  par  suite 

H  =  T(a-p)  =  î/Tût, 

et  la  longueur  de  Télément  de  Tare  du  méridien  sera 

ds  =  Td^z=:ZToi(-r^\   'dl. 

(/)  Les  mêmes  expressions  donnent 

4(Vap)*  -_a*/»(i  — /)*(4  — 0- 

Il  s'ensuit  que  le  scalar  auxiliaire  t  a  pour  limites  o  et  4>  et 
nous  pouvons  écrire  /  =  2  vers  Q,  H  étant  un  angle  réel  qui  varie 
d'une  manière  continue  de  o  à  2tc.  L^expression  de  l'élément  d*arc 
devient  alors 
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cl,  par  inléj^ralion, 

.V  — 6Ta(0  —  sinO), 

si   1  On  iiKvsurt'  l'arc  s  à  partir  du   point  F  pour  lequel   p  =  a»   «^t 
(|iii  esl  connnun  à  tous  les  méridiens;  la  périphérie  totale  de  Tun 
(jueleon(]ue  des  méridiens  sera  =  (  i'>  )7:Ta. 
(  i!' )  La  saleur  de  7  donne 

I  (  7-  -     a-  )    _  .>a-/ 1   I         /  I, 

Si  doiir  n<ui>  luisons  aUslraelion  de  l  a\e  a  de  la  lij^ure  dr  rév(»- 
lulion,  lecpicl  est  eoupé  par  toutes  i<*s  normales  à  la  surface  (ai, 
la  surlace  des  ecMilres  de  courbure  à  la([uelle  toutes  ces  normales 
sont  tangentes  sera  donnée  par  réijuation 

(h)  '|(''  -     a-)-^-f-->7a-^(VaT)^  r_  o. 

( // )  Le  point  F  est  commun  aux  deux  surfaces  (a)  et  (h),  et  il 
joue  l(î  rol(î  de  j)oint  sin«;ulier  sur  chacune  de  ces  surfaces,  étant 
un  point  triple  sur  (a)  et  un  point  double  sur  (b);  il  existe  en  ce 
point  en  (b)  une  pointe  infiniment  aig:uë  qui  est  tangente  à  Taxe  a; 
tandis  qu'en  (a)  il  ^  a  en  ce  j)oint  F  un  plan  langent  déterminé 
per|)endiculair(î  à  a  v[  à  la  pointe.  Par  contre,  un  point  F',  dont  le 
secteur  est  —  a.  correspond  à  une  [)oinle  faisant  partie  de  la  sur- 
face (I))  et  en  tout  analogue  à  la  pointe  en  F.  Mais  le  point  F'  ne 
fait  pas  partie  de  la  surface  (a  ). 

(i)  Si  par  le  point  triple  F  de  la  surface  (  a  )  on  mène  une  Irans- 
Ncrsale  dans  une  diiei^tion  |j  donnée  quelcon<pie,  cette  transver- 
sale aura  six  points  de  commun  avec  la  surface  F  :  trois  de  ces 
points  formeront  \v.  [)oinl  triple  F  lui-même,  et  l«*s  trois  autres 
auront  pour  vecteurs  les  lroi^  déli'rminalions  de  l'expression 

,.     T.jia  ^l;l|•..SL^-<iV■|•î. 

et  l'on  voit  (pie,  lorsque  [i  est  [>erpendieulaire  à  a,  l'une  des  dé- 
terminations donnera  la  >aleur  zéro  pour  Ut  coeflicient  de  L  |ï, 
d(î  sorte  (pie  la  \aleur  correspondante  de  o  donnera  encore  le 
point  F.  (\'s  trais  (létnininations  sont  toujours  réelles, 

{  /  )  Le  point  dont  le  vecteur  est  p  =z  2  a,  et  que  nous  appellerons 
\  ,   (\sl   un   point  double  de   la   surface  (a),   près  du(piel  la  surface 
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forme  une  pointe,  dont  le  cône  tangent  a  nne  ouverture  finie,  le 
demi-angle  de  cette  ouverture  étant  =^7^. 
Equations  auxiliaires  : 

I  2Sa(p  — a)=a«^*(3  — 0; 
Svp=:— a«^(i  — /)(l  — 2/K 
2Sv(p  — a)  —  a*/'(i  —  i); 

(  SpT  =  a«/»(i  — o('i--n, 

/  2S(p   -a)T  — a*/'(i        f.)(\-^t). 

22.  Deux  grands  cercles  étant  donnés  sur  une  sphère,  par  le 
pôle  de  l'un  d'eux  on  mène  des  arcs  de  grand  cercle  en  nombre 
indéfini,  qui  soient  terminés  à  la  circonférence  du  second  grand 
cercle.  La  cburbe,  qui  passe  par  les  milieux  de  ces  arcs,  coïncide 
avec  celle  que  Ton  obtient  en  répétant  la  même  construction,  mais 
en  intervertissant  le  rôle  des  deux  grands  cercles. 

S3.  Une  ellipse  donnée  peut  recevoir  une  infinité  de  positions, 
dans  lesquelles  Tombre  de  la  courbe,  projetée  par  un  point  lumi- 
neux sur  un  plan  servant  d'écran,  se  trouve  être  une  circonfé- 
rence de  cercle  ;  en  même  temps  le  centre  de  ce  cercle  correspond 
à  un  rayon  qui  traverse  Tintérieur  de  l'ellipse. 

ai.  Intégrer  les  équations 

V.rtrp[(p-at^->  — (p -h  «)-*]  =  o, 
V.<.V.?r(p-a)-».-(p^«)-'].=  o. 

Montrer  que  chacune  d'elles  représente  une  série  de  cercles  dans 
l'espace.  Établir  les  propriétés  qui  appartiennent  à  la  fois  aux 
deux  séries  de  cercles. 

S5.  Un  pinceau  de  lumière,  dont  la  direction  est  a,  rencontre 
la  surface  réfléchissante  d'un  cylindre  droit  à  base  circulaire,  dont 
l'axe  est  dirigé  suivant  y,  le  pinceau,  ainsi  que  le  cylindre,  étant 
infiniment  minces.  Montrer  que  les  rayons  réfléchis  prennent  les 
directions  des  génératrices  d'un  cône  droit,  dont  l'équation  est 

p'  S*  «Y  —  a'  S'yp  =  o. 
26.  Trouver  la  trajectoire  d'un   poijnt  mobile  dont  l'équation 


)l  >  ru  \PITRK    XI. 

(lo  moinem<»Til  est 

t  — (o  —  a)  -'-  -  (  '.  H-  a)-». 

27.    Appliquer  la   formule  (  •>.  )   du    n*'    481,  dans    le    calcul    de 
l'aire  d'une  surface  fermée.  Montrer  que  l'expression  de  Taire  est 


/YCvU(TF)rf,-, 


f  •    '  • 


lorsque  l'équalion  de  la  surface  est 

I'  —  ('on«i|. 

28.  Ktal)llr  1(\>  expressions  des  fonctions  s|)hériques,  de  divers 

ordres;  et»  à  cet  ell'et,  faire  usage  de  l'opérateur  c^  *^    et  d'autres 
opérateurs  du  même  i^enre.  en  les  appliquant  au  développement 

de  la  fonction  ™ 


Is 


21).  Former  l'équalion  dilVérentielle  de  la  distribution  de  la 
chaleur  dans  Tinlérieur  d'un  corps  conducleur  solide,  dont  les  di- 
mensions sont  finies,  el  qui  se  refroidit  par  ra\onnement. 

lui   parlant  de  l'IiNpothcse  que 


(•   _  r    '"^/f 


représente  une  intégrale  particulière,  on  tr(»uvera  Téquation  cher- 
chée sous  la  forme 

t-.>  "' 

V -// tt  —-0, 

la  condilion  à  la  surface  étant 

S.  IJvV//  —  hii  -=  o. 

\  l'aide  de  ces  équations  on  montrera  que,  si  Ton  exclut  le  cas 
///,  _—  ///o,  on  aura 


• .'    *,    t 


C'est  de  cette  dernière  formule  que   Ton  déduira  l'intégrale  gé- 
nérale. 


FIN    DE    LA    SECONDE    PARTIE. 
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